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Câmpuri scalare

(New J. Phys. 10 (2008) 083007)



Câmpuri vectoriale



Algebra vectorială{
~a = ax

~i + ay
~j + az

~k

~b = bx
~i + by

~j + bz
~k

az

i
jk

a

ay

xa

x

y

z

Produs scalar
~a · ~b =ab cos θ
măsoară paralelism vectori

Produs vectorial
~a×~b =ab sin θ
măsoară perpendicularitate vectori

cos θb 

b

a

θ

a bX

a

θ

b
sin θba

Vectori paraleli: θ=0
=⇒ cos θ=1

Vectori perpendiculari: θ=90o

=⇒ sin θ=1

~a · ~b =~b ·~a = a b cos(~a,~b)

= axbx + ay by + azbz

~a×~b =

∣∣∣∣∣∣
~i ~j ~k
ax ay az

bx by bz

∣∣∣∣∣∣
= (ay bz− azby )~i +(azbx− axbz)~j+

+(axby− ay bx)~k



I Produsul mixt a trei vectori ~a, ~b şi ~c este un scalar egal cu
volumul paralelipipedului construit pe aceşti vectori:

~a · (~b × ~c) = ~b · (~c ×~a) = ~c · (~a× ~b) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
ax ay az

bx by bz

cx cy cz

∣∣∣∣∣∣∣∣
~a · (~b × ~c) = −~b · (~a× ~c) = −~a · (~c × ~b)

I Dublul produs vectorial al vectorilor ~a, ~b şi ~c este

~a× (~b × ~c) = ~b(~a · ~c)− ~c(~a · ~b) = −(~b × ~c)×~a

I Dacă sunt funcţii de o variabilă scalară t, le putem deriva

d

dt
(~a + ~b) =

d~a

dt
+

d~b

dt
;

d

dt
(ϕ~a) =

dϕ

dt
~a + ϕ

d~a

dt

d(~a · ~b)

dt
=

d~a

dt
· ~b +~a · d~b

dt
;

d(~a× ~b)

dt
=

d~a

dt
× ~b +~a× d~b

dt
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Gradient, divergenţă, rotor

Suprafeţe de nivel
Gradientul unui câmp scalar
Interpretarea fizică a gradientului

Fluxul unui vector
Divergenţa unui vector
Interpretarea fizică a divergenţei
Teorema Gauss
Ecuaţia de continuitate

Circulaţia pe un contur
Rotorul unui vector
Interpretarea fizică a rotorului unui vector
Teorema Stokes

REZUMAT: Gradient, divergenţă, rotor - funcţii locale



Suprafeţe de nivel
(mărimi scalare)
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mai rapida
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stationar

stationar
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Gradientul unui câmp scalar
I Fie un câmp scalar ϕ cu suprafeţe

de nivel constant - echipotenţiale
ϕ(x , y , z) = ϕ0

I Derivata ∂ϕ/∂s pe direcţia ~s.
∂ϕ

∂s
= lim

∆s→0

ϕs − ϕ0

∆s

n

P0

sP
nP

0
ϕ +∆ϕ

ϕ
0

s

∆s ≡ P0Ps =
P0Pn

cos(~s,~n)

I

∂ϕ

∂s
= lim

P0Ps→0

ϕs − ϕ0

P0Ps

= lim
P0Pn→0

(
ϕn − ϕ0

P0Pn

)
cos(~s,~n)

=
∂ϕ

∂n
cos(~s,~n)

I DEFINITIE:
Gradientul scalarului ϕ, este vectorul,

grad ϕ =
∂ϕ

∂n
~n

I Atunci, derivata ∂ϕ/∂s pe direcţia ~s
∂ϕ

∂s
= |grad ϕ| cos(~s,~n) = grads ϕ

este proiecţia vectorului gradient pe
direcţia ~s.
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∂ϕ

∂s
= |grad ϕ| cos(~s,~n) = grads ϕ

este proiecţia vectorului gradient pe
direcţia ~s.
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∂ϕ

∂s
= |grad ϕ| cos(~s,~n) = grads ϕ
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Dacă luăm direcţia ~s cea ~i a axei x , apoi ~j a axei y şi ~k a axei z ,

gradx ϕ =
∂ϕ

∂x
, grady ϕ =

∂ϕ

∂y
, gradz ϕ =

∂ϕ

∂z

atunci, vectorul gradient al scalarului ϕ, exprimat cu operatorul ~∇
este

grad ϕ ≡ ~∇ϕ =
∂ϕ

∂x
~i +

∂ϕ

∂y
~j +

∂ϕ

∂z
~k

|grad ϕ| =

√(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

+

(
∂ϕ

∂z

)2

ϕ
0

0
ϕ −∆ϕ

0
ϕ +∆ϕ

0
ϕ +2∆ϕ

n

n
ϕd

dn
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Interpretarea fizică a gradientului

I In concluzie, gradientul mărimii
scalare ϕ, ı̂ntr-un punct (x , y , z) este
vectorul de modul ∂ϕ/∂n, dirijat după
normala la suprafaţa de potenţial
ϕ = const., ı̂n sensul creşterii lui ϕ.

grad ϕ =
∂ϕ

∂n
~n

I In coordonate carteziene, vectorul
gradient se exprimă, pe componente,
sub forma

grad ≡ ~∇ =

(
∂

∂x
~i ,

∂

∂y
~j ,

∂

∂z
~k

)
Linii de camp

nivel echipotential
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I In concluzie, gradientul mărimii
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Fluxul unui vector printr-o suprafaţă

I Un fluid cu un câmp de viteze ~v , are
un flux prin dS dat de volumul de fluid
ce trece prin dS ı̂n unitate de timp.

dφ = ~v · d~S = vn dS = v cos(~v ,~n) dS

vn v
n

dS

I Fluxul total de fluid prin
suprafaţa S ,

φ=

∫
S

~v ·d~S =

∫
S

v cos(~v ,~n) dS

v

n

S

dS

CA

B
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Divergenţa unui vector

n

j
y

x
j

n

ydj
dy

dy
j +
y

dj

dx
x dx

x
j +

j
z

zdj

dz
dzj +

z

21

x

y

dx

dz

dy

z

IFluxul printr-un elem.de suprafaţă d~S

dφ =
dq

dt
=~j · d~S

I Fluxul prin faţa 1 şi 2, pe axa x , este

dφ1x = −jx dy dz

dφ2x =

(
jx +

∂jx
∂x

dx

)
dy dz

I Fluxul total pe direcţia x

dφx =dφ1x +dφ2x =
∂jx
∂x

dx dy dz

I Similar, fluxurile pe axele y şi z

dφy =
∂jy
∂y

dy dz dx

dφz =
∂jz
∂z

dz dx dy

I Fluxul vectorului ~j prin suprafaţa
ı̂nchisă a cubului elementar,

dφ=

(
∂jx
∂x

+
∂jy
∂y

+
∂jz
∂z

)
︸ ︷︷ ︸

div~j ≡ ~∇ ·~j

dx dy dz︸ ︷︷ ︸
dV

I DIVERGENTA vectorului ~j ,

div~j ≡ ~∇ ·~j =
∂jx
∂x

+
∂jy
∂y

+
∂jz
∂z
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I Fluxul prin faţa 1 şi 2, pe axa x , este

dφ1x = −jx dy dz

dφ2x =

(
jx +

∂jx
∂x

dx

)
dy dz

I Fluxul total pe direcţia x
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Interpretarea fizică a divergenţei
I Fluxul dφ printr-o suprafaţă ı̂nchisă

infinit mică de formă arbitrară

dφ =

∮
~j · d~S =

(
~∇ ·~j

)
dV

I De aici interpretarea divergenţei ca

div ~j ≡ ~∇ ·~j = lim
∆V→0

∮
~j · d~S
∆V

măsoară intensitatea sursei, de exemplu
cantitatea de fluid ce iese din unitatea
de volum.

I După semnul divergenţei, intensitatea
surselor poate fi atât pozitivă cât şi
negativă. Câmpurile vectoriale care au
div ~j = 0 se numesc solenoidale.

Divergenta
negativa

Divergenta
pozitiva

Divergenta
zero
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I Fluxul dφ printr-o suprafaţă ı̂nchisă
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Teorema Gauss

I Fluxul φ printr-o suprafaţă S ce
delimitează volumul V , este
suma fluxurilor elementare ∆φ
prin ∆V .

I Suprafaţă ı̂nchisă S

I Element ∆V

n n

j
(x,y,z)

y

dx
dy

1

x

2
dz

z

I Elementul de flux ∆φ prin suprafeţele
cubului elementar, este

∆φ =

∮
∆V

~j · d~S

I Dar, am văzut, fluxul ∆φ prin element ∆V ,
exprimat prin divergenţă, este,

∆φ =
(
~∇ ·~j

)
dV

I Integrând pe suprafaţa ı̂nchisă S , ce
delimitează volumul V , ţinând cont că
elementele de flux prin feţele cuburilor
alăturate se anulează reciproc (au normalele
de sens opus), rămâne fluxul prin suprafaţa
exterioară S , obţinem Teorema Gauss

φ =
∑

∆φ→
∮
S

~j · d~S =

∫
V

(
~∇ ·~j

)
dV
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elementele de flux prin feţele cuburilor
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de sens opus), rămâne fluxul prin suprafaţa
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I Dar, am văzut, fluxul ∆φ prin element ∆V ,
exprimat prin divergenţă, este,
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Ecuaţia de continuitate
I Un flux net de curent ~j ca

sarcina/(cm2 sec) ce iese din
suprafaţa ı̂nchisă S , este egal cu
scăderea −dq/dt a sarcinii
q =

∫
V

ρ dV din volumul interior

φ =

∮
S

~j · d~S = −dq

dt

Fluxul de sarcina
prin suprafata S

j dSφ =

d
dt

ρ

V

dV

V
S

Viteza de scadere
a sacinii in V

I Fluxul net de sarcină ce iese prin
suprafaţa S a volumului V , conform
teoremei Gauss este,

φ =

∮
S

~j · d~S =

∫
V

~∇ ·~j dV

I Dacă sarcina este distribuită cu
densitatea ρ, atunci,

dq

dt
=

∫
V

dρ

dt
dV

I Inlocuind ı̂n expresia fluxului de la
ı̂nceput şi identificând termenii de sub
integrală, obţinem,

dρ

dt
+ ~∇ ·~j = 0

Aceasta este ecuaţia de continuitate şi
exprimă legea de conservare a sarcinii.
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suprafaţa ı̂nchisă S , este egal cu
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densitatea ρ, atunci,

dq

dt
=

∫
V

dρ

dt
dV

I Inlocuind ı̂n expresia fluxului de la
ı̂nceput şi identificând termenii de sub
integrală, obţinem,
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Ecuaţia de continuitate
II Un flux net de curent ~j ca

sarcina/(cm2 sec) ce iese din
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Circulaţia pe un contur
II Fie curba L şi un câmp vectorial ~F (~r).

Lucrul mecanic elementar ~F · d~l = Fl dl .
Integrala curbilinie de-a lungul curbei L∫

L

~F · d~l =

∫
L

Fl dl

F

dl

r

L

I Dacă curba L este ı̂nchisă,
integrala se numeşte circulaţia
vectorului ~F pe conturul L,
adică,

C (~F ) =

∮
L

~F · d~l =

∮
L

Fl dl
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Rotorul unui vector
I Circulaţia pe conturul infinitezimal

ABCD din planul xy este,

∆C =

∮
~F · d~l

=

B∫
A

Fx dx +

C∫
B

Fy dy +

D∫
C

Fx dx +

A∫
D
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I la fel obţinem şi ∆Cx şi ∆Cy ,

∆Cx =

∮
~F ·d~l =

(
∂Fz

∂y
− ∂Fy

∂z

)
∆Sx

∆Cy =

∮
~F ·d~l =

(
∂Fx

∂z
− ∂Fz

∂x

)
∆Sy



Rotorul unui vector
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Rotorul unui vector
I ∆Cx , ∆Cy şi ∆Cz sunt componentele

elementului circulaţie ∆C , exprimat ca
produsul scalar (rot ~F )·∆~S , cu vectorul
rot~F , notat ~∇× ~F , de componente

rotx~F = (~∇× ~F )x =
∂Fz

∂y
− ∂Fy

∂z

roty ~F = (~∇× ~F )y =
∂Fx

∂z
− ∂Fz

∂x

rotz~F = (~∇× ~F )z =
∂Fy

∂x
− ∂Fx

∂y
scris sub forma de determinant

rot ~F ≡ ~∇× ~F =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

~i ~j ~k

∂

∂x

∂

∂y

∂

∂z

Fx Fy Fz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
unde ~i ,~j şi ~k sunt versorii axelor.

I Acum, circulaţia vectorului ~F pe
un contur ı̂nchis infinitezimal se
poate scrie sub forma,

∆C=

∮
L

~F ·d~l =
(
~∇× ~F

)
·∆~S

= rotn ~F ∆S

unde trebuie să ı̂nţelegem prin ~n
normala pozitivă la suprafaţa
∆S .



Rotorul unui vector
I ∆Cx , ∆Cy şi ∆Cz sunt componentele

elementului circulaţie ∆C , exprimat ca
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∆S .



Rotorul unui vector
I ∆Cx , ∆Cy şi ∆Cz sunt componentele

elementului circulaţie ∆C , exprimat ca
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Interpretarea fizică a rotorului unui vector

I Pentru un element ∆S → 0 avem

dC =

∮
L

~F · d~l = (~∇× ~F )n ∆S

I De aici interpretarea rotorului ca

(~∇× ~F )n = lim
∆S→0

∮
L

~F · d~l

∆S

vectorul ~∇× ~F pe o direcţie ~n,
exprimă circulaţia vectorului ~F (de
exemplu, lucrul mecanic efectuat la
mişcarea) pe un contur ı̂nchis, pe
unitatea de suprafaţă ∆S cuprinsă
de contur.

I Să luăm, de exemplu, componenta
vectorului rotor pe direcţia z

I rotz~v = (~∇× ~v)z =
∂vy

∂x
− ∂vx

∂y
Dacă avem un curent de fluid cu
un câmp de viteze ~v ce are
∂vy/∂x > 0 şi ∂vx/∂y < 0, acesta
va ı̂ncepe să se rotească ı̂n jurul
direcţiei ~k. Suma lor este rotz~v .

dvx
dy

0
dvy
dx

0

i

j

k

vx

vy

y

x

~∇× ~v = 0 ~∇× ~v 6= 0
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Teorema Stokes
II Circulaţia C a vectorului ~v pe

conturul L care delimitează
suprafaţa S , este suma circula-
ţiilor elementare ∆C pe ∆S .

I Conturul ı̂nchis L

∆S

L

I Element ∆S

S∆
∆ l

v

I Elementul de circulaţie ∆C pe conturul
elementar ∆S , este

∆C =

∮
∆S

~v · d~l

I Dar, am văzut, circulaţia ∆C pe conturul
elementar ∆S , exprimat prin rotor, este,

∆C =
(
~∇× ~v

)
·∆~S

I Integrând pe conturul ı̂nchis L ce delimitează
suprafaţa S , ţinând cont că elementele de
circulaţie pe laturile adiacente ale pătratelor
elementare se anulează reciproc (sunt parcurse
ı̂n sensuri opuse), rămâne circulaţia pe conturul
exterior L, obţinem Teorema Stokes,

C =
∑

∆C →
∮
L

~v · d~l =

∫
S

(
~∇× ~v

)
dS



Teorema Stokes
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suprafaţa S , este suma circula-
ţiilor elementare ∆C pe ∆S .

I Conturul ı̂nchis L

∆S

L

I Element ∆S

S∆
∆ l

v

I Elementul de circulaţie ∆C pe conturul
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circulaţie pe laturile adiacente ale pătratelor
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REZUMAT - operatorul vectorial ~∇
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Partea III

Câmpuri Electrice şi Magnetice Staţionare



Câmpuri Electrice şi Magnetice Staţionare

Câmp electrostatic - Legea Coulomb
Fluxul câmpului electrostatic

Câmp magnetostatic - Legea Biot-Savart
Circulaţia câmpului magnetic staţionar



Câmp electrostatic - Legea Coulomb
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Fluxul câmpului electrostatic
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Câmp magnetostatic - Legea Biot-Savart
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din integrarea1 ecuaţiei
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Circulaţia câmpului magnetic staţionar
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~B pe un cerc

CB =

∮
C

~B · d ~̀=

∮
C

µ0I

2π R
d`

=
µ0I

2πR
2π R = µ0 I

∆l ∆l2 ∆l3µo Ι

B=
µ

2π R
o Ι

µo Ι
∆l

2π R
∆lCB B=∆ = =const.

3R
2R

R

B/3

B
B/2

RSursa

Campul magnetic
la distanta R

Circulatia
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~B pe un cerc

CB =

∮
C

~B · d ~̀=

∮
C

µ0I

2π R
d`

=
µ0I

2πR
2π R = µ0 I

∆l ∆l2 ∆l3µo Ι

B=
µ

2π R
o Ι

µo Ι
∆l

2π R
∆lCB B=∆ = =const.

3R
2R

R

B/3

B
B/2

RSursa

Campul magnetic
la distanta R

Circulatia
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Partea IV

Ecuaţiile Maxwell pentru câmpuri electrice şi
magnetice staţionare



Ec. Maxwell pt. câmpuri electrice şi magnetice staţionare

Câmp electric staţionar

Câmp magnetic staţionar

Câmpuri staţionare divergente

Câmpuri staţionare rotaţionale

Ecuaţiile Maxwell pentru câmpuri staţionare



Câmpul electric staţionar - Ecuaţia Maxwell
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r

dS
E

Q
r

I Fluxul ΦE al câmpului electric ~E
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∮
S
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∮
S
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r 2
· 4πr 2 =
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~∇ · ~E =
ρ

ε0



Câmpul magnetic staţionar - Ecuaţia Maxwell
II Legea Biot-Savart
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4π
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r 2
×
~r
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Legea Ampere

~B =
µ0 I

2πR

dl
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B

B

B

B

R

θ
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I

I Circulaţia CB a câmpului magnetic
~B de-a lungul unui cerc

CB =

∮
C

~B · d~l =

∮
C

µ0I

2π R
dl

=
µ0I

2πR
2π R = µ0 I = µ0

∫
S

~j · d~S

CB =

∮
C

~B · d~l
Stokes︸ ︷︷ ︸

=

∫
S

(
~∇× ~B

)
· d~S

I Identificând termenii de sub integralele
de suprafaţă ⇒ Ecuaţia Maxwell
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~j
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Câmpul magnetic staţionar - Ecuaţia Maxwell
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Tabel: Ecuaţii câmpuri electrice şi magnetice staţionare divergente

Sursa
Fluxul printr-o
sferă de rază r Teorema Gauss

Ecuaţia
Maxwell

Sarcină
electrică Q

L. Coulomb

E =
1

4πε0

Q

r 2

φE =

∮
S

~E · d~S = E

∮
S

dS

=
1

4πε0

Q

r 2
· 4πr 2 =

Q

ε0
−→

φE =

∮
S

~E · d~S =

∫
V

(
~∇ · ~E

)
dV

=
Q

ε0
=

1

ε0

∫
V

ρ dV

~∇ · ~E =
ρ

ε0

Absenţă sursă
câmp magne-
tic divergent
staţionar

φB =

∮
S

~B · d~S = 0 φB =

∮
S

~B · d~S =

∫
V

(
~∇ · ~B

)
dV ~∇ · ~B = 0

Tabel: Ecuaţii câmpuri electrice şi magnetice staţionare rotaţionale

Sursa
Circulaţia pe

un cerc
Teorema Stokes

Ecuaţia
Maxwell

Curent liniar
constant I

L. Ampère

B =
µ0I

2πR

CB =

∮
C

~B · d~l =

∮
C

µ0I

2πR
dl

=
µ0I

2πR
2πR = µ0I −→

CB =

∮
C

~B · d~l =

∫
S

(
~∇× ~B

)
· d~S

=µ0I = µ0

∫
S

~j · d~S

~∇× ~B = µ0
~j

Absenţă sursă
câmp electric
rotaţional
staţionar

CE =

∮
C

~E · d~l = 0 CE =

∮
C

~E · d~l =

∫
S

(
~∇× ~E

)
· d~S ~∇× ~E = 0



Ecuaţiile Maxwell pentru câmpuri staţionare

Setul de ecuaţii diferenţiale cu derivate parţiale din Tabelele 1 şi 2
alcătuiesc ecuaţiile Maxwell pentru câmpuri staţionare.

~∇ · ~E =
ρ

ε0
(a)

~∇× ~E = 0 (b)

~∇ · ~B = 0 (c)

~∇× ~B = µ0
~j (d)

Observaţie ! In acest caz câmpul electric şi câmpul magnetic au
componentele decuplate.



Partea V

Ecuaţiile Maxwell pentru câmpuri electrice şi
magnetice nestaţionare



Ec. Maxwell pt. câmpuri electrice şi magnetice nestaţionare

Forţa electro-motrică

Inducţie câmp electric rotaţional - Legea Faraday

Inducţie câmp magnetic rotaţional - Legea Ampère-Maxwell

Ecuaţii câmpuri electrice şi magnetice

Ecuaţiile Maxwell pentru câmpuri nestaţionare



Forţa electro-motrică
I Lucrul mecanic efectuat de câmpul electric ~E

la mişcarea unei sarcini q de-a lungul conduc-
torului (pe conturul) L (vezi Figura),

L =

∫
L

~F · d~l = q

∫
L

~E · d~l = q ∆V∫
L

~E ·d~l este legată de diferenţa de potenţial ∆V

r dl

E

E

dl

r

L

I

∫
L

~E · d~l =

r2∫
r1

E dr =
Q

4πε0

r2∫
r1

1

r 2
dr =

Q

4πε0

(
− 1

r2
+

1

r1

)
= V2 − V1

cu V (r) = − 1

4πε0

Q

r
iar ~E =−grad V =−dV

dr

~r

r
=

1

4πε0

Q

r 2

~r

r

I Un curent electric este condiţionat de o diferenţă de potenţial ∆V
echivalent cu o forţa electro-motrică E (electro-motive force-emf )

E = ∆V = V2 − V1 =

r2∫
r1

~E · d~l
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E = ∆V = V2 − V1 =

r2∫
r1

~E · d~l



Forţa electro-motrică
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Inducţie câmp electric rotaţional
II Forţa electro-motrică E , poate fi produsă şi

prin variaţia fluxului magnetic (Faraday)
printr-o suprafaţă S , de contur ı̂nchis C ,

E=−dφB

dt
=− d

dt

∫
S

~B · d~S =−
∫
S

∂~B

∂t
· d~S

I Dar E este exprimat prin circulaţia CE a lui ~E ,

E=

∮
C

~E · d~l =CE =−dφB

dt
=−

∫
S

∂~B

∂t
· d~S (emf ) - legea Faraday

dS

E dB > 0

dl

B

B’

B’
indus

curent

+q

S

C
conductor

I

I Conform teoremei Stokes, circulaţia vectorului ~E este legată de
integrala din rotorul vectorului ~E ,

E = CE =

∮
C

~E · d~l
Stokes︸ ︷︷ ︸

=

∫
S

(
~∇× ~E

)
· d~S

I Din ultimele două relaţii, pentru o suprafaţă S constantă, rezultă

~∇× ~E = −∂
~B

∂t
care reprezintă forma diferenţială a legii Faraday
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E=

∮
C

~E · d~l =CE =−dφB

dt
=−

∫
S

∂~B

∂t
· d~S (emf ) - legea Faraday

dS

E dB > 0

dl

B

B’

B’
indus

curent

+q

S

C
conductor

I

I Conform teoremei Stokes, circulaţia vectorului ~E este legată de
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Inducţie câmp electric rotaţional
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Inducţie câmp magnetic rotaţional
II In condensator apare un câmp electric variabil

∆~E ce dă naştere la un câmp magnetic variabil
∆~B produs de un curent de deplasare ∆~Id = ∆~I
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CB =

∮
C

~B · d~l = µ0 (I + Id) = µ0

(
I + ε0

dφE

dt

)

B∆

B∆

B∆

B∆

∆ I

I∆
dE∆
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∆~B produs de un curent de deplasare ∆~Id = ∆~I
egal cu cel de conducţie ∆~I (Maxwell).
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∆~B produs de un curent de deplasare ∆~Id = ∆~I
egal cu cel de conducţie ∆~I (Maxwell).
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I In condensator apare un câmp electric variabil
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Tabel: Ecuaţii câmpuri electrice şi magnetice divergente

Sursa Fluxul printr-o
sferă de rază r

Teorema Gauss
Ecuaţia
Maxwell

Sarcină electrică Q

L. Coulomb

E =
1

4πε0

Q

r 2

φE =

∮
S

~E · d~S = E

∮
S

dS

=
1

4πε0

Q

r 2
· 4πr 2 =

Q

ε0
−→

φE =

∮
S

~E · d~S =

∫
V

(
~∇ · ~E

)
dV

=
Q

ε0
=

1

ε0

∫
V

ρ dV

~∇ · ~E =
ρ

ε0

Absenţă sursă câmp
magnetic divergent

φB =

∮
S

~B · d~S = 0 φB =

∮
S

~B · d~S =

∫
V

(
~∇ · ~B

)
dV ~∇ · ~B = 0

Tabel: Ecuaţii câmpuri electrice şi magnetice rotaţionale

Sursa Circulaţia pe
un contur C

Teorema Stokes
Ecuaţia
Maxwell

Variaţia fluxului
magnetic

Legea Faraday

E = −dφB

dt

CE =

∮
C

~E · d~l = ∆V

= −dφB

dt
= −

∫
S

∂~B

∂t
· d~S

E = CE (Faraday)

CE =

∮
C

~E · d~l =

∫
S

(
~∇× ~E

)
· d~S ~∇× ~E = −∂

~B

∂t

Curentul de conducţie ~j
şi cel de deplasare ~jd

Legea Ampère-Maxwell

j + jd = j + ε0
∂E

∂t

CB =

∮
C

~B · d~l

=µ0I + µ0Id −→
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C

~B · d~l =

∫
S
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· d~S
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S
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Ecuaţiile Maxwell pentru câmpuri nestaţionare

I Setul de ecuaţii diferenţiale cuplate cu derivate parţiale obţinute
anterior, alcătuiesc ecuaţiile Maxwell pentru câmpuri nestaţionare,

~∇ · ~E =
ρ

ε0
(a)

~∇×~E = −∂
~B

∂t
(b)

~∇ · ~B = 0 (c)

~∇×~B = µ0
~j + µ0ε0

∂~E

∂t
(d)

(2)
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Partea VI

Ecuaţia de propagare a undelor



Ecuaţia de propagare a undelor

Mişcarea ondulatorie - caracteristici

Ecuaţia diferenţială pentru unda plană

Funcţia unda sub formă complexă



Mişcarea ondulatorie - caracteristici
I O funcţie u(x , t) descriind o com-

portare periodică (sinusoidală) ı̂n
spaţiu şi timp, este de forma

u(x , t) = a sin(α x − β t)

I Dacă periodicitatea este ∆x şi ∆t,
sin(α x−β t) = sin [α (x +∆x)−β (t +∆t)]

= sin [(α x−β t)+(α∆x−β∆t)]

De unde α∆x−β∆t =0 sau
∆x

∆t
=
β

α
astfel unda u(x , t) are o

viteză de fază v =
∆x

∆t
=
β

α

I Pentru t =const. (∆t =0), u(x , t)
e periodică: sinαx =sin [α(x +∆x)]
sau α∆x =2π, adică are o perioadă

∆x≡λ=
2π

α
lungime de undă.

I Pentru x =const. (∆x =0), u(x , t)
e periodică: sinβt =sin [β(t +∆t)]
sau β∆t =2π, adică are o perioadă

∆t≡T =
2π

β
perioadă de oscilaţie

ν =
1

T
=
β

2π
frecvenţa de oscilaţie

I Atunci: λν =
2π

α

β

2π
=
β

α
= v

I Având acum α=
2π

λ
şi β=2πν ,

funcţia iniţială de evoluţie a undelor
plane se poate scrie sub forma

u(x , t) = a sin
[
2π
(x

λ
− ν t

)]
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∆x

∆t
=
β

α

I Pentru t =const. (∆t =0), u(x , t)
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I Pentru x =const. (∆x =0), u(x , t)
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∆x

∆t
=
β

α

I Pentru t =const. (∆t =0), u(x , t)
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ν =
1

T
=
β

2π
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I Atunci: λν =
2π

α

β

2π
=
β

α
= v

I Având acum α=
2π

λ
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e periodică: sinαx =sin [α(x +∆x)]
sau α∆x =2π, adică are o perioadă
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I Atunci: λν =
2π

α

β

2π
=
β

α
= v

I Având acum α=
2π

λ
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Ecuaţia diferenţială pentru unda plană
I Avem funcţia ce descrie o undă plană

u(x , t)=a sin
[
2π
(x

λ
−ν t

)]
(3)

I Calculăm derivatele funcţiei u(x , t),
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∂x
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λ
cos
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2π
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λ
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)]
∂2u

∂x2
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(2π)2

λ2
sin
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λ
− ν t

)]
∂u
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= −a(2π)ν cos
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(x

λ
− ν t

)]
∂2u

∂t2
=−a(2π)2 ν2sin
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2π
(x

λ
− ν t

)]
I Folosind relaţia λν = v , avem,

ν2

v 2
− 1

λ2
= 0 unde ı̂nlocuim 1/λ2 şi ν2

din expresiile derivatelor de ordin 2 de
mai sus, ı̂mpărţind cu
(2π)2a sin

[
2π
(

x
λ − ν t

)]
obţinem:

I Ecuaţia diferenţială a undei plane

1

v 2

∂2u(x , t)

∂t2
− ∂2u(x , t)

∂x2
= 0 (4)

I Soluţia ecuaţiei (4) este

u(x , t)=a exp
[
2πi
(x

λ
−ν t

)]
(5)

care este mai generală decât
soluţia sub forma (3) de la care s-
a pornit. Legătura ı̂ntre ele este
dată de: sinα=

(
e iα−e−iα

)
/(2i)

I Unda plană se mai scrie deseori sub
altă formă, ţinând cont de relaţiile

ω=2πν; k=n
2π

λ
=n

ω

v
; k·x=2π

n·x
λ

u(x, t)=a exp [i (k · x−ω t)] (6)

I sau folosind E = ~ω şi p = ~k

u(x, t)=a exp

[
i

~
(p·x−E ·t)

]
(7)
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altă formă, ţinând cont de relaţiile

ω=2πν; k=n
2π

λ
=n

ω

v
; k·x=2π

n·x
λ

u(x, t)=a exp [i (k · x−ω t)] (6)

I sau folosind E = ~ω şi p = ~k

u(x, t)=a exp

[
i

~
(p·x−E ·t)

]
(7)
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(2π)2a sin

[
2π
(

x
λ − ν t

)]
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1

v 2

∂2u(x , t)

∂t2
− ∂2u(x , t)

∂x2
= 0 (4)
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I Soluţia ecuaţiei (4) este

u(x , t)=a exp
[
2πi
(x

λ
−ν t

)]
(5)

care este mai generală decât
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∂u

∂x
= a

2π

λ
cos
[
2π
(x

λ
− ν t

)]
∂2u

∂x2
=−a

(2π)2

λ2
sin
[
2π
(x

λ
− ν t

)]
∂u

∂t
= −a(2π)ν cos

[
2π
(x

λ
− ν t

)]
∂2u

∂t2
=−a(2π)2 ν2sin

[
2π
(x

λ
− ν t

)]
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obţinem:
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1

v 2

∂2u(x , t)

∂t2
− ∂2u(x , t)

∂x2
= 0 (4)
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Funcţia de undă sub formă complexă
I Soluţia sub forma (6) a ecuaţiei de undă (4) este o funcţie

complexă, cu descompunerea ı̂n componentele reală şi imaginară:
u(x, t)=a exp [i (k · x−ω t)]=a cos (k · x−ω t) + i a sin (k · x−ω t)

I Evoluţia temporală a componentelor reală şi imaginară a undei plane
u(t)=exp(iωt) sau cu−t. Evoluţia spaţială u(x)=exp(ikx) este identică.

Im(u)= a sin (k·x−ω t) ; Re(u)=a cos (k·x−ω t)
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complexă, cu descompunerea ı̂n componentele reală şi imaginară:
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Partea VII

Ecuaţiile Maxwell pentru potenţiale



Tabel: Ecuaţii Maxwell pentru potenţiale (câmpuri staţionare)

Ecuaţiile
Maxwell

Exprimarea
prin potenţiale

Ecuaţiile
Maxwell pt.
potenţiale

Soluţii

~∇× ~E = 0

~∇ · ~E =
ρ

ε0

~∇×(~∇φ)︸ ︷︷ ︸
⇓

= 0

~E = −~∇φ−−−−−−−→ ∇2φ = − ρ
ε0

φ(~r) =
1

4πε0

∫
ρ(~r ′)

|~r − ~r ′|
d3~r ′

~∇ · ~B = 0

~∇×~B = µ0
~j

~∇·(~∇×~A)︸ ︷︷ ︸
⇓

= 0

~B = ~∇× ~A
∗)

−−−−−−−−−−−→ ∇2~A = −µ0
~j ~A(~r) =

µ0

4π

∫ ~j(~r ′)

|~r − ~r ′|
d3~r ′

∗) ~∇×
(
~∇×~A

)
= ~∇

(
~∇ · ~A

)
−~∇2~A = −~∇2~A

am folosit condiţia de calibrare Coulomb ~∇·~A=0



Tabel: Rezumat - Ecuaţii Maxwell pentru potenţiale (câmpuri nestaţionare)

Ecuaţiile Maxwell
neomogene

Exprimarea prin
potenţiale

Ecuaţiile Maxwell pentru
potenţiale

Calibrarea Lorenz Ecuaţia potenţialelor Soluţii nestaţionare

~∇ · ~E =
ρ

ε0

~E = −∂
~A

∂t
− ~∇φ

−−−−−−−−−−−−→
− ∂

∂t

(
~∇ · ~A

)
−∇2φ =

ρ

ε0

~∇ · ~A =−µ0ε0
∂φ

∂t−−−−−−−−−−−−−→
?

µ0ε0
∂2φ

∂t2
−∇2φ =

ρ

ε0
φ(~r , t)=

1

4πε0

∫
ρ(~r ′, t−|~r−~r ′|/c)

|~r−~r ′|
d3~r ′

~∇×~B =µ0
~j +µ0ε0

∂~E

∂t

~B = ~∇× ~A
∗)

−−−−−−−−−−−−→
~E = −∂

~A

∂t
− ~∇φ

µ0ε0
∂2~A

∂t2
−∇2~A + ~∇

(
µ0ε0

∂φ

∂t
+ ~∇ · ~A

)
= µ0

~j µ0ε0
∂2~A

∂t2
−∇2~A = µ0

~j ~A(~r , t) =
µ0

4π

∫ ~j(~r ′, t−|~r−~r ′|/c)

|~r−~r ′|
d3~r ′

∗) ~∇×
(
~∇×~A

)
= ~∇

(
~∇ · ~A

)
−~∇2~A
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Spectrul Undelor Electromagnetice
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~∇ · ~E = 0 (a)

~∇×~E = −∂
~B

∂t
(b)

~∇ · ~B = 0 (c)

~∇×~B = µ0ε0
∂~E

∂t
(d)

(8)

I Să luăm rotorul (~∇×) ecuaţiei (8.d) şi folosind identitatea pentru dublul
produs vectorial, precum şi (8.c) obţinem
~∇×~∇×~B = ~∇

(
~∇ · ~B

)
−∇2~B = −∇2~B = µ0ε0

∂
(
~∇×~E

)
∂t

I Folosind legătura (16) cu viteza undelor electromagnetice c =1/
√
µ0ε0 şi
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(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~B = 0 (9)

I Similar, luând rotorul ecuaţiei (8.b), ı̂n final obţinem ecuaţia de
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(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~E = 0 (10)
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I Folosind legătura (16) cu viteza undelor electromagnetice c =1/
√
µ0ε0 şi
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propagare a componentei electrice ~E :

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~E = 0 (10)
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Propagarea undelor electromagnetice
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Figura: Generarea şi propagarea undelor electromagnetice: 1. Un curent
electric variabil generează un câmp magnetic variabil. 2. Câmpul magnetic
variabil generează un câmp electric variabil. 3. Câmpul electric variabil
generează un câmp magnetic variabil, şi aşa mai departe. Câmpurile generate
au sensul ı̂n care câmpurile pe care acestea la rândul lor le generează să se
opună variaţiei câmpurilor ce le-au produs (Legea Lenz).



Soluţiile ecuaţiilor de undă EM
I Fie soluţia de undă plană

pentru un câmp vectorial ~u,

~u = ~u0e i(~k·~r−ωt)

I Calculăm divergenţa de ~u,

~∇·~u =
∂ux

∂x
+
∂uy

∂y
+
∂uz

∂z
=(u0x ikx +u0y iky +u0z ikz)e i(~k·~r−ωt)

= i~k · ~u
I Calculăm rotor de~u, pe componente,(
~∇×~u

)
x
=
∂uz

∂y
− ∂uy

∂z
=(iky uz−ikzuy )

= i
(
~k × ~u

)
x

şi similar(
~∇×~u

)
y
= i
(
~k × ~u

)
y(

~∇×~u
)
z
= i
(
~k × ~u

)
z

I Adică, rotorul vectorului ~u este,
~∇× ~u = i~k × ~u

I Deci, acţiunea operatorului ~∇, atat
ca divergenţă cât şi ca rotor, se face
prin ı̂nlocuirea operatorului ~∇ → i~k .

I In cazul undelor electromagnetice, ca
vector ~u, luăm fie ~E fie ~B, adică

~E =~E0e i(~k·~r−ωt) ; ~B = ~B0e i(~k·~r−ωt)

(11)
I Atunci, ec. Maxwell (8.a) ~∇·~E =0,

pentru unda plană, devine,
i~k · ~E = 0

Deci, ~E oscilează perpendicular
pe direcţia ~k de propagare.

I La fel, ec. Maxwell (8.c) ~∇ · ~B =0,
pentru unda plană, devine,

i~k · ~B = 0
Deci, şi ~B oscilează perpendicular
pe direcţia ~k de propagare.
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i~k · ~B = 0
Deci, şi ~B oscilează perpendicular
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Proprietăţile undelor electromagnetice
I Cu aceeaşi ı̂nlocuire de operator
~∇ → i~k, ecuaţia Maxwell
~∇×~E =−∂~B/∂t (8.b) devine,

i~k × ~E = iω~B (12)

I Inmulţind scalar (12) cu ~E , obţinem,

~E · ~B =

~E ·
(
~k × ~E

)
ω

(~k×~E )⊥~E︸ ︷︷ ︸
= 0

Deci, şi componentele ~E şi ~B sunt
perpendiculare.

I Inmulţind scalar (12) cu ~B, obţinem,

~B ·
(
~k×~E

)
=ωB2 > 0

Deci, vectorii ~E , ~B şi
~k sunt reciproc perpen-
diculari şi formează un
sistem drept de vectori.

E

B

k

I Cu aceeaşi ı̂nlocuire de operator
~∇ → i~k , ecuaţia Maxwell
~∇×~B =µ0ε0∂~E/∂t (8.d) devine,

i ~k × ~B = −iµ0ε0ω~E (13)
IViteza de fază c=νλ, cu ν=ω/(2π)

şi λ=2π/k =⇒ c =ω/k (14)

I Inlocuind ı̂n (13) ~B =~k×~E/ω din
(12) şi din dezvoltarea dublului
produs vectorial,

~k×
(
~k×~E

)
=

=0︷ ︸︸ ︷(
~k · ~E

)
~k−k2~E

=−µ0ε0ω
2~E =⇒k2=µ0ε0 ω

2 (15)

I Am văzut (14) k = ω/c, iar din (15)

obţinem c = 1/
√
µ0ε0 (16)

I Din relaţia (12) exprimăm B =
k

ω
E ,

iar din (14) =⇒ B = E/c (17)
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I Inmulţind scalar (12) cu ~E , obţinem,
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I Cu aceeaşi ı̂nlocuire de operator
~∇ → i~k, ecuaţia Maxwell
~∇×~E =−∂~B/∂t (8.b) devine,

i~k × ~E = iω~B (12)
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~B ·
(
~k×~E

)
=ωB2 > 0

Deci, vectorii ~E , ~B şi
~k sunt reciproc perpen-
diculari şi formează un
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I Cu aceeaşi ı̂nlocuire de operator
~∇ → i~k , ecuaţia Maxwell
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~∇×~B =µ0ε0∂~E/∂t (8.d) devine,

i ~k × ~B = −iµ0ε0ω~E (13)
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I Am văzut (14) k = ω/c, iar din (15)
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I Din relaţia (12) exprimăm B =
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Proprietăţile undelor electromagnetice
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Proprietăţile undelor electromagnetice
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I Din relaţia (12) exprimăm B =
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IViteza de fază c=νλ, cu ν=ω/(2π)
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e i(~k·~r−ωt+φ) (20)
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plicit defazajul φ, iar aceasta devine:

~E (~r , t)=~E0e i(~k·~r−ωt+φ) (18)
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I Similar, pt. componenta magnetică avem ~B(~r , t)= ~B0e i(~k ′·~r−ω′t+φ′) (19)
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Componenta electrică şi magnetică din unda EM

I Am văzut (17), componenta electrică E dintr-o undă EM este de c ori mai
mare ca cea magnetică B:

B =
E

c
(17)

I Exemplu: Să evaluăm amplitudinea maximă a câmpului magnetic B0 dintr-o
undă EM (11) cu E0 =1000V /m:

B0 =
1000V /m

3× 108m/s
= 3.33× 10−6T (21)

După cum se vede, ı̂ntr-un câmp EM cu o componentă de câmp electric relativ
puternică de 1000V /m, este ı̂nsoţită de o componentă magnetică relativ
slabă, mai slabă decât valoarea câmpului magnetic terestru (∼ 50×10−6T ).
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Energia câmpului electric şi magnetic
I Energia câmpului electric (̂ın condensator).

dWE = V dq

WE =

∫ Q

0

q

C
dq =

1

2
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C
=
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2
C V 2
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d
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Vol
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d

I Densitatea de energie câmp electric: uE =
WE

Vol
=

WE

A d
=

1

2
ε0E 2 (22)

I Energia câmpului magnetic (̂ın solenoid).

dWB = P dt = V I dtFaraday
���

V = N
dφ

dt
= N A

dB

dt
= µ0
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I Densitatea de energie câmp magnetic: uB =
WB

Vol
=

WB

A `
=
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B2

µ0
(23)
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I Energia câmpului magnetic (̂ın solenoid).

dWB = P dt = V I dtFaraday
���

V = N
dφ

dt
= N A

dB

dt
= µ0

N2A

`︸ ︷︷ ︸
L

dI

dt
=L

dI

dt

WB =

∫ t

0
V I dt =

∫ I

0
L I dI =

1

2
L I 2 =

1

2
µ0

N2A

`

`2B2

µ2
0N2

B

I A
V=N

dφ

dt

L = µ0
N2A

`

B =µ0
NI

`

I Densitatea de energie câmp magnetic: uB =
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WE

Vol
=

WE

A d
=

1

2
ε0E 2 (22)
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WB

Vol
=

WB

A `
=

1

2

B2

µ0
(23)
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I Energia câmpului magnetic (̂ın solenoid).

dWB = P dt = V I dtFaraday
���

V = N
dφ

dt
= N A

dB

dt
= µ0

N2A

`︸ ︷︷ ︸
L

dI

dt
=L

dI

dt

WB =

∫ t

0
V I dt =

∫ I

0
L I dI =

1

2
L I 2 =

1

2
µ0

N2A

`

`2B2

µ2
0N2

B

I A
V=N

dφ

dt

L = µ0
N2A

`

B =µ0
NI

`

I Densitatea de energie câmp magnetic: uB =
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Intensitatea undelor electromagnetice
I Intensitatea undelor EM măsoară energia transportată

medie pe unitatea de suprafaţă şi ı̂n unitatea de timp,
cu densitatea de energie electrică uE şi magnetică uB :

uE = ε0
E 2

2
(22) uB =

B2

2µ0
(23)

A

ct

I Soluţia de undă plană pentru componentele
electrică ~E şi magnetică ~B, este de forma:

~E =~E0 sin(kx−ωt)

~B = ~B0 sin(kx−ωt)
I Densitatea totală de energie transportată este u =uE +uB :

u = 1
2ε0E 2 + 1

2
B2

µ0
= ε0E 2 = ε0E Bc (deoarece B =E/c iar c2 =1/(ε0µ0))

I Energia totală transportată prin suprafaţa A ı̂n timpul t se află ı̂n volumul
cu aria A şi lungimea ct (vezi Fig.): W =u A ct =ε0E Bc A ct = E B

µ0
At

I Energia totală transportată pe unitatea de suprafaţă şi ı̂n unitatea de timp, este

S≡W

At
=

E B

µo
=

E 2

µ0c
=

c B2

µ0
şi defineşte vectorul Poynting: ~S =

~E×~B
µ0

(24)

I Energia transportată medie (pe unul sau mai multe cicluri de oscilaţie) este
proporţională cu 〈E 2〉 sau 〈B2〉. Deoarece 〈sin2(kx − ωt)〉=1/2, atunci
〈E 2〉=E 2

0 /2 şi 〈B2〉=B2
0/2

I Intensitatea undelor EM va fi I =〈S〉= 1

2

E0B0

µ0
=

1

2

E 2
0

µ0c
=

1

2

c B2
0

µ0
(25)
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proporţională cu 〈E 2〉 sau 〈B2〉. Deoarece 〈sin2(kx − ωt)〉=1/2, atunci
〈E 2〉=E 2

0 /2 şi 〈B2〉=B2
0/2

I Intensitatea undelor EM va fi I =〈S〉= 1

2

E0B0

µ0
=

1

2

E 2
0

µ0c
=

1

2

c B2
0

µ0
(25)



Intensitatea undelor electromagnetice
I Intensitatea undelor EM măsoară energia transportată
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