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Campuri scalare
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Campuri vectoriale
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Algebra vectoriala

-

3=a,+ ayj_"—i— ask
b = byi + byj + b,k
Produs scalar

d-b=abcosf
masoara paralelism vectori

B
o

bcos 6 a
Vectori paraleli: 6=0
— cosf=1

3-b=b-3=ab cos(3,b)

=axbx +ayb, + a,b;,

X
Produs vectorial
dxb=absin 6
masoara perpendicularitate vectori

Vectori perpendiculari: §=90°

= sinfl=1
. i J ok
ixb=|ax a, a;
by b, b,

= (ayb,— azby )i+ (azby— aXbZ)J}
+(3be— aybx)k



» Produsul mixt a trei vectori d, b si C este un scalar egal cu
volumul paralelipipedului construit pe acesti vectori:

ax ay az
- (bx&=b-(€x3) =2 (xb)=|b b, b,
Cx Cy €

g x b)

F-(bxad)=—-b-(3x3)=-3(
» Dublul produs vectorial al vectorilor 3, b si € este
x(bx &) =h(G-2)—2&@3F-b)=—

» Dacad sunt functii de o variabila scalara t, le putem deriva

- di db d o _dp.  da
GEB=RG  aea=GErey
d(3-b) d3i - _ db d(3xb) di -
dt gt Pta g gt a CPtaxg



Gradient, divergenta, rotor
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Gradient, divergenta, rotor

Suprafete de nivel
Gradientul unui cdmp scalar
Interpretarea fizicd a gradientului

Fluxul unui vector
Divergenta unui vector
Interpretarea fizica a divergentei
Teorema Gauss
Ecuatia de continuitate

Circulatia pe un contur
Rotorul unui vector
Interpretarea fizica a rotorului unui vector
Teorema Stokes

REZUMAT: Gradient, divergentd, rotor - functii locale
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Gradientul unui camp scalar

» Fie un cadmp scalar ¢ cu suprafete
de nivel constant - echipotentiale

@(X>y72) = ¥o

O +AP
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Gradientul unui camp scalar

» Fie un cadmp scalar ¢ cu suprafete
de nivel constant - echipotentiale

SD(X7y)Z) = $¥0

» Derivata d¢/0s pe directia s.
Op _ o Ps— o
— im

Js As—0 As

—

n
B
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Gradientul unui camp scalar

Fie un camp scalar ¢ cu suprafete
de nivel constant - echipotentiale

SD(X7y)Z) = $¥0

Derivata Op/0s pe directia s.
dp Ps — o

Js As—0 As

—

n
B

>

Oy
0s - PyPs—0
= lim
PoPr—0
15)
_ % cos
on

Ps — o
POPs
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Gradientul unui camp scalar 9,

9% _ im Ps — ¥0
» Fie un cadmp scalar ¢ cu suprafete Os  PoPs—0 PoPq
de nivel constant - echipotentiale
90(X7yaz):¢0 = |i w S n
Pollvrnnﬂo ( PoPr cos(s, 1)
» Derivata d¢/0s pe directia s.
_ 0
' . Ps — ¥o ¥ 2 =
T 0 =—"cos(s, i
s Ao As on (,7)
7 » DEFINITIE:
s Gradientul scalarului ¢, este vectorul,
9
@, +A grad ¢ = o "

@

POPn
cos(S, i)

As = PoP, =



|
Gradientul unui camp scalar 9,

9% _ im Ps — ¥0
» Fie un cadmp scalar ¢ cu suprafete Os  PoPs—0 PoPq
de nivel constant - echipotentiale
SD(X7y>Z):SO0 = |i w S n
Pollvrnnﬂo ( PoPr cos(s, 1)
» Derivata d¢/0s pe directia s.
_ 0
¥ . Ps — 90 b 2=
T 9 —— cos(s, ni
s Ao As ~ On (5.7)
7 » DEFINITIE:
s Gradientul scalarului ¢, este vectorul,
9¢
@, +AQ grad = o

» Atunci, derivata dy/Js pe directia §

@ dp -
PoP, ’ Bs = |grad | cos(s, i) = grads ¢

cos(S, i)

As = PoP, =

este proiectia vectorului gradient pe
directia s.



|
Gradientul unui camp scalar 9,

op im Ps — ¥0
» Fie un cadmp scalar ¢ cu suprafete Os  PoPs—0 PoPq
de nivel constant - echipotentiale
¢(X7yaz):¢0 = |i u S n
PoPr0 ( PP, ) o557
» Derivata d¢/0s pe directia s.
dp . Ps— o _0p e
T 0 —— cos(s, ni
ds  aeto  As ~ On (5.7)
7 » DEFINITIE:
s Gradientul scalarului ¢, este vectorul,
9¢
@, +AQ grad = o

» Atunci, derivata d¢/0s pe directia §
(Po &p RN
Bs = |grad | cos(s, i) = grads ¢

este proiectia vectorului gradient pe
directia s.




Daca luam directia S cea i a axei x, apoi fa axei y si K a axei z,
dp dp dp

rady p = —, rad, p = —, d, p = —

& ¥ Ox graay ¢ By graaz a7

atunci, vectorul gradient al scalarului ¢, exprimat cu operatorul V
este

0 > -
grad ¢ = Vgp—— +fj+—zk

- Py 2 D 2 Dy 2
|grad @]—\/((%() +<8y> + 7




Interpretarea fizica a gradientului




Interpretarea fizica a gradientului

» In concluzie, gradientul marimii
scalare o, intr-un punct (x, y, z) este
vectorul de modul d¢/dn, dirijat dupa
normala la suprafata de potential
o = const., Tn sensul cresterii lui .

gradgozg—fﬁ




Interpretarea fizica a gradientului

» In concluzie, gradientul marimii
scalare ¢, Intr-un punct (x,y, z) este
vectorul de modul dp/dn, dirijat dupa
normala la suprafata de potential
= const., Tn sensul cresterii lui .

9o .
gradgo—%n

» In coordonate carteziene, vectorul
gradient se exprima, pe componente,
sub forma




Interpretarea fizica a gradientului

» In concluzie, gradientul marimii
scalare , Intr-un punct (x, y, z) este
vectorul de modul dp/dn, dirijat dupa
normala la suprafata de potential
= const., Tn sensul cresterii lui .

gradwzg—fﬁ

» In coordonate carteziene, vectorul
gradient se exprima, pe componente,
sub forma

- 0+ 0+ 0 -~
grad:V— <8xl,ay_j,azk>




Fluxul unui vector printr-o suprafata




Fluxul unui vector printr-o suprafata

» Un fluid cu un cAmp de viteze V, are
un flux prin dS dat de volumul de fluid
ce trece prin dS in unitate de timp.

dp =v-dS = v,dS = v cos(V, i) dS




Fluxul unui vector printr-o suprafata

» Un fluid cu un cdmp de viteze v, are  » Fluxul total de fluid prin
un flux prin dS dat de volumul de fluid  suprafata S,
ce trece prin dS in unitate de timp.
d¢ =v-dS =v,dS = v cos(V, i) dS gb:/\7~d5:/v cos(Vv, i) dS
S S




Fluxul unui vector printr-o suprafata

» Un fluid cu un cdmp de viteze v, are  » Fluxul total de fluid prin
un flux prin dS dat de volumul de fluid  suprafata S,
ce trece prin dS in unitate de timp.
d¢ =v-dS =v,dS = v cos(V, i) dS gi):/\_/dS:/v cos(V, i) dS
S S




Divergenta unui vector

z dj,
d dj
J +dZT Z Jy+g]dey
;| /,y
j ; 5 J 2,4»7 0
(— P Azl 2 x
— P Jo+dx
no| T dx
< dx dy
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Divergenta unui vector

Z dj,
d. . dj
it T e gfyxczy
| /,y
i 4 24»7 .
1 {42 di
— o Jo+dx
n /t.'—’- ------------ dx
) L dx dy .
Jy

»Fluxul printr-un elem.de suprafata ds

dq - =
dp=—=j-dS
¢ g



Divergenta unui vector

Z dj,
d. . dj
it T e gfyxczy
| /,y
i 4 24»7 .
1 {42 di
— o Jo+dx
n /t.'—’- ------------ dx
) L dx dy .
Jy

»Fluxul printr-un elem.de suprafata ds
dq - =
dp=—=,-dS
=g =J
» Fluxul prin fata 1 si 2, pe axa x, este

d¢1x - _jx dy dz

Ojx
R (jx n de> dy dz
Ox



Divergenta unui vector

z dj. > i » Fluxul total pe directia x
] +—==dz ., dfy -
dZT WD db=dontdon= "2 dxdy de
X
: | /,y
 d 24»W dj
h—=1 P Azl -2 x
=~ P Jo+dx
no| T dx
L dx dy -

»Fluxul printr-un elem.de suprafata ds

dq - =
dp=—=,-dS
=g =J
» Fluxul prin fata 1 si 2, pe axa x, este
do1x = —jx dy dz

dpox = (jx + 8JXdX> dy dz
ox



Divergenta unui vector
» Fluxul total pe directia x

A dj, .
L+—==dz . diy )
| /y » Similar, fluxurile pe axele y si z
5 e dj
fo——=1 }dz 2—— dic do, = 8—y dy dz dx
7 Lo St X y
TR g B T dx 5
g dy _ do, = == dz dx dy
J B 0z
y .
J; B
»Fluxul printr-un elem.de suprafata dS
dg - =
dp=-—"=j-dS
¢ dt

» Fluxul prin fata 1 si 2, pe axa x, este
do1x = —jx dy dz

dpox = (jx + 8JXdX> dy dz
ox



Divergenta unui vector

zh . dj, d i » Fluxul total pe directia x
A —dz . djy .
X
| /y » Similar, fluxurile pe axele y si z
h—=1 dz|.2——— dj, d¢, = == dy dz dx
P +—dx dy
R o KT dx y
o dx dy -y do:= 5 dzdxdy
z

» Fluxul vectorului ] prin suprafata

J; o .
»Fluxul printr-un elem.de suprafata dS inchisa ;_CUbglf“ elgmentar,
'Jx Iy )z
dqg - = _ (G Gy G
do = =J-ds dé (ax+ay+az>w
t —~——— 4V
» Fluxul prin fata 1 si 2, pe axa x, este divj=V-j

do1x = —jx dy dz

dpox = (jx + ajxdx> dy dz
ox



Divergenta unui vector

zh . dj, d i » Fluxul total pe directia x
A —dz . djy .
X
| /y » Similar, fluxurile pe axele y si z
h—=1 dz|.2——— dj, d¢, = == dy dz dx
P +—dx dy
R o KT dx y
o dx dy -y do:= 5 dzdxdy
z

» Fluxul vectorului f prin suprafata

) i _
»Fluxul printr-un elem.de suprafaty d§ mehisa ;_c”bglf“ elgrpentar,
'Jx Iy )z
g - 2 dp===+—=L+== |dxdyd
d¢:?q: -dS ¢ <8x+8y+6z>w
! —~— 4V
» Fluxul prin fata 1 si 2, pe axa x, este divj=V-j

b = —jx dy dz > DIVERGENTA vectorului J,

2 = = 0O 0 0j
dIVJEV'j:é)LX—I-af; dijz

dpox = (jx + 6JXdX> dy dz
ox



Divergenta unui vector

2 dj _
L dZZTdZ 'y+ %]Xdy
y
| /fy
j 5 —n
Je—=1 : dz 2— . djx
= ' x4
n /t_'.:'./ ___________ -]x+ dx X
. . dx dy .
Iy
J !
»Fluxul printr-un elem.de suprafata dS
d - 2
¢ dt

» Fluxul prin fata 1 si 2, pe axa x, este .
» DIVERGENTA vectorului j,

do1x = —jx dy dz

dgoyx = (jx + %dx) dy dz

0

» Fluxul total pe directia x

OJx
dory = dix+dboy = 8{( dx dy dz

» Similar, fluxurile pe axele y si z

do, = ‘?)fyy dy dz dx

do, = % dz dx dy
0z

» Fluxul vectorului f prin suprafata

Tnchisd a cubului elementar,
x . OJ z
do—( Pxy I L 002 gy
Ox 0Oy 0z )——
dv

-

divj=V -]

2= 2 O 0)

dy

0.,
0z




Interpretarea fizica a divergentei \ [ Ve

™ 7 Divergenta
_ > pozitiva
ros
R
\ s
~
v~ | <_ Divergenta
- 3 negativa
g -
7 X
A7 A P
{ : A7 yd s Divergenta
/ a Zero
A A 4
P i




Interpretarea fizica a divergentei

» Fluxul d¢ printr-o suprafatd inchisa
infinit mica de forma arbitrara

dé — %f-c@ (ﬁ-f) dv

™ 7 Divergenta
- ™ pozitiva
£
R
\ s
e
¥ | < Divergenta
- 3 negativa
A I
P Y
A P
A 7 s
q : 7 Vad s Divergenta
1 A A zero
K / 77777777 /| 4
S AT




Interpretarea fizica a divergentei X A A

> Flu.xul d¢ printr-o suprafata inchis3d DN A Divergenta
infinit mica de forma arbitrara 3 —  pozitiva
d¢_7§j-d§_ (6-]) dv e
R
» De aici interpretarea divergentei ca \ s
N i
L= . f] ds ¥ |~ Divergenta
divj=V-j= Al\'/”lo AV - negativa
P S,
masoara intensitatea sursei, de exemplu P ﬁ \
cantitatea de fluid ce iese din unitatea
de volum. v 4 /(/
o= ”
A 77 / )
, Vad s Divergenta
A A A Zero
g ol A
S AT



Interpretarea fizica a divergentei X A A

» Fluxul d¢ printr-o suprafata nchisa N A Divergenta
infinit mica de forma arbitrara —  pozitiva
d¢_7§f-d§_ (6-]) dv L~
R R
» De aici interpretarea divergentei ca \ Vs
~ i
divievo.7 . fj ds ¥ |~ Divergenta
vj=V-j= AI\I/nlo AV - negativa
A I
masoara intensitatea sursei, de exemplu
. atea sursei, de o P Y
cantitatea de fluid ce iese din unitatea
de volum. v 4 /f(/

» Dupa semnul divergentei, intensitatea /;, / v.al e )
surselor poate fi atat pozitivd cit si a1 A P A Dlvzf‘:arr%enta
nega}ivé. Campurile vectoriale care au K / 77777777 i
div j = 0 se numesc solenoidale. A —/”/ P A



Interpretarea fizica a divergentei

» Fluxul d¢ printr-o suprafatd inchisd
infinit mica de forma arbitrara

d¢_7§f-d§_ (ﬁ-f) dv

» De aici interpretarea divergentei ca

e o - . §j-dS
divj=V-j= Ilim f

J J AV—0 AV
masoara intensitatea sursei, de exemplu

cantitatea de fluid ce iese din unitatea
de volum.

» Dupa semnul divergentei, intensitatea
surselor poate fi atat pozitiva cat si
negativa. Campurile vectoriale care au
div _7: 0 se numesc solenoidale.

™ 7 Divergenta
_ > pozitiva
R
s N
\ s
~
v~ | < Divergenta
- 3 negativa
Al e
4 bX
A7 A P
/4 : 17 A s Divergenta
/ AN Zero
A Al V4
Y ares "



Teorema Gauss




Teorema Gauss

» Fluxul ¢ printr-o suprafata S ce
delimiteazad volumul V/, este
suma fluxurilor elementare A¢

prin AV.




Teorema Gauss

» Fluxul ¢ printr-o suprafatd S ce
delimiteaza volumul V/, este
suma fluxurilor elementare A¢
prin AV.

» Suprafatd inchisd S

s

\dZ\‘\ """ ~—
ST
]




Teorema Gauss

» Fluxul ¢ printr-o suprafatd S ce
delimiteaza volumul V/, este
suma fluxurilor elementare A¢
prin AV.

» Suprafata nchisd S

» Element AV
Z

\dZ\ """ ~
BT
]




Teorema Gauss

» Fluxul ¢ printr-o suprafatd S ce » Elementul de flux A¢ prin suprafetele

delimiteaza volumul V/, este cubului elementar, este

suma fluxurilor elementare A¢ L

prin AV. A¢p = ]{j'ds
N

» Suprafata inchi

sa S

Z

\dZ\‘\ '''' ~—
ST
]




Teorema Gauss

» Fluxul ¢ printr-o suprafatd S ce » Elementul de flux A¢ prin suprafetele

delimiteaza volumul V/, este cubului elementar, este

suma fluxurilor elementare A¢ L.

prin AV. A¢:%j'd5
AV

» Suprafata inchi

sa S

» Dar, am vazut, fluxul A¢ prin element AV,
exprimat prin divergenta, este,

A = (ﬁ-f) dv

» Element AV

Z

\dZ\‘\ """ ~—
ST
]




Teorema Gauss

» Fluxul ¢ printr-o suprafatd S ce

delimiteaza volumul V/, este
suma fluxurilor elementare A¢
prin AV.

» Suprafata nchisd S

» Element AV

Z

—

R e

“» T
g
]

» Elementul de flux A¢ prin suprafetele
cubului elementar, este

Ap = ff-d§
AV

» Dar, am vazut, fluxul A¢ prin element AV,
exprimat prin divergent3, este,
Ap = (6 j) dv
» Integrand pe suprafata inchisd S, ce
delimiteaza volumul V/, tindnd cont c3
elementele de flux prin fetele cuburilor
aldturate se anuleaza reciproc (au normalele

de sens opus), ramane fluxul prin suprafata
exterioard S, obtinem Teorema Gauss

¢:ZA¢H.7§f-d§:/ (ﬁj) dv
S Vv




» Fluxul ¢ printr-o suprafatd S ce

Teorema Gauss

delimiteaza volumul V/, este

suma fluxuril
prin AV.

or elementare A¢

» Suprafata nchisd S

» Element AV

Z

—

R e

T ()

B T
ax — "
]

» Elementul de flux A¢ prin suprafetele

cubului elementar, este

Ap = ff-d§
AV

Dar, am vazut, fluxul A¢ prin element AV,
exprimat prin divergenta, este,

Ap = (6 j) dv
Integrand pe suprafata inchis3 S, ce
delimiteaza volumul V/, tindnd cont c3
elementele de flux prin fetele cuburilor
aldturate se anuleaz3 reciproc (au normalele

de sens opus), raméane fluxul prin suprafata
exterioard S, obtinem Teorema Gauss

¢:ZA¢—>j{f.d§:/(ﬁf) dv
S v




Ecuatia de continuitate

» Un flux net de curentj_"ca
sarcina/(cm? sec) ce iese din
suprafata inchisd S, este egal cu
scdderea —dg/dt a sarcinii
g = [ pdV din volumul interior

v

_ [z 42__da
o= $7-d5=-7

Viteza de\scadere
a sacinii in V




Ecuatia de continuitate  » Fluxul net de sarcin3 ce iese prin
suprafata S a volumului V/, conform

» Un flux net de curent j ca .
teoremei Gauss este,

sarcina/(cm? sec) ce iese din
suprafata Tnchisd S, este egal cu ¢ = 7{] ds = /ﬁ j dv
scdderea —dq/dt a sarcinii % 0
g = [ pdV din volumul interior
v

_ [+ j2_ _dq
¢—7£J dsS = ™

Viteza de\scadere
a sacinii in V




Ecuatia de continuitate  » Fluxul net de sarcin3 ce iese prin
suprafata S a volumului V, conform

» Un flux net de curent j ca .
teoremei Gauss este,

sarcina/(cm? sec) ce iese din
suprafata Tnchisd S, este egal cu ¢ = %] ds — /ﬁ j dVv
scdderea —dq/dt a sarcinii % v

a= deV din volumulinterior 1, 5 c3rcina este distribuits cu

L d . :
6= 7{] S — _dq densitatea p, atunci,
dt dg - /dp dv
, s dt ) dt
Viteza de\scadere Vv

a sacinii in V




Ecuatia de continuitate  » Fluxul net de sarcin3 ce iese prin
suprafata S a volumului V, conform

» Un flux net de curent j ca .
teoremei Gauss este,

sarcina/(cm? sec) ce iese din
suprafata inchis3 S, este egal cu o= %] dsS = /ﬁ ] dVv
scdderea —dq/dt a sarcinii % v

q= deV din volumul interior b, 5 ¢ cina este distribuits cu

b= 7{] dg— _ﬂ densitatea p, atunci,
gz da_ [,
, s da ) dt
Viteza de\scadere %

a sacinii in V

» Inlocuind n expresia fluxului de la
Tnceput si identificind termenii de sub

prafata S integrala, obtinem,

G j.dS dp = -
—+V.j=0
dt J

Aceasta este ecuatia de continuitate si
exprima legea de conservare a sarcinii.



Ecuatia de continuitate  » Fluxul net de sarcin3 ce iese prin
suprafata S a volumului V, conform

» Un flux net de curent j ca .
teoremei Gauss este,

sarcina/(cm? sec) ce iese din
suprafata inchis3 S, este egal cu ¢ = fj dsS = /ﬁ j dVv
scdderea —dq/dt a sarcinii % v

q= deV din volumul interior b, 5 ¢ cina este distribuits cu

b= 7{] dg— _ﬂ densitatea p, atunci,
gz @ _ [y
, s da ) dt
Viteza de\scadere %

a sacinii in V

» Inlocuind n expresia fluxului de la
Tnceput si identificand termenii de sub
prafata S integrald, obtinem,

?df @
dt

Aceasta este ecuatia de continuitate si
exprima legea de conservare a sarcinii.

+V-j=0




Circulatia pe un contur




Circulatia pe un contur

» Fie curba L si un camp vectorial F(7).
Lucrul mecanic elementar F - d/ = F,dl.
Integrala curbilinie de-a lungul curbei L

/F‘.dfz/F,d/

L L




Circulatia pe un contur

» Fie curba L si un cdmp vectorial l:"(?)
Lucrul mecanic elementar F - d/ = F; dI.
Integrala curbilinie de-a lungul curbei L

/ F.dl = / F di

/ J » Daca curba L este inchisa,
L integrala se numeste circulatia
vectorului F pe conturul L,

adica,

C(F) = %ﬁ-df;[F,dl

L L




Circulatia pe un contur

> Fie curba L si un camp vectorial F(7).
Lucrul mecanic elementar F - df = F, dl.
Integrala curbilinie de-a lungul curbei L

/ F.dl= / Fy di

J J » Daca curba L este inchisa,
L integrala se numeste circulatia
vectorului F pe conturul L,

adica,

C(ﬁ)_j{ﬁ-df_j{F,dl

L L




Rotorul unui vector

dF,
F Ay|| B+ Ax

Ax




Rotorul unui vector
» Circulatia pe conturul infinitezimal

ABCD din planul xy este,

AC= %F dl
D A
/ /F dy+/ dx +/Fydy
A C D
y
A
dF,
dy CAY
D —’C
F dF,
Fy Ay +ﬁAX
Ax =
A —> B > X



Rotorul unui vector _
» Circulatia pe conturul infinitezimal » Sumarea pe laturile contur ABCD

ABCD din planul xy este, (normala 7 paraleld cu axa z) d3

AC:%F di ACzZ]{ﬁ'dT
F
s ¢ D ~ = F, Ax+<F —|—ayAx)Ay
Fdx—i—/Fydy—i—/Fde—l— F, dy o 0x
A B c D —<x 8yAY>AX—FyAy
y
A
Fx_'_de Ay Notam AS, = AxAy. Circulatia
D dy C pe conturul cu 7 paralel cu axa z,
"~ - (O0F, OF
AC,=¢ F-di= 2L ——>=)A
= f =G5 )as
F, dF,
Fy Ay +ﬁAX
Ax =
A —=B =



Rotorul unui vector _
» Circulatia pe conturul infinitezimal » Sumarea pe laturile contur ABCD

ABCD din planul xy este, (normala 7i paraleld cu axa z) d3
Aczj{ﬁ.df ACzZ]{ﬁ'dT

D

F
s G f :FXAX—|—<F + 9 yAx>Ay

= dex+/Fydy+/Fde+/Fydy oF ox
D — (FX Ay> Ax — F, Ay

>
los]
(@)

y Oy
A
dF, Notam AS, = AxAy. Circulatia
E+=cAy
dy pe conturul cu 7 paralel cu axa z,
P ¢ 0F, OF
AC,=¢ F-di=( =X -=X)AS,
7{ ( Ox  dy )
dF, . : .
Fy Ay F 4 ﬁAx > la fel obtinem si AC, si AC,,
= - (0F, OF,
ACi= ¢ F-dI= =Y )AS,
fé < dy 0z )
Ax R =
A —=B = AC, ?{F /:(8 OF: )ASy
7 :




Rotorul unui vector _
» Circulatia pe conturul infinitezimal » Sumarea pe laturile contur ABCD

ABCD din planul xy este, (normala 7i paraleld cu axa z) d3
AC:j{IE-dT ACZ:?{F-dl
F
] f = F Ax + <F —i—ayAx> Ay
= dex—i—/Fydy—l—/Fde—i—/Fydy P ox
D _<Fx 8)/ Ay) AX—FyAy
Notam AS, = AxAy. Circulatia

pe conturul cu i paralel cu axa z,

= - (OF, OF
AC=¢ F-di=( =L——=AS,
m f Pedi=( = )

Ay| | B+ Y Ax > la fel obtinem si AC, si AC,,
+_(OF; OF,
AC= di A
6= f Fai=(5; 52 s

Ax L.
A —= B = AC, fF dl (aF OF: >A5y

>
los]
(@)

|




elementului circulatie AC, exprimat ca
produsul scalar (rot F)-AS, cu vectorul

Rotorul unui vector
» ACy, AC, si AC, sunt componentele » Acum, circulatia vectorului F pe

rotF notat V x F de componente

rotX

roty

rot, F=

=(V x F)y =

<11

(VXF)

scris sub forma de determinant

‘m

<]¢

‘m

oF; 0F,

8y 0z

OF, OF,

Fly = 0z  Ox
oF, OFx

o W B dy
i J Ok

g o0 0
dx dy Oz
F. F, F;

unde i, si k sunt versorii axelor.

un contur Tnchis infinitezimal se
poate scrie sub forma,

—

AC= B di- (ﬁ X ﬁ)-A§
:Lrot,,lE AS

unde trebuie s3 Tntelegem prin i

normala pozitiva la suprafata
AS.

«4O0)>» «Fr «=E)r» « )

it
N)
e
?



Rotorul unui vector
» AC, AC, si AC; sunt componentele
elementului circulatie AC, exprimat ca
produsul scalar (rot F)-AS, cu vectorul

rotF, notat V x F, de componente

- OF, 8F
» F

rot,F=(V x F)x = oy 0z
- OF, OF,
roty F=(V x F)y, = 9z Ox
oF, OF«

tzF F ;=
ro (V x F), = e dy

scris sub forma de determinant

i 7k
F=SxF_| 0 0 0
Ox 0Oy 0z
Fx F, F;

unde i, si k sunt versorii axelor.




Rotorul unui vector
» AC,, AC, si AC, sunt componentele » Acum, circulatia vectorului F pe

elementului circulatie AC, exprimat ca
produsul scalar (rot F)-AS, cu vectorul

rotF, notat V x F, de componente

rotX

rot, F=
\

scris sub forma de determinant

-

ot F =

(Vxlj')

(V x F), =

[

GxFo| 0
Ox
Fx

OF,
oy
OF;

:82_

Ox

-

J

9
Oy
Fy

_OFy
0z
oF,
ox
OFx

dy

x|

unde i, si k sunt versorii axelor.

un contur Tnchis infinitezimal se
poate scrie sub forma,

—

AC— B di- (ﬁ x ﬁ) AS
:Lrot,,lE AS

unde trebuie s3 Tntelegem prin i
normala pozitiva la suprafata
AS.



Rotorul unui vector
» AC,, AC, si AC, sunt componentele » Acum, circulatia vectorului F pe

elementului circulatie AC, exprimat ca
produsul scalar (rot F)-AS, cu vectorul

rotF, notat V x F, de componente

rotX

=

rot, F

rot, F=

\

‘m
Il

<11

- OF, 8F
F

(VX )= 8y 0z
- OF, OF,
=(VxF)y = 0z  Ox
oF, OF

F ;=
(VX )e = Ox dy

scris sub forma de determinant

i 7k
Fo| 2 0 2
Ox 0Oy Oz
Fx F, F;

unde i, si k sunt versorii axelor.

un contur Tnchis infinitezimal se
poate scrie sub forma,
AC:%F‘-dT: (ﬁ x ﬁ) AS
L —
=rot, F AS

unde trebuie s3 Tntelegem prin i
normala pozitiva la suprafata
AS.



Interpretarea fizica a rotorului unui vector

» Pentru un element AS — 0 avem

dC%F‘-dT(ﬁx F), AS
L

dvx<0 - ﬂ;>0
0




Interpretarea fizica a rotorului unui vector

» Pentru un element AS — 0 avem

-

dC:fF-dT: (V x F),AS
L
» De aici interpretarea rotorului ca
$F-dl

VXF),= lim =———

( )n AS—0  AS
vectorul V x F pe o directie A,
exprim3d circulatia vectorului F (de
exemplu, lucrul mecanic efectuat la
miscarea) pe un contur inchis, pe

unitatea de suprafata AS cuprinsa
de contur.

Wx
- dv,
B0 ?*
*MT
RIS o
—— J
g
K
/\



Interpretarea fizica a rotorului unui vector
> rot,v = (V x V), =
» Pentru un element AS — 0 avem

dcf di = (V x F), AS

De aici interpretarea rotorului ca
$F-dl
- o 1

VXF),= lim =———

( )n AS—0 AS
vectorul V x F pe o directie A,
exprimd circulatia vectorului F (de
exemplu, lucrul mecanic efectuat la
miscarea) pe un contur inchis, pe
unitatea de suprafatd AS cuprins3
de contur.

S3 ludm, de exemplu, componenta
vectorului rotor pe directia z

dvy,  Ovy
7 ox Oiy
Daca avem un curent de fluid cu
un camp de viteze vV ce are
dvy/0x > 0 si Ovi /0y < 0, acesta
va Tncepe sa se roteasca Tn jurul

directiei k. Suma lor este rot,V.

dvy - dv,
dy =0 _] a0




Interpretarea fizica a rotorului unui vector
> rot,V = (V x V), =
» Pentru un element AS — 0 avem

dcf dl = (V x F),AS

De aici interpretarea rotorului ca
$F-dl
- o 1

VXF),= lim =———

( )n AS—0 AS
vectorul V x F pe o directie A,
exprimd circulatia vectorului F (de
exemplu, lucrul mecanic efectuat la
miscarea) pe un contur inchis, pe
unitatea de suprafatda AS cuprinsa
de contur.

S3 ludm, de exemplu, componenta
vectorului rotor pe directia z

, =
ox oy
Daca avem un curent de fluid cu
un camp de viteze V ce are
Jvy/0x > 0 si Ovi /0y < 0, acesta
va Tncepe sa se roteasca Tn jurul
directiei k. Suma lor este rot, V.

Vx
mERRN
e
= ]
g
K
/



Teorema Stokes

Circulatia C a vectorului v pe
conturul L care delimiteaza
suprafata S, este suma circula-
tiilor elementare AC pe AS.




Teorema Stokes

» Circulatia C a vectorului V pe
conturul L care delimiteaza
suprafata S, este suma circula-
tiilor elementare AC pe AS.

» Conturul Tnchis L




Teorema Stokes

» Circulatia C a vectorului V pe
conturul L care delimiteaza
suprafata S, este suma circula-
tiilor elementare AC pe AS.

» Conturul Tnchis L




Teorema Stokes

» Circulatia C a vectorului v pe » Elementul de circulatie AC pe conturul

conturul L care delimiteaza elementar AS, este

suprafata S, este suma circula- AT

tiilor elementare AC pe AS. AC= ¢ v-dl
AS

» Conturul Tnchis L

» Element AS




Teorema Stokes

» Circulatia C a vectorului vV pe » Elementul de circulatie AC pe conturul

conturul L care delimiteaza elementar AS, este
suprafata S, este suma circula- Lo
- AC= ¢ v-dl
tiilor elementare AC pe AS.
AS

» Conturul inchis L . ]
» Dar, am vazut, circulatia AC pe conturul

elementar AS, exprimat prin rotor, este,

Acz(ﬁxv).AE

» Element AS




Teorema Stokes

» Circulatia C a vectorului vV pe » Elementul de circulatie AC pe conturul

conturul L care delimiteaza elementar AS, este
suprafata S, este suma circula- Lo
- AC= ¢ v-dl
tiilor elementare AC pe AS.
AS

» Conturul Inchis L _ _
» Dar, am vazut, circulatia AC pe conturul

elementar AS, exprimat prin rotor, este,
AC=(Vx7)-a8

» Integrand pe conturul inchis L ce delimiteaza
suprafata S, tindnd cont c3 elementele de
circulatie pe laturile adiacente ale patratelor

> Element AS elementare se anuleaz3 reciproc (sunt parcurse

- n sensuri opuse), rdmane circulatia pe conturul

exterior L, obtinem Teorema Stokes,

C:ZACH%\?dT:/(ﬁxV) ds
i s

Al

}\'




Teorema Stokes

» Circulatia C a vectorului vV pe » Elementul de circulatie AC pe conturul

conturul L care delimiteaza elementar AS, este
suprafata S, este suma circula- Lo
- AC= ¢ v-dl
tiilor elementare AC pe AS.
AS

» Conturul inchis L ) ]
» Dar, am vazut, circulatia AC pe conturul

elementar AS, exprimat prin rotor, este,
AC=(Vx7)-a8

» Integrand pe conturul inchis L ce delimiteaza
suprafata S, tindnd cont c3 elementele de
circulatie pe laturile adiacente ale patratelor

> Element AS elementare se anuleazi reciproc (sunt parcurse

- n sensuri opuse), raméne circulatia pe conturul

exterior L, obtinem Teorema Stokes,

CzZACe%Wde/(ﬁxV) ds
L S

Al

}\'




REZUMAT: Gradient, divergenta, rotor - functn locale

» Gradientul unui scalar ¢:

- d
gradp =V = d—fﬁ AIrlmO

218
=1

~ z
| v s T HE BEBENS:
—~ 17 mn ETEN
7 v B |
SN ammvIENEREAN
AP =>"Ji-AS;
1l
2 Iy
Y ! v
AT m/
AS /7 L
=




REZUMAT: Gradient, dlvergenta rotor - functn locale

» Gradientul unui scalar ¢

= d(p
dp=Vo=—-—"Ln= 1|
ErRAP =V =" a0

» Divergenta unui vectorf(dens.

divfz v ~f:

2
OAnn

do_ S ji- AS;

de flux)

dV _avie AV ===

¢>Q7{f~d§/ (6-]) dv
S Vv

—| v e

Gauss / I

Ap =3 ji-AS;

BNIA

AG=Y0-0],

e ar

<



REZUMAT: Gradient, dlvergenta rotor - functn locale

» Gradientul unui scalar ¢

- d(P_, ASD_,
dp=Vo=—"—n= |lim —
grady v dn n Arlmo An n

» Divergenta unui vector j (dens. de flux)

2= = do Z]’Ai - e
dIVJ:V'J_div_AI\I/mHo AV = ni 3
- ave =:
(b:%jdg:/(ﬁj) dV | Gauss / I At EEah N
Ap = ZJ_;A-?,
» Rotorul unui vector v (dens. circulatie) W
rot\_/’zﬁx\‘/’:dc ™ ZV/ A/ & w/7
dS as—o AS o AT/ ’
- s AG=3vi-Al;




REZUMAT: Gradient, divergenta, rotor - functn locale

» Gradientul unui scalar ¢:

= d()O_, ASD_,
dp=Vo=—"—n= |lim —
grady v dn n Arlmo An n

» Divergenta unui vector j (dens. de flux)

divi= == i =i
-~ v -
qﬁ:ffd_é:/(ﬁf) dV | Gauss /¢ < T S E
Ap =Y ji-AS;
» Rotorul unui vector v (dens. circulatie) s
. = . dC Vi Al i Vai
rOtVEVXV:E AlsriozAS m/

Czjé\?-d?z/(ﬁxf/)-dg Stokes . =
/ J AG ="V A]




REZUMAT - operatorul vectorial v

» Operator V in sistem cartezian x ,Z: ﬁ = ]
P Y ox Oy 0z

VAP o S oy R
Vi 3 I+8yj+8z
- 0A 0A 0A

A= X y z

v 8x+8y+8z
i J Ok

. |20 0
VXA= Ox Oy 0z

sau dezvoltat,

- - O0A O0A S O0A O0A - 0A O0A -
A= z  UAy |~ X z \ ~ OAy X
VX (ay az)’*(@z 8x>”< )"




REZUMAT - operatorul vectorial v

» Operator V in sistem cartezian x, y, z: ﬁ = ]
P e ox Oy 0z

» Gradientul unui scalar ¢ ﬁgp = a, 4 51‘ 4 gk
- 0A 0A 0A
A= I y z
v ox + Oy * 0z

i J ok

R Ay

VX A= Ox Jdy 0z

sau dezvoltat,

= = (0A; O0A)\- 0A, 0A,\ - 0A, 0A«\ »
VXA_(ay az>l+(az—8x>1+<— )k




REZUMAT - operatorul vectorial v

> Y in si ; S V= —
Operator V in sistem cartezian x, y, z o ta,ta;

» Gradientul unui scalar ¢ ﬁgp = a, 4 51 4 gk
. - 0Ax O0A 0A,
» Divergenta unui vector A V-A= P + 8yy + e
i j ok
= i |9 9 9
VX A= Ox Jdy 0z
Ac A, A

sau dezvoltat,

- 0A;, O0A,\~- [O0Ac 0A;\- [0A, OAL\ »
A: z_iy G X_ V4 ” 7)/_ X k
v (8y 8z>l+(8z 8X>J+<8x 8y>




REZUMAT - operatorul vectorial v

» Operator V in sistem cartezian x, y, z: ﬁ = ]
P e ox Oy 0z

» Gradientul i scal Vo= —-ti4+ 2+ 2k
radientul unui scalar ¢ © 8x1+8y1+8z

- - 0A 0A 0A

» Divergenta unui vector A V-A= 8xx + 8yy + 8zz
i j ok
» Rotorul unui vector A U x A= 2 g g
T | Ox Oy 0z
Ac A, A

sau dezvoltat,

- = 0A; O0A,\ - [0Ac O0A;\~» [0A, O0AL\ -
A= 2 _ Y X _ Z ) Y X
VX (ay 8z>l+(8z 8X>J+<8x 8y>k




REZUMAT - operatorul vectorial v

» Operator V in sistem cartezian x, y, z: 6 = ]
P e ox Oy 0z

» Gradientul i scal Vo=—Ci4+ =]+ =Lk
radientul unui scalar ¢ © 8x1+8y1+8z

- - 0A 0A 0A

» Divergenta unui vector A V-A= (‘)xx + 8yy + 8zz
i J Ok
» Rotorul unui vector A U x A= g g g
T | Ox Oy 0z
Ac A, A

sau dezvoltat,

- = 0A; O0A,\ - [0Ac O0A;\~» [0A, O0OAL\ -
A= 2 _ Y X _ Z ) Y X
VX (8}/ 6z>l+(82 8X)J+<8x 8y>k




Partea Il

Campuri Electrice si Magnetice Stationare



Campuri Electrice si Magnetice Stationare

Camp electrostatic - Legea Coulomb
Fluxul cdmpului electrostatic

Camp magnetostatic - Legea Biot-Savart
Circulatia campului magnetic stationar



E_

1 gQr

Ameg 12 r

Camp electrostatic - Legea Coulomb x@/ A

§%&%
e
E




mu
I

Q| T

Fluxul campului electrostatic

mu
Il

N

Ameg r




Fluxul campului electrostatic

mu
I
Q| T

mu
I
N

dmeg r




Fluxul campului electrostatic

-
E= E » Fluxul cdmpului electric prin
suprafata unei sfere
E_ 1 Qr
deg r2 r ¢E_}{E-d§_E%d5
7 S S
>

ds _1Q 4rr? = =
Ameq r? €0




Fluxul campului electrostatic

7
E= 7 » Fluxul cAmpului electric prin
suprafata unei sfere
1 arF
Ameg r2 r ¢E:%E-d§:E%d5

¢

e 1S
oy

VAN

\




Camp magnetostatic - Legea Biot-Savart




Camp magnetostatic - Legea Biot-Savart

L ouoldl 7 7
dB="——x-| (1
41 r2 ><r (1)

B/ o




Camp magnetostatic - Legea Biot-Savart

S g ldl 7 B
dB="—— x - 1
At r2 " r (1)
» Legea Ampere se obtine BJ 3
din integrarea® ecuatiei 7
Biot-Savart (1) o
+oo L
B _ Mo Idlxr el - di
 4rm 3 27R
o I
1 +oo +oo +oo
- dixr dlsinf dl cosa
- r3 - r2 - r2
/=R tana dl=R d(; si rcosa =R
COos” «
+m/2 +7/2
I=R / da 1 / cosoéda—lsinaJﬂr/Q—g
- r2cosa R "R 777/2_R

—7/2

—7/2



Camp magnetostatic - Legea

Biot-Savart

L o ldl F > B
dB="—— x - 1
47 r2 r (1)
> Legea Ampere se obtine BJ 3
din integrarea® ecuatiei 5
Biot-Savart (1) 0
+oo .
3 Mo Idlxr  pol - di
4 r3  27R
AR I
1 +oo +o00 +oo
7_ dl x7 dlsing dl cos
- r3 - r2 - r2
/=R tana dl=R d(; si rcosa =R
COSs“ &«
+m/2 +7/2
I=R / da 1 / cosada—lsin(JcJﬂr/Q—g
- r2cosa R "R 777/2_R
—7/2 —7/2




Circulatia campului magnetic stationar

&y

Campul magnetic
la distanta R

B= Mo I B/3
2nR

I Circulatia»
_~> ~>_ Al _ 3R
ACg=B+Al=l,1 TR =const.




Circulatia campului magnetic stationar

- /
B— Ho !

2R

B
B Campul magnetic
la distanta R
B= Mol B/3
2nR

] =) 360

2R
=const.

I Clrculatla

AC,=B- A=t I 3R

R



Circulatia campului magnetic stationar

- /
B— Ho !

2R

B
B Campul magnetic
la distanta R
B= tol B/3
2nR

] =) 360

2R
=const.

I Clrculatla

AC,=B- A=t I 3R

R



Circulatia campului magnetic stationar

» Circulatia Cg a cdmpului magnetic

- ol -
B = SWR B pe un cerc
— — Mol
Ce=¢pB-dt=¢ ——dt
5 % 27 R
C C
o —2T R = ol
2 R m Ho
BJ Campul magnetic
la distanta R
= Wl B/3
2R B/2

] A1

2R
=const.

I Clrculatla

AC,=B- A=t I 3R

R



Circulatia campului magnetic stationar

— HO I
B =
27TR

il

&y

1

» Circulatia Cg a cdmpului magnetic
B pe un cerc

{5 7 [ kol
CB—fB dﬁ—fzﬂ_Rdﬁ
c C

ol
= R27TR ol

Campul magnetic
la distanta R

B Ml B/3
2R B/2
B

] =) 360

2R
=const.

Circulatia

AC,=B- A=t I 3R

R



Partea IV

Ecuatiile Maxwell pentru campuri electrice si
magnetice stationare



Ec. Maxwell pt. campuri electrice si magnetice stationare

Camp electric stationar

Camp magpnetic stationar
Campuri stationare divergente
Campuri stationare rotationale

Ecuatiile Maxwell pentru campuri stationare



Campul electric stationar - Ecuatia Maxwell

Legea Coulomb

g_F__1 Qv
qg A4megrir
—
> AE

as,



Campul electric

Legea Coulomb

1 gQr

F=——%
dmteg re r

stationar - Ecuatia Maxwell

» Fluxul &£ al cAdmpului electric E
prin suprafata S a unei sfere

¢E:j§E-d§:Ej§ds




Campul electric stationar - Ecuatia Maxwell
» Fluxul &£ al cdmpului electric E

Legea Coulomb
E_ 1 ﬂf prin suprafata S a unei sfere
Ameg 12 r
¢E=7{E-d5:E7{d5
. F 1 Qr s s
E = Tty 1 Q
0 2
= —4rrr=—=— [ pdV
Ameqg 12 o €0 €0 P
> A1E v
ds. . _Gauss .
4 o = j{E ds = /V E dV
S v

> |dentificind termenii de sub integralele

®
@ de volum = Ecuatia Maxwell
G E_P
€0




Campul electric

Legea Coulomb

stationar - Ecuatia Maxwell

» Fluxul £ al cdmpului electric E
prin suprafata S a unei sfere

¢E:7{E-d§:57§ds

. anuss L
qﬁE:j{E-dS = /V~EdV
S v

> Identificind termenii de sub integralele
de volum = Ecuatia Maxwell

O.E_P
€0




Campul magnetic stationar - Ecuatia Maxwell

> Legea Biot-Savart

Legea Ampere

5 ol
B=FHo
27R

&y




Campul magnetic stationar - Ecuatia Maxwell

> Legea Biot-Savart

Legea Ampere

B =

ol
2R

&y

» Circulatia Cg a cdmpului magnetic
B de-a lungul unui cerc

CB:fé.dTZ d/
27r
C C

1ol L
= 2t R =gl = [ -
2R7T 1o MO/J ds



Campul magnetic stationar - Ecuatia Maxwell

> Legea Biot-Savart » Circulatia Cg a cAmpului magnetic
B de-a lungul unui cerc

2 - /
am r CB:fB d/:j[”odl
27 R
Legea Ampere c c
5_ Mol _ bl R ) = /?-d§
B = iR R T Ho Mo [ J
. _Stokes L
CB_j{B a7 /(VXB) d5

&y

> |dentificand termenii de sub integralele
de suprafata = Ecuatia Maxwell

ﬁxé:uo])




Campul magnetic stationar - Ecuatia Maxwell

> Legea Biot-Savart

Legea Ampere

B =

ol
27R

&y

» Circulatia Cg a cAmpului magnetic
B de-a lungul unui cerc

_ 1z 7_ ol
Cs _7{3 di = ¢ 22l
C C
1ol .
2R27rR uo/—uo/j-ds
S
L Stokes o
CB:fB.d/ e /(VxB)~d5
C S

> |dentificind termenii de sub integralele
de suprafata = Ecuatia Maxwell

-

V x B=poj




Tabel: Ecuatii cdmpuri electrice si magnetice stationare divergente

Fluxul printr-o Ecuatia
Sursa sferd de raza r Teorema Gauss Maxwell
Sarcing [z a2 ' _dE. g2 _[(e. B
3 be=dE-dS=Edds | se=pE-d5=[(V-E)av
electrica Q . ) .
5 s 5 v .=
L. Coulomb 10 V-E= P
1 Q = 72‘47”2:7 41— :7:7/,;dv
= — 4meg r €0 v
47eq r? v
Absenta surs3
cadmp magne- [z 2 [z e - = =
tic divergent 057?{"3"1570 ¢377{B dsf/(vAB)dv V-B=0
stationar S S v
Tabel: Ecuatii cdmpuri electrice si magnetice stationare rotationale
Circulatia pe Ecuatia
Sursa un cerc Teorema Stokes Maxwell
Curent liniar CB:fé Ldl = %;0’; dl CB—%E dl = / (@ X E’) ds
T . .
constant / A z ¢ 5 L B
L. Ampere | V x B = poj
_ ol =0 orR =l o =pol = /7«d§
=5R %R s Ho — Ho Ho [ J
s
Absent3 surs3 i
cémp.electnc ngflidrz CE:}{E,dT:/(ﬁxE) dS | VxE=0
rotational I J 4

stationar




Ecuatiile Maxwell pentru campuri stationare

Setul de ecuatii diferentiale cu derivate partiale din Tabelele 1 si 2
alc3tuiesc ecuatiile Maxwell pentru cdmpuri stationare.

(( V.E = (3
€0

VxE = 0 (b)

V-B =0 (¢

VxB = pj (d)

Observatie ! In acest caz cAmpul electric si cAmpul magnetic au
componentele decuplate.



Partea V

Ecuatiile Maxwell pentru campuri electrice si
magnetice nestationare



Ec. Maxwell pt. campuri electrice si magnetice nestationare

Forta electro-motrica

Inductie cadmp electric rotational - Legea Faraday

Inductie cdmp magnetic rotational - Legea Ampere-Maxwell
Ecuatii cdmpuri electrice si magnetice

Ecuatiile Maxwell pentru cdmpuri nestationare



Forta electro-motrica




Forta electro-motrica
» Lucrul mecanic efectuat de campul electric E
la miscarea unei sarcini g de-a lungul conduc-
torului (pe conturul) L (vezi Figura),

L= /Fd /E‘d—qu

/E-dl este legata de diferenta de potential AV

L




Forta electro-motrica
» Lucrul mecanic efectuat de cAmpul electric E
la miscarea unei sarcini g de-a lungul conduc-
torului (pe conturul) L (vezi Figura),

L= /Fd /E‘d:qu

/E-dl este legatd de diferenta de potential AV

L r r
- 1 1
>/E-d/:/Edr:Q —dr = @ —— +
4reg | r? 47eq r
L rn r
1 Q . - dv'r 1 Qr r
V(r) = — — E=—-gradV=—— - =
cu V() 4req 1 1T gra drr Admegrir



Forta electro-motrica

» Lucrul mecanic efectuat de cAmpul electric E
la miscarea unei sarcini g de-a lungul conduc-
torului (pe conturul) L (vezi Figura),

L= /Fd /E‘d:qu

/E-dl este legatd de diferenta de potential AV

r
Q 1 Q 1
E dr = ~dr= -
/ / r= 4eq ) r2 d 47eg ( rn +
L rn rn
1 Q . - dvr 1 Qr r
74 E=—gradV=——1-=
cu V(r) = CAmey r ar gra drr A4megr2r

» Un curent electric este conditionat de o diferenta de potential AV

echivalent cu o forta electro-motricd £ (electro-motive force-emf)
r

5:AV:v2\/1:/E‘.dT

n



Forta electro-motrica

» Lucrul mecanic efectuat de cAmpul electric E
la miscarea unei sarcini g de-a lungul conduc-
torului (pe conturul) L (vezi Figura),

L= /fcf /Ed::qu

/E-d/ este legatd de diferenta de potential AV

r
Q 1 Q 1
E dr = - = N
/ / dr = 4eq ) r2 dr 47eg ( rm +
L

n n
1 Q = avr 1 Qr

ar E——gradv=—""01_
CAmey r ar gra drr 4megr2r

cu V(r)=

» Un curent electric este conditionat de o diferenta de potential AV

echivalent cu o forta electro-motricd £ (electro-motive force-emf)
r

5:szw—w:/éd7

n



Inductie camp electric rotational




Inductie camp electric rotational
» Forta electro-motricd £, poate fi produsa si
prin variatia fluxului magnetic (Faraday)
printr-o suprafata S, de contur ?nchii C,
dog d [= = oB =
5_—T_—a B-dS=-— Fr ds
s s




Inductie camp electric rotational

» Forta electro-motricd £, poate fi produsa si
prin variatia fluxului magnetic (Faraday)
printr-o suprafata S, de contur inchis C,

_deg d [z = [0B
S A B T
S s .
» Dar &£ este exprimat prin circulatia Cg a lui E,
L. d 9B 4
E= E~dl:CE:—%:— 5 45 (emf) - legea Faraday

C S



Inductie camp electric rotational
Forta electro-motricd £, poate fi produs3 si
prin variatia fluxului magnetic (Faraday)

printr-o suprafata S, de contur inchis C,
dog d = BB

S S o
Dar & este exprimat prin circulatia CE alui E,
[z 7 ~ dog OB
Ej{E ~dl=Cg=— pratil v .dS  (emf) - legea Faraday
C S

Conform teoremei Stokes, circulatia vectorului E este legatd de
integrala din rotorul vectorului E,

- _.Stokes S .
5:CE:7§E-d/ > /(VxE)-dS

C



Inductie camp electric rotational
Forta electro-motricd £, poate fi produs3 si
prin variatia fluxului magnetic (Faraday)
printr-o suprafata S, de contur inchis C,

dog d (= =2 BB
£ p p B.-dS It S
S ) o
Dar & este exprimat prin circulatia CE alui E,
. dog OB
& 7{E dl=Cg p 5t .dS  (emf) - legea Faraday
C S

Conform teoremei Stokes, circulatia vectorului E este legata de
integrala din rotorul vectorului E,

. _ Stokes o -
EzCE:]{E-dI — /(VxE)-dS
C S
Din ultimele dou3 relatii, pentru o suprafata S constanta, rezultd

0B
ot

VxE=-— care reprezinta forma diferentiald a legii Faraday




Inductie camp electric rotational
Forta electro-motricd £, poate fi produs3 si
prin variatia fluxului magnetic (Faraday)
printr-o suprafata S, de contur inchis C,

_dé¢g _ d [z .z [OB
S——T— o B.-dS= It .dS
S ) .
Dar & este exprimat prin circulatia CE alui E,
[z 7 ~ dog OB
57{E ~dl=Cg=— pratil v .dS  (emf) - legea Faraday
S

Conform teoremei Stokes, circulatia vectorului E este legata de
integrala din rotorul vectorului E,

. _ Stokes o -
5:652?{541/ — /(VxE)-dS
. . C e S
Din ultimele doua relatii, pentru o suprafata S constanta, rezultd

0B
ot

VxE=-— care reprezinta forma diferentiald a legii Faraday




Inductie camp magnetic rotational




Inductie camp magnetic rotational

» In condensator apare un camp electric variabil

AE ce d3 nastere la un cdmp magnetic variabil

AB produs de un curent de deplasare Afd = AT
egal cu cel de conductie AT (Maxwell).

_dQ  _dV dE dE dog

/*7— _— = —_— —_—
d=gr ~Cgr T g0 = o,




Inductie camp magnetic rotational
» In condensator apare un camp electric variabil
AE ce d3 nastere la un cdmp magnetic variabil
AB produs de un curent de deplasare ATd = AT
egal cu cel de conductie Al (Maxwell).
_dQ dv dE dE doe

I = _— = E—— _—=
d= g ~Cgr T g0 T o,

» Circulatia cdmpului magnetic rotational
stationar se poate completa cu o noud sursa (/y)
de camp magnetic rotational, insd nestationar,

B 7 d
CB:?{B'd/:/JIo(/—F/d):/J,O <I—|—eoth>

AB

&




Inductie camp magnetic rotational
» In condensator apare un camp electric variabil
AE ce d3 nastere la un cdmp magnetic variabil
AB produs de un curent de deplasare ATd = AT
egal cu cel de conductie Al (Maxwell).
_dQ dv dE dE doe

/ = _— = E—— _—=
d= g ~Cgr T g0 T o,

» Circulatia cdmpului magnetic rotational
stationar se poate completa cu o noud surs3 (/y)
de camp magnetic rotational, insd nestationar,

L d
CBZj{B-d/Zuo(/+/d)=Mo(/+€ojf)

&

C - —
» Cu teorema Stokes si densitatile de curent j=dlI/dS si jq=dly/dS,

avem: ngf§~d7:/<ﬁx§)'d§=/uo (j+60?§>

C S S

.dS



Inductie camp magnetic rotational
In condensator apare un camp electric variabil
AE ce d3 nastere la un cdmp magnetic variabil
AB produs de un curent de deplasare ATd = AT
egal cu cel de conductie Al (Maxwell).

_dQ dv dE dE doe

/ = _— = E—— _—=
d= g ~Cgr T g0 T o,

Circulatia cdmpului magnetic rotational
stationar se poate completa cu o noud surs3 (/y)
de camp magnetic rotational, insd nestationar,

L d
cngs-dlzuo(/w):uo(/+eojf)

C - —
Cu teorema Stokes si densitdtile de curent j=dl/dS si jq=dly/dS,

- S\ = L 9E\ =
avem: CB:%B-dl:/<V>< B)-dS:/uo <J+€oat>-d5
C S S

&

oL OE
de unde VxB=puoj + /LonE ecuatia Ampére-Maxwell




Inductie camp magnetic rotational
In condensator apare un camp electric variabil
AE ce d3 nastere la un cdmp magnetic variabil
AB produs de un curent de deplasare ATd = AT
egal cu cel de conductie Al (Maxwell).

_dQ dv dE dE doe

/ = _— = E—— _—=
d= g ~Cgr T g0 T o,

Circulatia cdmpului magnetic rotational
stationar se poate completa cu o noud surs3 (/y)
de camp magnetic rotational, insd nestationar,

L d
cngs-dlzuo(/w):uo(/+eojf)

C - —
Cu teorema Stokes si densitdtile de curent j=dl/dS si jq=dly/dS,

L N L 9E\
avem: CB:fB-dl:/<V><B)-dS:/,uo<J+eoat>-d5
C S S

&

- 5 = OE
de unde VxB=pugj + MOGOE ecuatia Ampére-Maxwell




Tabel: Ecuatii cdmpuri electrice si magnetice divergente
Sursa Fluxul printr-o Teorema Gauss Ecuatia
sferd de razd r Maxwell
Sarcini electricd Q 052%5 .dS = E%dS [y3 % .dS / V E
L. Coulomb s S v G.E_L
1Q 1Q P _1 / €0
= = = Tt =— = —=—
4eq r? Ameg r? T @ )
Absentd sursa camp = PO [ R
magnetic divergent ¢6=pB-dS= "E:f B-dS= /(V : B) av V:-B=0
S S v




Tabel: Ecuatii cdmpuri electrice si magnetice divergente

Sursa Fluxul printr-o Teorema Gauss Ecuatia
sferd de razad r Maxwell
Sarcini electrici Q ¢E=%E»d§=5%d5 G"E:fﬁ-dg :/(ﬁé) dv
L. Coulomb s S s v -
1 €
_te 19,9 1 zngfpdv 0
4meq r? Ameg r? € € € J
Absentd sursa camp _dB.4320 4Bz S.B)av Lo
magnetic divergent ¢s= Rt 8= tao = ( . ) V-B=0
s s v
Tabel: Ecuatii cdmpuri electrice si magnetice rotationale
Circulatia pe Ecuatia
Sursa
un contur C Teorema Stokes Maxwell
Variatia flu.xului Ce— %E’-d7: INY,
magnetic b
c . . .
dog 0B .| Co=dE.di= (fo)dS GxE-_ 28
Legea Faraday =%~ | o ot
__dos s ¢ s
dt

& = Cg (Faraday)

Curentul de conductie j
si cel de deplasare jg

Legea Ampere-Maxwell

=i+ OE
=j+e—
JTJd=1J Lrn

Cs ]{é.dr

C

=pol + poly

.o - OE
VxB:;Lg(jJrfoi,Tt)




Tabel: Ecuatii cdmpuri electrice si magnetice divergente
Sursa Fluxul printr-o Teorema Gauss Ecuatia
sferd de razd r Maxwell
Sarcini electrici Q OE=%E»d§=Ede @E:%E'd§:/<ﬁ’f) dv
L. Coulomb s s v G.E_L
1@ _1Q, -, @ 1, 77l/ €
" 47eo ” Areq r? - €
1%
Absentd sursa camp P PO R
magnetic divergent 95:7{ B-d5=0 ¢B= ?é B-dS= / V-B=0
s v
Tabel: Ecuatii cdmpuri electrice si magnetice rotationale
Circulatia pe Ecuatia
Sursa
un contur C Teorema Stokes Maxwell
Variatia flul><u|u| Cee f E.dl—Av
magnetic
C . =
b OB =T = = = 0B
d¢ B - = = =2
Legea Faraday :7%:,/%,(,5 Ce fE di /(VxE) ds VxE=-3
__dos L c s
dt & = Cg (Faraday)
Cu_rentul de conduc';ifj CB=]{E~d7 Com %E dT:/(ﬁ « é) d
si cel de deplasare jg . oF
¢ ¢ s VxB=p|j+es
Legea Ampere-Maxwell R ot
- OE z
=pol +pols —p =po [ |j+eogs |- dS
s

0,
J+Jd*]+500t




Ecuatiile Maxwell pentru cadmpuri nestationare



Ecuatiile Maxwell pentru campuri nestationare

» Setul de ecuatii diferentiale cuplate cu derivate partiale obtinute
anterior, alcatuiesc ecuatiile Maxwell pentru cAmpuri nestationare,

VE=1" (a)
€

. 0B

E = -2 b
VrE ot (&) (2)
V-B =0 (c)
- - OE
VxB = N«OJ"‘NOGOE (d)




Ecuatiile Maxwell pentru cadmpuri nestationare

> Setul de ecuatii diferentiale cuplate cu derivate partiale obtinute
anterior, alcatuiesc ecuatiile Maxwell pentru cAmpuri nestationare,

V.E =2 (a)
€0 o

Lo 0B

E - 22
Vfﬂ ot (b) 2)
V-B =0 (c)
- o - OE
VxB = poj+pocoy - (d)




Partea VI

Ecuatia de propagare a undelor



Ecuatia de propagare a undelor

Miscarea ondulatorie - caracteristici

Ecuatia diferentiald pentru unda plana

Functia unda sub form3 complexa



Miscarea ondulatorie - caracteristici
» O functie u(x, t) descriind o com-
portare periodica (sinusoidald) n
spatiu si timp, este de forma
u(x,t) =asin(ax — t)‘




Miscarea ondulatorie - caracteristici
» O functie u(x, t) descriind o com-
portare periodica (sinusoidald) n
spatiu si timp, este de forma
u(x,t) = asin(ax — [t)
» Dac3d periodicitatea este Ax si At,
sin(ax— [0 t)=sin [a (x+Ax)—F (t+At)]
= sin[(ax—Ft)+(a Ax—[F At)]
De unde a Ax— (3 At=0 sau

A
A—: = g astfel unda u(x,t) are o

o . Ax
vitezd de fazd|v = — = B
At «




Miscarea ondulatorie - caracteristici
» O functie u(x, t) descriind o com-
portare periodica (sinusoidald) n
spatiu si timp, este de forma
u(x,t) = asin(ax — t)‘

» Dac3 periodicitatea este Ax si At,
sin(ax—p0t)=sin[a(x+Ax)—( (t+At)]
= sin[(ax—F t)+(a Ax—[F At)]
De unde a Ax— (G At=0 sau

A
ﬁ = é astfel unda u(x,t) are o
vitezd de fazi|v = g = é

At «

» Pentru t=const. (At=0), u(x,t)
e periodica: sin ax=sin [a(x+ Ax)]
sau a Ax=2m, adica are o perioada

2
Ax=r="" lungime de unda.
!




Miscarea ondulatorie - caracteristici
» O functie u(x, t) descriind o com-  » Pentru x=const. (Ax=0), u(x,t)

portare periodicd (sinusoidald) n e periodica: sin ft=sin [3(t+At)]
spatiu si timp, este de forma sau B At=2r, adic3d are o perioada
u(x, t):asin(ax—ﬂt)‘ o
At=T=— joadd lati
» Dac3 periodicitatea este Ax si At, ‘ I} perioadd de oscilatie
sin(ax—p0t)=sin[a(x+Ax)—( (t+At)]
. 1 3
= sin[(ax—0Bt)+(a Ax—FAt)] v = T = 2/— frecventa de oscilatie
T
De unde a Ax— (G At=0 sau
A
A—); = g astfel unda u(x,t) are o
A
vitez§ de fazi|v = = = s
At «

» Pentru t=const. (At=0), u(x, t)
e periodica: sin ax=sin [a(x+Ax)]
sau o Ax=2m, adic3 are o perioada

2
Ax=xr=2" lungime de unda.
e!




Miscarea ondulatorie - caracteristici

» O functie u(x, t) descriind o com-
portare periodica (sinusoidald) n
spatiu si timp, este de forma

u(x,t) = asin(ax — ﬂt)‘

» Pentru x=const. (Ax=0), u(x,t)
e periodic3: sin Bt=sin [3(t+At)]
sau B At=2r, adic3d are o perioada

» Dac3 periodicitatea este Ax si At,
sin(ax— 0 t)=sin [a (x+Ax)— [ (t+At)]

2
At=T= o perioads de oscilatie

g

. 1
= sin[(ax—Ft)+(a Ax—F At)] v == =5 frecventa de oscilatie
w

De unde a Ax— (G At=0 sau

A

2X g astfel unda u(x,t) are o » Atunci: |\ — Ziﬁ — ﬁ —

At « A a2r o«

viteza de faza|v = oX é
At «

» Pentru t=const. (At=0), u(x, t)
e periodica: sin ax=sin [a(x+Ax)]
sau o Ax=2m, adic3 are o perioada

2
AXE)\:—7r
«o

lungime de unda.



Miscarea ondulatorie - caracteristici

» O functie u(x, t) descriind o com-
portare periodica (sinusoidald) n
spatiu si timp, este de forma

u(x,t) = asin(ax — t)‘

» Dac3 periodicitatea este Ax si At,

sin(ax— 0 t)=sin [a (x+Ax)— [ (t+At)]

» Pentru x=const. (Ax=0), u(x,t)
e periodic3: sin Bt=sin [3(t+At)]
sau B At=2r, adic3d are o perioada

27 . o .
At=T =— | perioada de oscilatie

g

. 1
=sin[(ax—0t)+(a Ax—FAL)]| v == B frecventa de oscilatie

De unde a Ax— (G At=0 sau

A
A—); = g astfel unda u(x,t) are o

vitezd de fazd |v = g = é
At «

» Pentru t=const. (At=0), u(x, t)
e periodica: sin ax=sin [a(x+Ax)]
sau o Ax=2m, adic3 are o perioada

2
Ax=xr=2" lungime de unda.
e!

T 2n

» Atunci: [ \Ww= ——=—=v

2
» Avand acum a=— si f=27v
functia initiala de evolutie a undelor
plane se poate scrie sub forma

u(x, t) = asin {27‘( (§ —v t)}




Miscarea ondulatorie - caracteristici

» O functie u(x, t) descriind o com-
portare periodica (sinusoidald) n
spatiu si timp, este de forma

u(x,t) = asin(ax — t)‘

» Dac3 periodicitatea este Ax si At,

sin(ax— 0 t)=sin [a (x+Ax)— [ (t+At)]

» Pentru x=const. (Ax=0), u(x,t)
e periodic3: sin Bt=sin [3(t+At)]
sau B At=2r, adic3d are o perioada

27 . o .
At=T =— | perioada de oscilatie

g

. 1
=sin[(ax—0t)+(a Ax—FAL)]| v == B frecventa de oscilatie

De unde a Ax— (G At=0 sau

A
A—); = g astfel unda u(x,t) are o

viteza de faza|v = g = é
At «

» Pentru t=const. (At=0), u(x, t)
e periodica: sin ax=sin [a(x+Ax)]
sau o Ax=2m, adic3 are o perioada

2
Ax=xr=2" lungime de unda.
e!

T 2n

» Atunci: [ \Ww= ——=—=v

2
> Avand acum a=2" si B=27v

functia initiala de evolutie a undelor
plane se poate scrie sub forma

u(x,t) = asin [27r (; —v t)]




Ecuatia diferentiala pentru unda plana



Ecuatia diferentiala pentru unda plana
» Avem functia ce descrie o unda pland

u(x,t)=a sin[27r(§71/ t)] (3)




Ecuatia diferentiala pentru unda plana
» Avem functia ce descrie o unda pland

u(x,t)=a sin[27r(§—1/ t)] 3)

> Calculdm derivatele functiei u(x, t),
ou 2m X
= a—— cos |:27T(X —v t)}

ox T

s =22 an o} - v1)
% — —a(27)v cos [%(% v t)}
&#u

52 = —a(2m)? stin[27r(§ —v t)}



Ecuatia diferentiala pentru unda plana
» Avem functia ce descrie o unda pland

u(x,t)=a sin[27r(§fy t)] (3)

> Calculdm derivatele functiei u(x, t),
ou 2m X
—— = a—— cos |:27T(X —v t)}

Ox A
d?u (27m)? | X
o= (5 )]
ou X
5 = —a(2m)v cos [27T(X —v t)}
0u 2 5. X
52 =—a(2n) v sm[Qw(X— v t)}
» Folosind relatia Av = v, avem,

2
V—2 abvin 0 unde nlocuim 1/\? si 12
v

din expresiile derivatelor de ordin 2 de
mai sus, Tmpartind cu
(2m)2asin[2m (¥ — v t)] obtinem:



Ecuatia diferentiala pentru unda plana
» Avem functia ce descrie o unda pland

u(x,t)=a sin[27r(§fz/ t)]

> Calculdm derivatele functiei u(x, t),

% = azjﬁ cos {2#(% - l/t)}

%__3(2;)2 an {27r(§ — 1/1')}
% = —a(27)v cos [271'(§ - t)}
0u
o2

» Folosind relatia Av = v, avem,

2

vz )2

=—a(2n)? stin[27r(§ —v t)}

(3)

= 0 unde tnlocuim 1/)2 si 12

din expresiile derivatelor de ordin 2 de

mai sus, Tmpartind cu
(2m)2asin[2m (¥ — v t)] obtinem:

» Ecuatia diferentiald a undei plane

1 D?u(x, t) B 0u(x, t)

vz ot? 0x?

=0

(4)



Ecuatia diferentiala pentru unda plana

» Avem functia ce descrie o und3

u(x,t)=a sin[27r(§fz/ t)]

> Calculdm derivatele functiei u(x, t),

planad

(3)

% = 82777 cos [2#(% — yt)}
% ——3(2;)2 sin {27r(§ —v t)}
% = —a(27)v cos [271'(; —v t)}
% =—a(2n)? stin[27r(§ —-v t)}
» Folosind relatia Av = v, avem,
c—z abvie 0 unde Tnlocuim 1/)2 si 12

din expresiile derivatelor de ordin 2 de

mai sus, Tmpartind cu
(2m)2asin[2m (¥ — v t)] obtinem:

» Ecuatia diferentiald a undei plane
1 D?u(x, t) B 0u(x, t)
ot? Ox2

> Solutia ecuatiei (4) este

u(x,t)=a exp[27ri<§71/ t)]

care este mai generald decat
solutia sub forma (3) de la care s-
a pornit. Legatura intre ele este
dat3 de: sinav=(e'*—e~'*)/(2i)

=0

v2




Ecuatia diferentiala pentru unda plana
» Avem functia ce descrie o unda pland » Ecuatia diferentiald a undei plane

u(x,t)=a sin[27r(ifz/ t)] (3) i82U(X> t) Pu(x, t) —o| (4
A v2  Ot? Ox?
> Calculdm derivatele functiei u(x, t), > Solutia ecuatiei (4) este
ou 27 X X
x =9y Cos [27T(X —v t)} u(x,t)=a exp [27rl (X—I/ t)] (5)
Pu  (2m)? X care este mai generald decat
o2 2 \2 >N [27T(* - Vt)] solutia sub forma (3) de la care s-
du x a pornit. Legatura intre ele este
9 —a(2m)v cos [ZW(X -V t)} dat¥ de: sina=(e'*—e~'®)/(2i)
2y N » Unda plan3d se mai scrie deseori sub
— =—a(2r)’ stin[27r(—— v t)} altd formg, tinﬁnd cont de relatiile
ot A 27 n-x
w=21v, k=n—=n—; k- x=21—
» Folosind relatia Av = v, avem, A A
2
1 — Cx—
V—2 abvin 0 unde nlocuim 1/\2 si 12 ‘ u(x, t)=a expli (k x—wt)] ‘ (6)
v

din expresiile derivatelor de ordin 2 de
mai sus, Tmpartind cu
(2m)2asin[2m (¥ — v t)] obtinem:



Ecuatia diferentiala pentru unda plana

» Avem functia ce descrie o und3
u(x,t)=asin |:27T(§*l/ t)]

> Calculdm derivatele functiei u(x, t),

planad

(3)

% = 82777 cos {2#(% — yt)}
% ——3(2;)2 sin {27r(§ —v t)}
% = —a(27)v cos [271'(; —v t)}
% =—a(2n)? stin[27r(§ —-v t)}
» Folosind relatia Av = v, avem,
c—j abvie 0 unde Tnlocuim 1/)2 si 12

din expresiile derivatelor de ordin 2 de
mai sus, Tmpartind cu
(2m)2asin[2m (¥ — v t)] obtinem:

» Ecuatia diferentiald a undei plane
1 Q%u(x,t)  O%u(x,t)
v Ot? Ox2

> Solutia ecuatiei (4) este

u(x,t)=a exp [27ri(§ —v t)]

care este mai generald decat
solutia sub forma (3) de la care s-
a pornit. Legatura intre ele este
dat¥ de: sina=(e'*—e~'®)/(2i)

» Unda plan3 se mai scrie deseori sub
alta forma, tindnd cont de relatiile

2
w=27v; k= n;—n Kkex= 27rT

lu(x, t)=a expli (k- x—wt)]|
» sau folosind E = hw si p = hk

u(x, t)=a exp Ul(p»xE-t)}

—o| @

(6)




Ecuatia diferentiala pentru unda plana

» Avem functia ce descrie o und3
u(x,t)=asin [271(§71/ t)]

> Calculdm derivatele functiei u(x, t),

planad

(3)

% = 32777 cos {2#(% — yt)}
% ——3(2:2)2 sin {27r(§ —v t)}
% = —a(27)v cos [271'(; —v t)}
% =—a(2n)? stin[27r(§ —-v t)}
» Folosind relatia Av = v, avem,
c—j abvie 0 unde Tnlocuim 1/)2 si 12

din expresiile derivatelor de ordin 2 de
mai sus, Tmpartind cu
(2m)2asin[2m (¥ — v t)] obtinem:

» Ecuatia diferentiald a undei plane
1 Q%u(x,t)  O%u(x,t)
v Ot? Ox2

> Solutia ecuatiei (4) este

u(x,t)=a exp [27ri(§ —v t)]

care este mai generald decat
solutia sub forma (3) de la care s-
a pornit. Legatura intre ele este
dat¥ de: sina=(e'*—e~'®)/(2i)

» Unda plan3 se mai scrie deseori sub
alta forma, tindnd cont de relatiile

2
w=27v; k= n;—n Kkex= 27rT

‘ u(x,t)=aexp[i(k -x—wt)] ‘
» sau folosind E = hw si p = hk

u(x,t)=a exp L;(pr-t)]

—o| @

(6)




Functia de unda sub forma complexa
» Solutia sub forma (6) a ecuatiei de unda (4) este o functie
complexd, cu descompunerea in componentele reald si imaginara:
u(x,t)=aexp[i(k-x—wt)]=acos(k -x—wt)+iasin(k-x—wt)

i exp(iwt)
u ._:__‘siln(wt)

2
qea

-2
cos(wt)



Functia de unda sub forma complexa
» Solutia sub forma (6) a ecuatiei de und3 (4) este o functie
complexd, cu descompunerea in componentele reald si imaginara:
u(x,t)=aexp[i(k-x—wt)]=acos(k -x—wt)+iasin(k-x—wt)
> Evolutia temporald a componentelor reald si imaginara a undei plane
u(t)=exp(iwt) sau cu—t. Evolutia spatiald u(x)=exp(ikx) este identica.
i exp(iwt)
o -1 sin(wt)

- 2
\ i | ak®

=< Re?
cos(wt)

Im(u)=asin(k-x—wt) ; Re(u)=acos(k-x—wt)



Functia de unda sub forma complexa
» Solutia sub forma (6) a ecuatiei de und3 (4) este o functie
complexd, cu descompunerea in componentele reald si imaginara:
u(x,t)=aexp[i(k-x—wt)|=acos(k-x—wt)+iasin(k-x—wt)
> Evolutia temporald a componentelor reald si imaginara a undei plane
u(t)=exp(iwt) sau cu—t. Evolutia spatiald u(x)=exp(ikx) este identica.
i exp(iwt)
o -1 sin(wt)

2
= Red w*

cos(wt)
Im(u)=asin(k-x—wt) ; Re(u)=acos(k-x—wt)

0



Partea VII

Ecuatiile Maxwell pentru potentiale



Tabel: Ecuatii Maxwell pentru potentiale (cAmpuri stationare)

E il Exprimarea Ecuatiile
|\/Tuat“|T rin poten iale Maxwell pt. Soluti
axwe prin potent potentiale
VxE=0 | Vx(Ve)=0
T o
L . L[ p(r) 35
- = P E=-V¢ 2, _ P = /ﬁd“
v-E:g E=-V¢ VI =~ o(F) dreo ) o1 r
V-B=0 | V-(VxA)=0
{
L. 3 S - %) R o - | ;; =
$xBo | E=VxA VA= ] | A ZLO/ LG,
TJ |F—=r|
*) ¥ x <§><74'> =V (6-2\)*622\: —V2A
V-A=0

am folosit conditia de calibrare Coulomb




Tabel: Rezumat - Ecuatii Maxwell pentru potentiale (c&mpuri nestationare)

Ecuatiile Maxwell Exprimarea prin | Ecuatiile Maxwell pentru ' .
neomogene potentiale potentiale Calibrarea Lorenz Ecuatia potentialelor Solutii nestationare
V.E- 2 E oA Vo 9 (¢ 4 2, _ P Po o, P
ViESg - o 17 7$(T A)fv“ @ ooy = Vi =

PA 0 = 5 N A = .
Hoco g — V2A+Y (/AME +v A) =n | mocoy V24 = pof
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Undele electromagnetice



Undele electromagnetice

Spectrul undelor electromagnetice

Ecuatia de propagare a undelor electromagnetice
Propagarea undelor electromagnetice
Solutiile ecuatiilor de unda EM
Proprietatile undelor electromagnetice
Legatura Tntre componentele E si B ale unui camp EM
Componenta electrica si magnetica

Energia campului electric si magnetic

Intensitatea undelor electromagnetice
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Ecuatia de propagare a undelor electromagnetice



Ecuatia de propagare a undelor electromagnetice
» S3 consideram ecuatiile Maxwell Tn vid, far3 sarcini si curenti,

-

V-E = . (a)
. oB
E=—— b
VxE=—-5 )
V-B=0 . (o)
B O
VxB = poeo—- (d)



Ecuatia de propagare a undelor electromagnetice
» S3 consideram ecuatiile Maxwell in vid, fara sarcini si curenti,

V-E=0 _ (a)
.o B
VXE = —— (b)
Lo ot (8)
V-B = . (o)
S o OE
VxB = poco - (d)
» S5 lusm rotorul (Vx) ecuatiei (8.d) si folosind identitatea pentru dublul
produs vectorial, precum si (8.c) obtinem o (T« E)

ﬁxﬁxé:ﬁ(ﬁé) V2B = —V2B = joco——



Ecuatia de propagare a undelor electromagnetice
» S3 consideram ecuatiile Maxwell in vid, fara sarcini si curenti,

V-E=0 _ (a
.o B
VxE = 98 (b)
Lo ot (8)
V-B=0 . (o)
S o OE
VxB = Ho€0 = ot (d)
» S% lu¥m rotorul (Vx) ecuatiei (8.d) si folosind identitatea pentru dublul

\_//-\

produs vectorial, precum si (8.c) obtinem 9 (ﬁ % E)
VxVxB=V (6 : é) V2B = —V2B = joco———

» Folosind legatura (16) cu viteza undelor electromagnetice c=1/,/Jig€o Si
nlocuind V x E din ecuatia (8.b), obtinem ecuatia de propagare a

v =2 1 02 2 =
undelor pt. componenta magneticd B: ((:2(%2 -V > B=0| (9)




Ecuatia de propagare a undelor electromagnetice
S3 consideram ecuatiile Maxwell Tn vid, far3 sarcini si curenti,

V-E=0 _ (a
vxE - -8 (b)
.. ot (8)
V-B=20 . (o)
S o OE
VxB = Ho€0 = ot (d)
S35 luSm rotorul (Vx) ecuatiei (8.d) si folosind identitatea pentru dublul

\_//-\

produs vectorial, precum si (8.c) obtinem D) (6 % E)
VxVxB=V (6 : é) V2B = —V2B = joco——

Folosind legatura (16) cu viteza undelor electromagnetice c=1/,/1o€o i
tnlocuind V x E din ecuatia (8.b), obtinem ecuatia de propagare a

v P 1 82 2 =
undelor pt. componenta magnetic3 B: (c28t2 -V > B=0| (9)

Similar, ludnd rotorul ecuatiei (8.b), Tn final obtinem ecuatia de

- 1 92 .
propagare a componentei electrice E: <c28z?2 -V ) E=0| (10)




Ecuatia de propagare a undelor electromagnetice
S3 consideram ecuatiile Maxwell Tn vid, far3 sarcini si curenti,
V-E=0 _ (a)

.o B
VxE= -8 (p
.o ot (8)
V-B=20 . (o)
S o OE
B = d
. Vx poco - (d)
S3 ludm rotorul (V%) ecuatiei (8.d) si folosind identitatea pentru dublul
produs vectorial, precum si (8.c) obtinem 9 (6 % E)
6x6x/§:6(6~/§) V2B = —V2B = oeo

ot
Folosind legdtura (16) cu viteza undelor electromagnetice c=1/,/ugé€o si

tnlocuind V x E din ecuatia (8.b), obtinem ecuatia de propagare a

v P 1 82 2 =
undelor pt. componenta magnetic3 B: <c28t2 -V > B=0| (9)

Similar, ludnd rotorul ecuatiei (8.b), Tn final obtinem ecuatia de

= 162 "
propagare a componentei electrice E: <c28t2 - V2> E=0| (10)




Propagarea undelor electromagnetice

Curent de
inalta frecventa

B
Camp
magnetic magnetic magnetic

Camp Camp Camp
~— electric electric electric

Figura: Generarea si propagarea undelor electromagnetice: 1. Un curent
electric variabil genereazd un cAmp magnetic variabil. 2. Campul magnetic
variabil genereaza un camp electric variabil. 3. Campul electric variabil
genereaza un camp magnetic variabil, si asa mai departe. Campurile generate
au sensul n care cdmpurile pe care acestea la randul lor le genereaza sa se
opund variatiei cAmpurilor ce le-au produs (Legea Lenz).



Solutiile ecuatiilor de unda EM



Solutiile ecuatiilor de unda EM
» Fie solutia de unda plana
pentru un cdmp vectorial i,

= aoei(l?-?fwt)



Solutiile ecuatiilor de unda EM
» Fie solutia de unda plana
pentru un cdmp vectorial i,
= ﬁoei(k-?—wt)
» Calculdm divergenta de 4,
- _  Ju ou ou
V=X + -y + z
0x dy oz
= (uox ikx+ uoy ik, +uo ik )e' k7-wt)

=ik-d




Solutiile ecuatiilor de unda EM
» Fie solutia de unda plana
pentru un cdmp vectorial i,
= ﬁoei(k-?fwt)
» Calculam divergenta de i,
- _  Ju ou ou
V.u et X + 7}/ + z
ox oy 0z

= (uox ikx+ uoy iky+ g, ikz)ei k-P-wt)
=ik 0
» Calculdm rotor de i, pe componente,
- Ou, Ou
VXU)Z ~ 2 ik u, —ikyu
(958)- 252 i
—i(k % ﬁ) si similar
X
(Vxﬁ) =ik x U)
y y



Solutiile ecuatiilor de unda EM
» Fie solutia de unda plana
pentru un cdmp vectorial i,
= Eoei(k-?fwt)
» Calculam divergenta de i,
- ou ou ou
V- -i= X + -7y 4 z
Ox Oy oz
= (U()X ikX—I-UOy iky—l-qu I'kz)e'(k'r_Wt)
—ik-d
» Calculdm rotor de i, pe componente,
> Ou, Ou . .
(V X D')X: 5 = —a—zy =(ikyuy—ikyuy,)
(K x ﬁ) si similar

=1
(9<0), =i (F 7)
(Vxa)=i(Kxa)

» Adica, rotorul vectorulw U este,
V xi=ikxi




Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana » Deci, actiunea operatorului V, atat
pentru un cdmp vectorial i, ca divergenta cat si ca rotor, se face
= goef(k-?*wt) prin Tnlocuirea operatorului V — ik.

» Calculam divergenta de i,
- Oouy, Ou ou,
V-i= 4
Y7 ox + Oy + oz
= (U()X ikx—i—uoy iky—l-qu I'kz)e'(k'r_Wt)
= ik- 4
» Calculdm rotor de i, pe componente,
- 0 0
(V X J)X: ;Z - % = (ikyuz —ikzuy)
(K x ﬁ) si similar

=1
(9<0), =i (F 7)
(Vxa)=i(Kxa)

» Adica, rotorul vectorului U este,
V xi=ikxi




Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana » Deci, actiunea operatorului V, atat
pentru un cdmp vectorial i, ca divergenta cat si ca rotor, se face
i = dye'(KT=wt) prin inlocuirea operatorului V — ik.
» Calcul3m divergenta de 7, » In cazul undelor electromagnetice, ca
- Quy Ou, du, vector U, ludm fie E fie B, adica
V=g Ty T o E_Eoi(kP-wt) . B_ B ik
X y V4 ] E:Eoel( ~r7wt) ; B:Boe’( 'f*u}t)

= (uox ikx+ uoy iky+ g, ikz)e’(;'?_“’t)

=ik-d

(11)

» Calculdm rotor de i, pe componente,

(ﬁ X U)X: Ouz _ Oy

0 0z

—i(kx ﬁ)x

(Va) =i (Rxa)
(VXu)zl (k X u)z

=(ikyuy—ikyuy,)

si similar

» Adica, rotorul vectorului U este,
V xi=ikxi




Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana » Deci, actiunea operatorului V, atat
pentru un cdmp vectorial i, ca divergenta cat si ca rotor, se face
i = dye'(KT=wt) prin inlocuirea operatorului V — ik.
» Calcul3m divergenta de 7, » In cazul undelor electromagnetice, ca
- Quy Ou, du, vector 4, ludm fie E fie B, adica
V= Tyt E_E (k7 5_ 5 (k7
X y V4 ] E:Eoe’( -rfwt) ; B:Boe’( -rfwt)

= (uox ikx+ uoy iky+ g, ikz)e’(;'?_“’t)

=ik-d

o (11)
» Atunci, ec. Maxwell (8.a) V-E=0,

» Calculdm rotorde &, pe componente, pentru unda plan3, devine,

(ﬁ X U)X: Ouz _ Oy

0 0z

—i(kx ﬁ)x

(Va) =i (Rxa)
(VXu)zl (k X u)z

= (ikyuy—ikzuy) = ik-E=0
YT 2T Deci, E oscileaza perpendicular
si similar pe directia k de propagare.

» Adica, rotorul vectorului U este,
V xi=ikxi




Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana » Deci, actiunea operatorului V, atat
pentru un cdmp vectorial i, ca divergenta cat si ca rotor, se face
= goef(/?-?fwt) prin Tnlocuirea operatorului V — ik.
» Calcul3m divergenta de 7, » In cazul undelor eIeStromagnetice, ca
- Quy Ou, du, vector 4, ludm fie E fie B, adica
V-u= + =+ S - 7o S o (7o
ox ay 0z e E— Eoel(k-rfwt) ; B— Boel(k-rfwt)
= (uox ikx+ugy iky + Uz I'kz)e'(k'r_Wt) (11)
—ik-0 > Atunci, ec. Maxwell (8.a) V-E =0,
» Calculdm rotorde &, pe componente, pentru unda plan3, devine,
- _\ Ou, Ou . . ik-E=0
(VXU)X: 0 _i:(’kyuz_lkzuy) Deci, E oscileaza perpendicular
(K % ﬁ) si similar pe directia k de propagare.
<§xﬁ) _ (E » H)X > La fel, ec. Maxwell (8.c) V- B=0,
'y pentru unda plana, devine,
(ﬁxﬁ):i(/?xﬁ) ik-B=0
., -

Deci, si B oscileaza perpendicular

» Adic3, rotorul vectorului U este, i .-
pe directia k de propagare.

V xi=ikxi




Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana » Deci, actiunea operatorului V, atat
pentru un cdmp vectorial i, ca divergenta cat si ca rotor, se face
i = dye'(KT=wt) prin inlocuirea operatorului V — ik.
» Calcul3m divergenta de 7, » In cazul undelor electromagnetice, ca
- Quy Ou, du, vector 4, ludm fie E fie B, adica
Vi = + 5+ S - (7= S S o
. ox ay 82 .(;.ﬁ_ t) E:Eoel(k-rfwt) ; B:BOel(k-rfwt)
= (uox ikx+ugy iky + Uz ikz)e' r—w (11)
—ik-0 > Atunci, ec. Maxwell (8.a) V-E =0,
» Calculdm rotorde &, pe componente, pentru unda plan3, devine,
= N 8”2 8”}/ . . iE . E - 0
(VXU)X— dy 0Oz = (iky iz = ikz ) Deci, E oscileaza perpendicular
(K % ﬁ) si similar pe directia k de propagare.
(ﬁxﬁ) _ (E o H)X > La fel, ec. Maxwell (8.c) V- B=0,
y y pentru unda pland, devine,
(Vxﬁ>:i(kxﬁ) ik-B=0
., -,

Deci, si B oscileaza perpendicular

» Adic3, rotorul vectorului U este, i .-
pe directia k de propagare.

V xi=ikxi




Proprietatile undelor electromagnetice

S}



Proprietatile undelor electromagnetice
» Cu aceeasi Tnlocuire de operator

V — ik, ecuatia Maxwell
VxE=—-0B/0t (8.b) devine,

ik x E = iwB (12)

S}



Proprietatile undelor electromagnetice
» Cu aceeasi Tnlocuire de operator
V — ik, ecuatia Maxwell
VxE=—-0B/0t (8.b) devine,
ik x E = iwB (12)
» Inmultind scalar (12) cu E, obtinem,
.. E(kxE) (kxE) LE

w
Deci, si componentele E si B sunt

perpendiculare.




Proprietatile undelor electromagnetice

» Cu acegasi Tnlocuire de operator

V — ik, ecuatia Maxwell

VxE=—-0B/0t (8.b) devine,

ik x E = iwB (12)

» Inmultind scalar (12) cu E, obtinem,

., E(kxE) (kxE) LE

w

Deci, si componentele E si B sunt
perpendiculare.

» Inmultind scalar (12) cu é obtinem,
B- (ExE‘):wB2 >0
Deci, vectorii E. B si E
k sunt reciproc perpen-

diculari si formeaza un k
sistem drept de vectori. ¥pB




Proprietatile undelor electromagnetice
» Cu aceeasi Tnlocuire de operator » Cu aceeasi inlocuire de operator

V — ik, ecuatia Maxwell vV — ik, ecuatia Maxwell
VxE=—-0B/0t (8.b) devine, V x B=po€egdE /Ot (8.d) devine,
ik x E = iwB (12) ik x B=—ipgeowE (13)

» Inmultind scalar (12) cu E, obtinem,

., E(kxE) (kxE) LE
w
Deci, si componentele E si B sunt

perpendiculare.

» Inmultind scalar (12) cu B, obtinem,
B. (EXE) =wB?2 >0
Deci, vectorii E. B si E
k sunt reciproc perpen-

diculari si formeaza un k
sistem drept de vectori. ¥B




Proprietatile undelor electromagnetice
» Cu aceeasi Tnlocuire de operator » Cu aceeasi Tnlocuire de operator

V — ik, ecuatia Maxwell V — ik, ecuatia Maxwell
VxE=—-0B/0t (8.b) devine, V x B=119e00E /Ot (8.d) devine,
ik x E = iwB (12) ik x B=—iugeqwE (13)

»Viteza de faza c=v )\, cu v=w/(27)

L sia=2n/k = (14)

> Inmultind scalar (12) cu E, obtinem
E. (kxE) (kxE)LE
w

Deci, si componentele E si B sunt
perpendiculare.

» Inmultind scalar (12) cu B, obtinem,
B. (EXE) =wB?2 >0
Deci, vectorii E. B si E
k sunt reciproc perpen-

diculari si formeaza un k
sistem drept de vectori. ¥B




Proprietatile undelor electromagnetice
» Cu aceeasi Tnlocuire de operator » Cu aceeasi Tnlocuire de operator

V — ik, ecuatia Maxwell V — ik, ecuatia Maxwell
VxE=—-0B/0t (8.b) devine, V x B=119e00E /Ot (8.d) devine,
ik x E = iwB (12) ik x B=—iugeqwE (13)

»Viteza de faza c=v)\, cu v=w/(27)

L sia=2r/k = (14)

> Inmultind scalar (12) cu E, obtinem
E-(kxE) (kxE)LE

E.B— ~———" * Inlocuind in (13) B=kx E /w din
w L (12) si din dezvoltarea dublului

Deci, si componentele E si B sunt produs vectorial =2

perpendiculare. i (Ex E) _ <E E) i K2E

» Inmultind scalar (12) cu B, obtinem,
B. (EXE) =wB?2 >0
Deci, vectorii E. B si E
k sunt reciproc perpen-

diculari si formeaza un k
sistem drept de vectori. ¥B

= —pigeow?E = k’=pgeg w? (15)



Proprietatile undelor electromagnetice
» Cu aceeasi Tnlocuire de operator » Cu aceeasi Tnlocuire de operator

V — ik, ecuatia Maxwell V — ik, ecuatia Maxwell
VxE=—-0B/0t (8.b) devine, V x B=119e00E /Ot (8.d) devine,
ik x E = iwB (12) ik x B=—iugeqwE (13)

» Inmultind scalar (12) cu E, obtinem’v'teza de faza c=v\, cuv=w/(2)

E‘-(ExE‘) (i E)LE "sia=2r/k = (14)

E.B— ~———( * Inlocuind in (13) B=kx E /w din
w L (12) si din dezvoltarea dublului

Deci, si componentele E si B sunt produs vectorial =2
perpendiculare. EX (EX E) _ (E E) /?—sz‘

» Inmultind scalar (12) cu B, obtinem, :—M0€0W2E :>k2:M060 w2 (15)

B- (kXE) =wB?>0 » Am vazut (14) k = w/c, iar din (15)

Deci, vectorii E, B si E obtinem |c=1/\/ugéo (16)
k sunt reciproc perpen-
diculari si formeaza un k

sistem drept de vectori. ¥B



Proprietatile undelor electromagnetice
» Cu aceeasi Tnlocuire de operator » Cu aceeasi Tnlocuire de operator

V — ik, ecuatia Maxwell V — ik, ecuatia Maxwell
VxE=—-0B/0t (8.b) devine, V x B=119e00E /Ot (8.d) devine,
ik x E = iwB (12) ik x B=—iugeqwE (13)

» Inmultind scalar (12) cu E, obtinem’v'teza de faza c=v\, cuv=w/(2)

E‘-(ExE‘) (i E)LE "sia=2r/k = (14)

g g \""%) \T/O » Inlocuind in (13) B=kx E/w din
W L (12) si din dezvoltarea dublului

Deci, si componentele E si B sunt produs vectorial =9

perpendiculare. K x (Ex E) — (E E) k—k2E

» Inmultind scalar (12) cu B, obtinem, :—M0€0W2E :>k2:M060 w2 (15)

B (Ex E) =wB? >0 » Am vizut (14) k = w/c, iar din (15)

Deci, vectorii E, B si E obtinem ¢ =1/\/noco (16)

k sunt reciproc perpen- ». Din relatia (12) exprimdm B=—E,

diculari si formeaz3a un i w
sistem drept de vectori. ¥g iar din (14) =B =E/c (17)
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Legatura intre componentele £
> In solutia generald de und3 plan3 (11),

pt. componenta electrica, includem ex-
plicit defazajul ¢, iar aceasta devine:

si B

7

—

E(7,t)= Eoei(lz-?fthrd))

ale unui camp EM

(18)
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Legatura intre componentele E si B ale unui camp EM

> In solutia generald de unda plan3 (11), =
pt. componenta electric, includem ex- E(F, t)= Eoe"(k'?*“’t*d’) (18)
plicit defazajul ¢, iar aceasta devine:

» Similar, pt. componenta magnetica avem E(?7 t)= éoe"(’?/'?*“/t*d’/) (19)
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Legatura intre componentele E si B ale unui camp EM

> In solutia generald de unda plan3 (11), =
pt. componenta electric, includem ex- E(F, t)= Eoe"(k'?*“’t*d’) (18)
plicit defazajul ¢, iar aceasta devine:

» Similar, pt. componenta magneticd avem E(F’ t)= Eoe"(’??_“"“”b') (19)

_ .o OE .
» Cu ecuatia Maxwell VXB:/LonE (1.d), cdutdm legatura intre E si B,
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Legatura intre componentele E si B ale unui camp EM
In solutia generald de unda pland (11), =

pt. componenta electric, includem ex- E(F, t)= Eoe"(k'?*“’t*d’) (18)
plicit defazajul ¢, iar aceasta devine:

—

Similar, pt. componenta magneticd avem E(F’ t)= éoe"(k/?_“"“”b') (19)

—
v

L OE =
Cu ecuatia Maxwell Vx B:,uoeoE (1.d), cdutdm legatura intre E si B,

VxB=-B x V=B x ﬁe"(p?f”ﬂ‘b/) :—i(éo X /?’)ei(’?/'?’“’/”@/)
1 E > (kP
cu c=1/\/uo€o (16), termenul Il din (1.d): 8 :—IiEoe i(kP—ut+¢)
c?
7 ’t+¢’) & Epel(Fr-et+9)

Egaland cele doua expresii: (éo X /_(”> ei(
c
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Legatura intre componentele E si B ale unui camp EM
In solutia generald de unda pland (11), =

pt. componenta electric, includem ex- E(F, t)= Eoe"(k'?*“’t*d’) (18)
plicit defazajul ¢, iar aceasta devine:

Similar, pt. componenta magneticd avem E(F’ t)= Eoe"(’??_“"“”b') (19)

—
v

. - o OE S
Cu ecuatia Maxwell Vx B:,uoeoE (1.d), cdutdm legatura intre E si B,

VxB=—-B x V=—Bg x ﬁei(’_“/'?*”'t”’/)——i(éo X E’) i (KT—w't+¢")
1 0E

cu c=1/y/uo€o (16), termenul Il din (1.d): 881? I—E el (KF—ut+9)
c? c?

Egaland cele doud expresii: <Bo><k> i(kP—wltre') _ E ei(kP—ut+9)

Pentru ca relatia s3 fie valabild pentru orice ¥ s| t, |dent|f|cam K =

k ﬂ
¢'=¢ ar BoxkzéEo. Daca%:kslﬁiﬁ =  Boxi=

deoarece By = Eg/c, la fel| Eo = Lk k= kx
o .O/. nx—O:BO sau By=-x—FEy=
ca pt. vectori unitari, avem, c k
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Legatura intre componentele E si B ale unui camp EM
In solutia generald de unda pland (11),

pt. componenta electric, includem ex- E(F, t)= Eoe"(k'?*“’“rﬁf’) (18)
plicit defazajul ¢, iar aceasta devine:

Similar, pt. componenta magneticd avem é(?’ t)= Eoe"(/?/?_‘”'“r‘b') (19)
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Cu ecuatia Maxwell VXB:uoe()E (1.d), cdutdm legatura intre E si B,
VxB=—B x V=—By x ﬁe"(’_{‘/'?*”,Hd’/)——i(éo X E’)ei(E/'F’“’/tH’I)
1 8E
cu c=1/\/jioco (16), termenul Il din (Ld): == i Eyel (krwtt9)
c? c?

Egaland cele doud expresii: <Bo><k> i(KP-wltse') _ E ei(kP—ut+9)
c?
Pentru ca relatia sa fie valabild pentru orice 7 s| t, identificsm: k'= k Si

87

K -
¢o'=¢ iar Boxk:§Eo. Daca%:ksl—:ﬁ = Byxi=—

k c

_ Eo kK k- k E

deoarece By = Ey/c, la fel} ﬁx——Bo sau Bo—;x Eo= a
c w

ca pt. vectori unitari, avem,

w

Ec. (19) pt.cAmp B, devine: é(ﬁ t):@e"(’;ﬁ””@) (20)
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Legatura intre componentele E si B ale unui camp EM
In solutia generald de unda pland (11), =
pt. componenta electric, includem ex- E(F’, t)= Eoe"(k'?*“’t”’) (18)
plicit defazajul ¢, iar aceasta devine:
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Componenta electrica si magnetica din unda EM

Propagation
direction
(k-vectory

» Am vazut (17), componenta electricd E dintr-o undd EM este de ¢ ori mai

mare ca cea magnetica B: E

B=— (17)



Componenta electrica si magnetica din unda EM

Propagation
direction
(k-vectory

> Am vazut (17), componenta electricd E dintr-o undd EM este de ¢ ori mai
mare ca cea magnetica B: E

B=— (17)

Exemplu: S3 evaludm amplitudinea maxima a cdmpului magnetic By dintr-o
undd EM (11) cu Ep=1000V/m:

~ 1000V /m
~ 3x108m/s

Dupa cum se vede, intr-un cAmp EM cu o componentd de camp electric relativ
puternicd de 1000V /m, este insotitd de o componentd magnetica relativ
slab3, mai slab3 decat valoarea cAmpului magnetic terestru (~ 50x107°T).

) =333x10°°T (21)



Componenta electrica si magnetica din unda EM

Propagation
direction
(k-vector)

» Am vizut (17), componenta electricd E dintr-o undd EM este de ¢ ori mai
mare ca cea magnetica B: E

B=— (17)

Exemplu: S3 evaludm amplitudinea maxima a cdmpului magnetic By dintr-o
undd EM (11) cu Ep=1000V/m:

_ 1000V /m
~ 3x108m/s

Dupa cum se vede, intr-un cAmp EM cu o componentd de camp electric relativ
puternicd de 1000V /m, este Tnsotitd de o componentd magnetica relativ
slab3, mai slab3 decat valoarea cAmpului magnetic terestru (~ 50x107°T).

0 =333x107°T (21)
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Energia campului electric si magnetic

» Energia cAmpului electric (in condensator).

dWe = V dq

Qq
W: — = - —
E/ cdi=2¢~

:CE2d2

1Q%

160A
2 d

Cv2

E2d2f760 E%Ad

Q
V==
_+ c
7 - oA
et
v
—_ E = —
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Energia campului electric si magnetic
» Energia cdmpului electric (in condensator).

dWe = V dq

Q 2
B BN O Y.
WE_/ cd=2¢=2¢Y ;(

1legA 1
- 22_1¢€0 22 - 2
= CEd 5 dEdf2eOEAd

» Densitatea de energie camp electric: UE=




Energia campului electric si magnetic
» Energia cdmpului electric (in condensator).

dWe = V dq

Q 2
B BN O Y.
WE_/ cd=2¢=2¢Y J

—E“d*=—-¢ EZAd
2°d 2052

:C E%d?=

» Densitatea de energie camp electric: U=

» Energia cAmpului magnetic (in solenoid).

Faraday dWg = Pdt = VIdt
J L dB N2A dI - dI
—na = Sy
Nt de MO0 @ Car
———
L

t I 1 1 N2A 2R B=po—
WB:/VIdt:/L/dl: L= po—— 5
0 0 2 2 l /,LON2




Energia campului electric si magnetic

Energia cadmpului electric (in condensator).

dWe = V dq A
1 2

We / 9 dq= Q Cv2 ;( l
1 A 1 EE—

ffCE2d2 26"d E*d*=>co E2Ad

Densitatea de energie cAmp electric: UE=

Energia cdmpului magnetic (in solenoid).

Faraday dWg = Pdt=VIdt
/ do dB  NPAdl  dI
dt N T
L
t I 27 2R2
1 1 N°A(°B
Wg=[Vidt=[LIldl=|ZLI? ==pg—— —5—
? /0 /0 2= 2T e
. o _ Wg Wp
Densitatea de energie cdmp magnetic: U= Vol ~ Al




Energia campului electric si magnetic

Energia cdmpului electric (in condensator).

dWe = V dq A
1 2

We / 9 dq= Q Cv2 ;( l
1 A 1 EE—

ffCEzdz 26"d E*d*=>co E2Ad

Densitatea de energie cAmp electric: UE=

Energia cdmpului magnetic (in solenoid).

Faraday dWg = Pdt=VIdt
/ do dB  NPAdl  dI
dt N T
L
t I 27 2R2
1 1 N°A(°B
Wg=[Vidt=[LIldl=|ZLI? ==pg—— —5—
? /0 /0 2= 2T e
Wg Wg
Densitatea de energie cdmp magnetic: U= Vol
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Intensitatea undelor electromagnetice
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Intensitatea undelor electromagnetice
» Intensitatea undelor EM m3dsoard energia transportata

medie pe unitatea de suprafatad si Tn unitatea de timp,
cu densitatea de energie electrica ug si magnetica ug: W—-»
E2 B2 N

Ug = 607 (22) up = Tluo (23)




Intensitatea undelor electromagnetice
> Intensitatea undelor EM masoard energia transportata

ct

medie pe unitatea de suprafatad si Tn unitatea de timp,
cu densitatea de energie electricd ug si magneticd ug: O/

2 BZ (23)

E
Ug = 607 (22) upg = THO

» Solutia de unda plan3d pentru componentele
electrica E si magnetica B, este de forma:




Intensitatea undelor electromagnetice

> Intensitatea undelor EM masoard energia transportata
medie pe unitatea de suprafatad si Tn unitatea de timp,

cu densitatea de energie electricd ug si magneticd ug: O/

ct

E2 Bz A7
=€ — 22 = — 23
ug = €0 (22) Us = 2 (23) L
» Solutia de undd pland pentru componentele E = Eysin(kx—wt)
electricd E si magnetica B, este de forma: ézéo sin(kx—wt)

» Densitatea totala de energie transportata este u=ug+ug:

2 o

u=1LeE?+ 18| _ (0E? = ¢oE Bc (deoarece B=E/c iar c2=1/(eopi0))



Intensitatea undelor electromagnetice

Intensitatea undelor EM masoara energia transportata
medie pe unitatea de suprafatad si Tn unitatea de timp,
cu densitatea de energie electricd ug si magneticd ug: O/

ct

E2 B2 A
=€ — 22 = — 23
ug = €0 (22) Us = 2 (23) L
Solutia de undd pland pentru componentele E = Eysin(kx—wt)
electricd E si magnetica B, este de forma: ézéo sin(kx—wt)

Densitatea totald de energie transportata este u=ug+ug:

u=1eE%+ %%; = eoE? = ¢oE Bc (deocarece B=E/c iar c>=1/(eop0))

Energia totalad transportata prin suprafata A in timpul t se afla Tn volumul
cu aria A si lungimea ct (vezi Fig.): W=uAct=¢E BcAct:%At




Intensitatea undelor electromagnetice

Intensitatea undelor EM masoara energia transportata
medie pe unitatea de suprafatad si Tn unitatea de timp,
cu densitatea de energie electricd ug si magneticd ug: O/

ct

E2 B2 A
=€ — 22 = — 23
ug = €0 (22) Us = 2 (23) L
Solutia de undd pland pentru componentele E = Eysin(kx—wt)
electricd E si magnetica B, este de forma: ézéo sin(kx—wt)

Densitatea totald de energie transportata este u=ug+ug:

u=1eE%+ %%; = eoE? = ¢oE Bc (deocarece B=E/c iar c>=1/(eop0))

Energia totalad transportata prin suprafata A in timpul t se afla in volumul
cu aria A si lungimea ct (vezi Fig.): W=uAct=¢E BCAct:%At
Energia totald transportata pe unitatea de suprafatd si in unitatea de timp, este

W EB FE? B? _ . ExB
—= S si defineste vectorul Poynting: | S = ExB
At 1o oC Mo Mo

(24)




Intensitatea undelor electromagnetice

> Intensitatea undelor EM masoard energia transportata
medie pe unitatea de suprafatad si Tn unitatea de timp,
cu densitatea de energie electricd ug si magneticd ug: O/

ct

E2 B2 A
=€ — 22 = — 23
ug = €0 (22) Us = 2 (23) L
» Solutia de undd pland pentru componentele E = Eysin(kx—wt)
electricd E si magnetica B, este de forma: ézéo sin(kx—wt)

» Densitatea totala de energie transportata este u=ug+ug:

u=1eE%+ %%z = eoE? = ¢oE Bc (deocarece B=E/c iar c>=1/(eop0))

» Energia totald transportatad prin suprafata A in timpul t se afld in volumul
cu aria A si lungimea ct (vezi Fig.): W=uAct=¢E BCAct:%At
> Energia totald transportatad pe unitatea de suprafata si in unitatea de timp, este
2 2 2B
S= ﬂ = EB = E— = i si defineste vectorul Poynting: | S = ExB (24)
At po  poc Ho Mo
» Energia transportatd medie (pe unul sau mai multe cicluri de oscilatie) este
proportionald cu (E?) sau (B?). Deoarece (sin(kx — wt))=1/2, atunci
(E?)=Eg/25i (B?)=B§/2




Intensitatea undelor electromagnetice

> Intensitatea undelor EM masoard energia transportata
medie pe unitatea de suprafatad si Tn unitatea de timp,
cu densitatea de energie electricd ug si magneticd ug: O/

ct

E2 B2 A
=€ — 22 = — 23
ug = €0 (22) Us = 2 (23) L
» Solutia de undd pland pentru componentele E = Eysin(kx—wt)
electricd E si magnetica B, este de forma: é:éo sin(kx—wt)

» Densitatea totala de energie transportata este u=ug+ug:

u=1eE%+ %%; = eoE? = ¢oE Bc (deocarece B=E/c iar c>=1/(eop0))

» Energia totald transportatad prin suprafata A in timpul t se afld in volumul
cu aria A si lungimea ct (vezi Fig.): W=uAct=¢E BCAct:%At
> Energia totald transportatad pe unitatea de suprafata si in unitatea de timp, este
2 2 2B
S= ﬂ = EB = E— = i si defineste vectorul Poynting: | S = ExB (24)
At po  poc Ho Mo
» Energia transportatd medie (pe unul sau mai multe cicluri de oscilatie) este
proportional3 cu (E?) sau (B?). Deoarece (sin?(kx — wt))=1/2, atunci
(E?)=E§/2si (B?)=Bj/2 1E6By, 1E2 1cB?
» Intensitatea undelor EM va fi I=(S)== =———==

= = = 25
2 o 2 uoc 2 o (25)




Intensitatea undelor electromagnetice

> Intensitatea undelor EM masoard energia transportata
medie pe unitatea de suprafatad si Tn unitatea de timp,
cu densitatea de energie electricd ug si magneticd ug: O/

ct

E2 B2 A
=€ — 22 = — 23
ug = €0 (22) Us = 2 (23) L
» Solutia de undd pland pentru componentele E = Eysin(kx—wt)
electricd E si magnetica B, este de forma: ézéo sin(kx—wt)

» Densitatea totala de energie transportata este u=ug+ug:

u=1eE%+ %%; = eoE? = ¢oE Bc (deocarece B=E/c iar c>=1/(eop0))
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» Energia transportatd medie (pe unul sau mai multe cicluri de oscilatie) este
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