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actiunea fortei elastice F(x)=—kx, are ec. de miscare (1)
» Inlocuire variabile carteziene cu variabile legate de gradele de libertate.

VT v ko 0L oL

L(x,x)=T Vf2x X = = kx ; a% = X
L

» Pentru a exprima ec. (1), scriem si mx prin L: mx = d(&) obtinem
X

dt
Ecuatia de miscare oL d ((’)L)

» Lagrangian-ul ca
functie de x si x:

———( = 1]=0 2
Euler-Lagrange Ox dt\ 0x (2)




Ecuatii de miscare in mecanica clasica (oscilator armonic)
» Conform Newton F = mx. Un corp de masa m, sub -
actiunea fortei elastice F(x)=—kx, are ec. de miscare (1)

Inlocuire variabile carteziene cu variabile legate de gradele de libertate.

> Lagrangian-ul ca N Mo ko, oL~ oL _

functie de x si x: LX) STV =550m9x0 = = akx' ox
L

> Pentru a exprima ec. (1), scriem si mx prin L: mx = dt(&)’()' obtinem
Ecuatia de miscare %_7 oL 2)
Euler-Lagrange 0x Ox

» Hamiltonian-ul ca Pk 2 OH OH p
Hami tonian H T+V=E1202 5 mloc; To=L
functie de x si p: (. p)=T+ N 2% ox op m



Ecuatii de miscare in mecanica clasica (oscilator armonic)
» Conform Newton F = mx. Un corp de masa m, sub -
actiunea fortei elastice F(x)=—kx, are ec. de miscare (1)

Inlocuire variabile carteziene cu variabile legate de gradele de libertate.

» Lagrangian-ul ca : m., k , oL oL

functie de x si s L0%) 2X 72 7 ox o m
L

> Pentru a exprima ec. (1), scriem si mx prin L: mx = dt(&)’()' obtinem
Ecuatia de miscare %_7 oL @)
Euler-Lagrange 0x Ox

» Hamiltonian-ul ca Pk 2o OH OH p
flamittonian H T+v=24 2 —kx; =2
functie de x si p: (. p)=T+ + 2% 8x x op m

> Pentru a exprima ec. (1), scriem kx=—mX=—p si L X, obtinem
m

i ; oH . oH .
EcuaFuIe de miscare T Dy (3)
Hamilton Ox ap




Ecuatii de miscare in mecanica clasica (oscilator armonic)
» Conform Newton F = mx. Un corp de masa m, sub -
actiunea fortei elastice F(x)=—kx, are ec. de miscare (1)

Inlocuire variabile carteziene cu variabile legate de gradele de libertate.

» Lagrangian-ul ca T m. 2_5 2 ﬂ__ . ﬁ_ :

functie de x si x: LX) STV =550m9x0 = = akx' ox
L

> Pentru a exprima ec. (1), scriem si mx prin L: mx = dt(&)’()' obtinem
Ecuatia de miscare %_7 oL 2)
Euler-Lagrange 0x Ox

» Hamiltonian-ul ca Pk 2o OH OH p
flamittonian H T v—— u —kx; =2
functie de x si p: (. p)=T+ + 2% 8x x op m

> Pentru a exprima ec. (1), scriem kx=—mX=—p si P _ X, obtinem
m

Ecuatiile de miscare aj - —p Bj — % (3)
Hamilton ox " Op

> Prin integrarea ecuatiei de miscare (1) se obtine "traiectoria” x = x(t) a
particulei. In cazul de fata, miscarea oscilatorie armonica,

x(t)=xp[exp(iwt) +exp(—iwt)] cu w= \/; (4)



Ecuatii de miscare Tn mecanica clasica (oscilator armonic)
» Conform Newton F = mx. Un corp de masa m, sub -
actiunea fortei elastice F(x)=—kx, are ec. de miscare (1)

Inlocuire variabile carteziene cu variabile legate de gradele de libertate.

» Lagrangian-ul ca T m. 2_5 2 @__ . %_ :

functie de x 5i x: LX) TV =950m9x0 = = ;X' ox
L

> Pentru a exprima ec. (1), scriem si mx prin L: mx = dt((?k)' obtinem
Ecuatia de miscare %_7 oL 2)
Euler-Lagrange 0x Ox

» Hamiltonian-ul ca Pk 2o OH OH p
flamittonian H T v—— u —kx; =2
functie de x si p: (. p)=T+ + 2 8x x ap m

> Pentru a exprima ec. (1), scriem kx=—mX=—p si P _ X, obtinem
m

i i OH oH

Ecua_t;ule de miscare o5 L (3)
Hamilton ox ap

> Prin integrarea ecuatiei de miscare (1) se obtine "traiectoria” x = x(t) a
particulei. In cazul de fata, miscarea oscilatorie armonica,

x(t)=xo[exp(iwt) +exp(—iwt)] cu w= p (4)



Principiul minimei actiuni - Ecuatiile de miscare




Principiul minimei actiuni - Ecuatiile de miscare
» Dinamica unui sistem mecanic, e dat3 de Lagrangian: L(q', ¢, t)=T—V
cu T-energ.cin. V-energ.pot. g'(t)-coord. gen. (i=1,n gr. libertate)

3(1)=0




Principiul minimei actiuni - Ecuatiile de miscare
> Dinamica unui sistem mecanic, e dat3 de Lagrangian: L(q',§’,t)=T—V
cu T-energ.cin. V-energ.pot. g'(t)-coord. gen. (i=1,n gr. libertate)

» "Traiectoria” q(t) c3utatd, este cea de minimd actiune Spin: | 6S=0




Principiul minimei actiuni - Ecuatiile de miscare
> Dinamica unui sistem mecanic, e dat3 de Lagrangian: L(q',§’,t)=T—V
cu T-energ.cin. V-energ.pot. g'(t)-coord. gen. (i=1,n gr. libertate)

> "Traiectoria” q(t) c3utatd, este cea de minimd actiune Spin: | 0S5=0
> Actiunea: S(q /ZL t)dt (5) 4

q'(t) coord. si ¢'(t ),dq '/dt viteza particulei i

alty)| - &




Principiul minimei actiuni - Ecuatiile de miscare
> Dinamica unui sistem mecanic, e dat3 de Lagrangian: L(q',§’,t)=T—V
cu T-energ.cin. V-energ.pot. g'(t)-coord. gen. (i=1,n gr. libertate)

» "Traiectoria” q(t) cdutatd, este cea de minimd actiune Spin: | 0S=0
> Actiunea: S(q /ZL ,t)dt (5) 4

q'(t) coord. si g (t)_dq /dt viteza particulei i
» Variatia 05 cu (5q' (5&/' pt. 6q'(t1)=6q'(t2)=0

5S /Z( OL ())dt—o (6)




Principiul minimei actiuni - Ecuatiile de miscare
> Dinamica unui sistem mecanic, e dat3 de Lagrangian: L(q',§’,t)=T—V
cu T-energ.cin. V-energ.pot. g'(t)-coord. gen. (i=1,n gr. libertate)

» "Traiectoria” q(t) cdutatd, este cea de minimd actiune Spin: | 0S=0
> Actiunea: S(q /ZL ,t)dt (5) 4

q'(t) coord. si g (t)_dq /dt viteza particulei i
» Variatia S cu 5q' 5(7' pt. 6q'(t1)=6q'(t2)=0

55 /Z( a "'(t)>dt:o (6) t]

» Cu 5‘_’5 si integrarea prin pérti Ju dv:uvffv du a termenului doi

LaL 2oL dogi(t) . oL _ L
- =—4q' 5q' dt
o OF L 0g  dt ag 7 /m(a )
W

5q(t1)=08q'(t2)=0



Principiul minimei actiuni - Ecuatiile de miscare
> Dinamica unui sistem mecanic, e dat3 de Lagrangian: L(q',§’,t)=T—V
cu T-energ.cin. V-energ.pot. g'(t)-coord. gen. (i=1,n gr. libertate)

» "Traiectoria” q(t) cdutatd, este cea de minimd actiune Spin: | 0S=0
> Actiunea: S(q /ZL ,t)dt (5) 4

q'(t) coord. si g (t)_dq /dt viteza particulei i
» Variatia S cu 5q' 5(7' pt. 6q'(t1)=6q'(t2)=0

t26L tz(’)L d(5q oL d (0L
5q' / dt(@ )6 dt
5q'(t)=5q'(£2)=0

55 / Z( a "'(t))dtzo (6) ; !
=94
>5S /Z{dq dt(qu )}5 dt=0 = 5;_;1(;9:) 0 (i=1 (72)

» Cu d— < siintegrarea pr|n part;l Ju dv—u v—fv du a termenului doi
%,_/

Acestea sunt ecuatiile Euler- Lagrange un sistem de n-ecuatii diferentiale cuplate de
ordin 2, cu 2n var.indep. q', ', si 2n cond. initiale ¢'(t=0), §'(t=0), intr-un spatiu n-
dim (spatiul configuratiilor). Solutia este ecuatia de miscare g'(t) a sistemului mecanic.
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» Un pendul de masa m si lungime | este atasat unei
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» Ec.Euler-Lagrange pt. coord. x: (M+m)>'%+m/9.c0597m/6-2sin 0=0



Exemplu 2 - Ecuatia de miscare
» Un pendul de masa m si lungime | este atasat unei
mase M ce gliseaza de-a lungul axei x.
» Alegem coord. independente: pozitia x si unghiul 6
Atunci, comp. de coordonata si viteza pendul sunt:
Xp = x+Isin@ = X,=%+/0cosh

Yp = —lcos — ypzlésinﬁ
» Ec. Euler-Lagrange (7) oL d (oL
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pentru X=0 avem ecuatia de pendul simplu: F=ma sau —mgsin 9=mlf
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» Un pendul de masa m si lungime | este atasat unei
mase M ce gliseaza de-a lungul axei x.
» Alegem coord. independente: pozitia x si unghiul 6
Atunci, comp. de coordonata si viteza pendul sunt:
Xp = x+Isin@ = X,=%+/0cosh

Yp = —lcos — yp:/ésinﬁ
» Ec. Euler-Lagrange (7) oL d (oL
pentru coordonata x: Ox 9%
: P M
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» C3utdm ecuatia de miscare a unei particule de masa m supusa
actiunii unei forte elastice 1-dimensionale: F(x) = —kx ?

» In mecanica Newton F=mX, iar ec. de miscare este 9)

» Acum, Lagrangian-ul: L=T—V/, iar g=x,

o2 g kx?
unde T:% jar V——/F(x)dx—;
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Adica, L(X,X)—2X | = 5 = kx ; o = X (10)




Oscilator armonic - ecuatia de miscare

» C3utdm ecuatia de miscare a unei particule de masa m supusa
actiunii unei forte elastice 1-dimensionale: F(x) = —kx ?

» In mecanica Newton F=mX, iar ec. de miscare este 9)

» Acum, Lagrangian-ul: L=T—V, iar g=x,

2 2
unde T= '”; jar V:—/F(x) dx:%
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Adics | L M2 K 2 A . 1
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dt
adicd, —kx=mX, la fel ca in mecanica newtonian3 (9).



Oscilator armonic - ecuatia de miscare

» C3utdm ecuatia de miscare a unei particule de masa m supusa
actiunii unei forte elastice 1-dimensionale: F(x) = —kx ?

» In mecanica Newton F=mX, iar ec. de miscare este 9)

» Acum, Lagrangian-ul: L=T—V, iar g=x,

2 2
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m k oL oL
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adicd, —kx=mX, la fel ca in mecanica newtoniang (9).

» Prin integrarea ecuatiei de miscare se obtine "traiectoria” x = x(t)
a particulei. In cazul de fata, miscarea oscilatorie armonica,

k
x(t) =xp exp(tiwt) cu w= p. (11)



Oscilator armonic - ecuatia de miscare

» C3utdm ecuatia de miscare a unei particule de masa m supusa
actiunii unei forte elastice 1-dimensionale: F(x) = —kx ?

» In mecanica Newton F=mX, iar ec. de miscare este 9)

» Acum, Lagrangian-ul: L=T—V, iar g=x,

2 2
unde T= m; jar V:—/F(x) dx:%
m k oL oL

Adics, | L(x,x) = —x% — —x? T = kx  — = mx 1

dica, | L(x, X) F XXt = o X5 gy = MX (10)
oL d (oL

Final i iscare Euler-L o9 -

» Final, ecuatia de miscare Euler-Lagrange (7) o dr <8x> 0

este, pt. oscilatorul armonic: —kx—a(mk):O
adicd, —kx=mX, la fel ca in mecanica newtoniang (9).
» Prin integrarea ecuatiei de miscare se obtine "traiectoria” x = x(t)
a particulei. In cazul de fata, miscarea oscilatorie armonica,
k

x(t) =xp exp(tiwt) cu w= - (11)
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magnetic B, actioneaza forta Lorentz:
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Particula incarcata tn camp electric si magnetic
Asupra unei particule cu sarcind elec- = = .
tricd g, aflatd in camp electric £ i cdmp F=gq <E+\7 X B) (12)
magnetic B, actioneaza forta Lorentz:

Legatura intre E Si é_gu potentialele . . oA L

scalar ¢ si vectorial A este datd de E:—Vap—a i B=VxA (13)
(vezi Ec. Maxwell pt. potentiale):
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Particula incarcata tn camp electric si magnetic
Asupra unei particule cu sarcind elec- = =
tricd g, aflatd in camp electric £ i cdmp F=gq <E+\7 X B) (12)
magnetic B, actioneaza forta Lorentz:

Legatura intre E Si é_gu potentialele . . oA L
scalar ¢ si vectorial A este datd de E:—ch—a i B=VxA (13)
(vezi Ec. Maxwell pt. potentiale):
Inlocuind (13) n (12), obtinem: /_—":q<_ﬁ¢ - % + VX (ﬁx,z\')>
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P2 A T
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Particula incarcata tn camp electric si magnetic
Asupra unei particule cu sarcind elec- = = .
tricd g, aflatd in camp electric £ i cdmp F=gq <E+\7 X B) (12)
magnetic B, actioneaza forta Lorentz:

Legatura intre E Si éfu potentialele . . oA L
scalar ¢ si vectorial A este datd de E:—ch—a i B=VxA (13)
(vezi Ec. Maxwell pt. potentiale):
Inlocuind (13) n (12), obtinem: /_—":q<_ﬁ¢ - % + VX (ﬁx,z\')>
Dezvoltarea triplului produs vectorial VX (VxA)=V(v-A)—(V-V)A
P2 A T
conduce la expresia fortei Lorentz: F= < Ve — [aat +(v- V)A] +V(V- A))
d - dy 0 ; IA -
d —A(R, t t) — (X, t)=—+(V-V)A
ar (X, t)==—A(X, +Z gt 8XJ o +(V-V)

In final, expresia fortei Lorentz este: ﬁ_q<_ﬁ¢ — CcIT/tA +§(\7 . ,Z\)) (14)
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Lagrangian si Hamiltonian de particula in camp E si M

» Pt.ec.de miscare a unei particule de sarcind g aflata in cdmp Electric si Mag-
netic stationar, cautam Lagrangian-ul si Hamiltonian-ul corespunzator.
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» Forta Lorentz (14) F(x), independentd de timp: I?zq(—ﬁcp +V(V- A))
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Lagrangian si Hamiltonian de particula in camp E si M

Pt. ec. de miscare a unei particule de sarcind g aflata Tn camp Electric si Mag-
netic stationar, cautam Lagrangian-ul si Hamiltonian-ul corespunzator.
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Lagrangian si Hamiltonian de particula in camp E si M

Pt. ec. de miscare a unei particule de sarcind g aflata Tn camp Electric si Mag-
netic stationar, cautam Lagrangian-ul si Hamiltonian-ul corespunzator.
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Vectori Covarianti si Contravarianti

> ‘ xt = (x% xY, x?,x3) = (ct, x,y,2z) = (x°, %) ‘ vector contravariant

Produsul scalar: x -y = x0 — 3.y = x0y0 — x1yl — x2y2 — x3)3

» Datorita semnului minus, introducem un nou tip de 4-vector,

x, = (X0, X1, X2, x3) = (ct, —x, —y, —z) = (X0, —X) |vector covariant
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Vectori Covarianti si Contravarianti

> ‘ xt = (x% xY, x?,x3) = (ct, x,y,2z) = (x°, %) ‘ vector contravariant

Produsul scalar: x -y = x0 — 3.y = x0y0 — x1yl — x2y2 — x3)3

» Datorita semnului minus, introducem un nou tip de 4-vector,

x, = (X0, X1, X2, x3) = (ct, —x, —y, —z) = (X0, —X) |vector covariant

Produsul scalar se va scrie: x -y = x,y= xoy? —x1yt —x0y% —x3y3

» Daca folosim versorii spatiali: e, e, e3, si versorul temporal: &g,
4-vectorii de pozitie se scriu: x=¢,x* y=e,y".

x-y =-eue, xty” = guxty” (17)
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Vectori Covarianti si Contravarianti

> ‘ xt = (x% xY, x?,x3) = (ct, x,y,2z) = (x°, %) ‘ vector contravariant

Produsul scalar: x -y = x0 — 3.y = x0y0 — x1yl — x2y2 — x3)3

» Datorita semnului minus, introducem un nou tip de 4-vector,

x, = (X0, X1, X2, x3) = (ct, —x, —y, —z) = (X0, —X) |vector covariant

Produsul scalar se va scrie: x -y = x,y= xoy? —x1yt —x0y% —x3y3

» Daca folosim versorii spatiali: e, e, e3, si versorul temporal: &g,
4-vectorii de pozitie se scriu: x=¢,x* y=e,y".
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-
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tensorul (metric) g = e e, = 8 _01 _01 8 (18)
8y definit prin 0 0 0 -1

> similar: gh =ele” = guu.



Vectori Covarianti si Contravarianti

> ‘ xt = (x% xY, x?,x3) = (ct, x,y,2z) = (x°, %) ‘ vector contravariant

Produsul scalar: x -y = x0 — 3.y = x0y0 — x1yl — x2y2 — x3)3

» Datorita semnului minus, introducem un nou tip de 4-vector,

x, = (X0, X1, X2, x3) = (ct, —x, —y, —z) = (X0, —X) |vector covariant

Produsul scalar se va scrie: x -y = x,y= xoy? —x1yt —x0y% —x3y3

» Daca folosim versorii spatiali: e, e, e3, si versorul temporal: &g,
4-vectorii de pozitie se scriu: x=¢,x* y=e,y".

Xy = euey X'uyy == gqu'uyV (17)
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8uv 1 0 0 0

» Aici am introdus

tensorul (metric) g = e e, = 8 _01 _01 8 (18)
8y definit prin 0 0 0 -1

> similar: gl = ele” = guu.
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Exemple de 4-vectori si forme diferentiale
» 4-vec de pozitie: x* =(ct,x,y,z); x,=(ct,—x,—y,—z); p=0,1,2,3

1
) B
xi=(t x,=(ct — Gl‘zi: ct o= 0 8t \4
X aX'u Ry 8X“

X)
1R . 5_ 0 7. ) 0y
8258“8“_*67 V2 =07 unde V:ﬁ/ Ox 2]+a 3k



Exemple de 4-vectori si forme diferentiale
> 4-vec de pozitie: x*=(ct,x,y,z); x,=(ct,—x,—y,—z); p=0,1,2,3

1
) B
x“z(?) x,=(ct —X) 6“56%: c o= 0 (18t V)
n

. "
1P o o,V ? 9+ 8-
?ﬁ—v =01 unde V—ﬁ 82j+a 3/(

ds2:dx,,,dx“:c2d1.“2—dx2—dy2—dz2 Interval 4-dimensional

0 = 9,0" =




Exemple de 4-vectori si forme diferentiale
> 4-vec de pozitie: x*=(ct,x,y,z); x,=(ct,—x,—y,—z); p=0,1,2,3

1
) B
X ) 8X# —6 OxH C
’=0 3u:li_§2zm2 unde ﬁziﬁ—if—k—a k
T 2o axt' " ox2! T 0x3
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Trecerea de la Mecanica Clasica la Campuri Clasice

p» In teoria cAmpurilor clasice coordonatele spatiale si timpul nu se mai folosesc ca variabile de
miscare. Ele nu mai descriu miscarea particulei, sub forma Xi(t), ele sunt acum variabile complet
independente ce caracterizeazad sau eticheteazd campul in diversele puncte din spatiu-timp.
Variabila independent3 t din mecanica este acum Tnlocuitd prin 4-coordonata x*. Singurele
marimi care variaza sunt valorile de camp la trecerea de la un punct la altul sau de la un moment
la altul. Acum avem dependenta valorilor de cAmp ¢"(x*) de coordonata 4-dim x* = (t,X).
Pt. a obtine ec. de miscare (Euler-Lagrange sau Hamilton) de camp clasice, inlocuim:
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Ecuatiile Euler-Lagrange pentru campuri clasice

» Pentru a obtine ecuatiile de cdmp clasice, la fel ca Tn mecanica clasica
folosim principiul minimei actiuni (vezi pag.15), cu actiunea (23)
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» Pentru a obtine ecuatiile de camp clasice, la fel ca in mecanica clasica
folosim principiul minimei actiuni (vezi pag.15), cu actiunea (23)
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Obs: Sumarea dup3 i din mecanic3, s-a Tnlocuit cu integrala dup3 d®x.
In plus, se cere anularea cadmpurilor si a derivatelor la infinit.
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Lagrangian si ecuatiile de camp Schrodinger

Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 0L v oL _0 ”
miscare (24) (ecuatia de cdmp) dp otop \0(Ve) (24)
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camp Schrodinger de forma L=ihp d"ﬂvﬁj Vip—Vyp™ip (30)

Prinvariatia 0¢* avem: 0L . . oL oL h?
=iy — V¢ ; —=0 ; ——_v
oY vove o+ o(Vy*)  2m v
Ecuatia (24)decamp | . 0v  _, cusol.reald: 31
Schrodinger real 1) 'hﬁ = —%V Y+V P(x, t)=a eiwtk) (31)

formal identicd cu ecuatia de stare Schrodinger din Mecanica Cuanticd (NRQM).




Lagrangian si ecuatiile de camp Schrodinger

Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 0L v oL _0 ”
miscare (24) (ecuatia de cdmp) dp otop \0(Ve) (24)

Avem Lagrangian-ul £ de o B2 . .
camp Schrédinger de forma L=ihy w‘ﬂv”‘/’ Vip=Vi*y (30)

Prinvariatia 0¢* avem: 0L . . oL oL h?

’ =ip-Vy; —=0; ——=—-V

o+ vove o+ o(Vy*)  2m v
Ecuatia (24) decamp | . 0y R _, cusol.reald: 31
Schrodinger real 'hﬁ = —%V vV Y(x, t)=a e~ (wrhx) (31)
formal identicd cu ecuatia de stare Schrodinger din Mecanica Cuanticd (NRQM).
. C h? ,

Prin variatia d¢) avem: g—w =—Vy* ; % =ip* ; 5 (()VE’L)) = fﬁvw*



Lagrangian si ecuatiile de camp Schrodinger

Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 0L v oL _0 ”
miscare (24) (ecuatia de cdmp) dp otop \0(Ve) (24)

Avem Lagrangian-ul £ de o B2 . .
camp Schrodinger de forma L=ihp w‘ﬂvﬁj Vip—Vyp™ip (30)

Prinvariatia 0¢* avem: 0L . . oL oL h?
’ =ip-Vy; —=0; ——=—-V
o+ vove o+ o(Vy*)  2m v
Ecuatia (24) decamp | . 9y "2 _, cusol.reald: 31
Schrodinger real 9 /haz—%v YEV Y| (x, t)=a e (@EKS) (31)
formal identicd cu ecuatia de stare Schrodinger din Mecanica Cuanticd (NRQM).
oL oL oL Rh?
Prinvariatia 6% avem: —=—-Vv¢* ; —=i)* ;| ——=——V*
Ha dpavemt Gp =TV T gy Y
Ecuatia (24)decamp |  9y* R, . .| cusol.complexa:
Schrodinger complex _'hﬁ :_%v Y+ VY U (x, t) = el(wt—k-%)




Lagrangian si ecuatiile de camp Schrodinger

Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 0L v oL _0 ”
miscare (24) (ecuatia de cdmp) dp otop \0(Ve) (24)

Avem Lagrangian-ul £ de o B2 . .
camp Schrédinger de forma L=ihy w‘ﬂv”‘/’ Vip=Vi*y (30)

Prinvariatia 0¢* avem: 0L . . oL oL h?
’ =ip-Vy; —=0; ——=—-V
o+ vove o+ o(Vy*)  2m v
Ecuatia (24) decamp | . 0y  _, cusolreald: 31
Schrodinger real 1) 'hﬁz_ﬂv VEVY | p(x, t)=ae @R (31)
formal identicd cu ecuatia de stare Schrodinger din Mecanica Cuanticd (NRQM).
oL oL oL Rh?
Prinvariatia 69 avem: —=-—-V%* ; —=i)* ; ———~=——-V0"
Ha dpavemt Gp =TV T gy Y
Ecuatia (24) de camp onp* K2 cu sol.complexa:

H _ 2,1 % * X S
Schrédinger complex _'FLW - —%V P+VY V¥ (x, t) = e @tkX)

In Mecanica Cuantic3 e utilizatd doar solutia Schrédinger reals (X, t).



Lagrangian si ecuatiile de camp Schrodinger

Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 0L v oL _0 ”
miscare (24) (ecuatia de cdmp) dp otop \0(Ve) (24)

Avem Lagrangian-ul £ de o B2 . .
camp Schrédinger de forma L=ihy ¢_%V¢ Vip=Vi*y (30)

Prinvariatia 0¢* avem: 0L . . oL oL h?
’ =ip-Vy; —=0; ——=—-V
o+ vove o+ o(Vy*)  2m v
Ecuatia (24) decamp | . 0y  _, cusolreald: 31
Schrédinger real 1 /hE:—%V VEVYL g(x, 1) = e WD) (31)
formal identicd cu ecuatia de stare Schrodinger din Mecanica Cuanticd (NRQM).
oL oL oL n?
Prinvariatia 09 avem: —=—-Vy¢* ; —=iw* ; ———=——V¢"
Ha dpavemt Gp =TV T gy Y
Ecuatia (24) de camp onp* K2 cu sol.complexa:

H _ 2,1 % * X S
Schrédinger complex _'FLW - —%V P+VY V¥ (x, t) = e @tkX)

In Mecanica Cuantic3 e utilizatd doar solutia Schrédinger reals (X, t).



Lagrangian si ecuatiile de camp Klein-Gordon real



Lagrangian si ecuatiile de camp Klein-Gordon real

» Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 oL oL
miscare (29) (ecuatia de cdmp) Do Ot dp )



Lagrangian si ecuatiile de camp Klein-Gordon real

» Pentru a explicita ecuatia E-L de
miscare (29) (ecuatia de cadmp)

» Lagrangian-ul
de camp K-G

9L _00L f OL \_,
dp 0top \O(Ve)
1. ! 1
L= [P (V)= m2e?) |sau| L= (B0 0= PP




Lagrangian si ecuatiile de camp Klein-Gordon real

> Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 9 oL V( oL ) _o (29)

miscare (29) (ecuatia de camp) dp otoy  \0(Ve)

» Lagrangian-ul 1. 1
de camp K-G Czi[cpz—(vwz—m2<p2] sau E:E((Q)ﬂcpﬁ“go—mchz) (32)
L, oL oL

» Prinvariatia ¢ avem: L —m-p — =
" 0p Cop T A(Vy)




Lagrangian si ecuatiile de camp Klein-Gordon real

Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 0L v oL _0 29
miscare (29) (ecuatia de camp) dp otop \0(Ve) (29)
Lagrangian-ul 1., 1

de camp K-G EZE[@Z—(V@Z—mQ(pﬂ sau E:E(aﬂcp(?“g@—mzapz) (32)

) oL . oC

» Prinvariatia dp avem: a—E——m ® i mI=9 Ao = V¥
9y R - O(Vy)

> Adics, ecuatia (29) )
de cAmp K-G este (07=V24+m?)p=0| sau |(0,0"+m?)p=0 (33)
formal identicd cu ecuatia de stare K-G din Mecanica Cuanticd (RQM).




Lagrangian si ecuatiile de camp Klein-Gordon real

Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 0L v oL _0 29
miscare (29) (ecuatia de camp) dp otop \0(Ve) (29)
Lagrangian-ul 1., 1

de camp K-G EZE[QP2—(V@)2—W2¢2] sau E:E((Q)ﬂcpa“g@—mchz) (32)

) oL . oC

oL
» Prinvariatia dp avem: —=—-m‘yp ; —=¢ ; =—Vop
dp 9¢ (V)

> Adic, ecuatia (29)
de cémp K-G este (8?—V2+m2)gp:0 sau (8M8“—|—m2)¢:0 (33)
formal identicd cu ecuatia de stare K-G din Mecanica Cuanticd (RQM).




Lagrangian si ecuatii de camp Klein-Gordon complex



Lagrangian si ecuatii de camp Klein-Gordon complex

» Lagrangian-ul K-G complex
transcris dup3 cel real (32):

L= =g Vp—migp=0,4 0" —mip

(34)



Lagrangian si ecuatii de camp Klein-Gordon complex

» Lagrangian-ul K-G complex
transcris dup3 cel real (32):

» Inlocuindin Ec. E-L
pt. cele 2 campuri:

L= —Ng"Vip—mgip=0,5 0"p—mgp

oL 0 oL v@ﬁ

(34)

(35)



Lagrangian si ecuatii de camp Klein-Gordon complex

» Lagrangian-ul K-G complex
transcris dup3 cel real (32):

L= — V" Vip—migip=0,5 0" —mgp| (34)

» Inlocuind n Ec. E-L (9_/5 0 oL oL

pt. cele 2 cdmpuri: " _Ea_gb’_vﬁ (V") =0 (35)
2 720 2 F
> Avem, a—ﬁz—m%p* : 8—4:95* : aiﬁ:, G = (8t -V +m)<,070
o o (V) Ec. K-G pt. cdmp complex
oL — oc_. oL 02 —V*+m?) =0

D A= ~=—Vp =
0p (Vi) Ec. K-G pt. camp real



Lagrangian si ecuatii de camp Klein-Gordon complex

Lagrangian-ul K-G complex
transcris dup3 cel real (32):

Inlocuind Tn Ec. E-L oL 0 oL oL

L= — V" Vip—migip=0,5 0" —mgp| (34)

pt. cele 2 cAmpuri: " _aaTbr_va (V") =0 (35)
2 720 2\ 5
Avem, a—ﬁz—ngp* ; a—é:ﬁ : ﬂz_ = 02 —V*+m?)g'=0
¢ 04 o) Ec. K-G pt. cdmp complex
oc oL . oc (02 —V2+m?) =0

—=-mp, ——=¢; ~=—Vp =
Oy 94 (Vi) Ec. K-G pt. camp real
Solutiile de cdmp (scalar) Klein-Gordon real ¢(X, t)si imaginar ¢*(X, t):
o(%, ) =a(K)e @tk ¥ (3 t)=a*(K)e =k (absent in NRQM)  (36)



Lagrangian si ecuatii de camp Klein-Gordon complex

Lagrangian-ul K-G complex

R S *, 2k kO 02
transcris dup3 cel real (32): L=¢% -V Vp—migp=0up dp—mipp] (34)

Inlocuind in Ec. E-L oL 0 oL oL
pt. cele 2 cAmpuri: " _aaTbr_va (V") =0 (35)
2 T2 2 —
Avem, a—ﬁz—m%p* ; a—ﬁ_:¢* : ﬂz_ = 02 —V*+m?)g'=0
¢ 04 o) Ec. K-G pt. cdmp complex

aﬁ*:fmzs@ : ai:¢ : 85* -V = |O-VHm)p=0
Oy 94 (Vi) Ec. K-G pt. camp real
Solutiile de cdmp (scalar) Klein-Gordon real ¢(X, t)si imaginar ¢*(X, t):

o(%, t)=a(k)e @tk o7 (% t)=a"(k)e'“t k%) (absentd in NRQM)  (36)
- solutia pentru E="Fhw >0 (particule) este: (X, t)=a(k)e/(«t= k%)

- solutia pentru E <0 (antiparticule) este: ©* (X, t)=a*(k (H)e’(”t”:‘;)

Pauli si Weisskopf (Helv.Phys.Acta 7,709 (1934)) au ar3tat c3 ec. K-G descrie
partic. de spin 0. Ec. Dirac si Proca descriu partic. de spin 1/2 resp.spin 1.




Lagrangian si ecuatii de camp Klein-Gordon complex

Lagrangian-ul K-G complex

R S *, o2 R — kO 02
transcris dup3 cel real (32): L=¢% -V Vp—migp=0up dp—mipp] (34)

Inlocuind Tn Ec. E-L oL 9 oL _ 0L (35)
pt. cele 2 cAmpuri: dpr Otdypr O (V)
2 o2, 2\
Aver. %:_m%p* ; %285* ; oL _ = 02 —V*+m?)g'=0
dp 99 (Vi) Ec. K-G pt.camp complex

aﬁ*zfm% : a-ﬁ*:¢ ; M* -V = |OEVm)e=0
Oy 94 (Vi) Ec. K-G pt. camp real
Solutiile de cdmp (scalar) Klein-Gordon real ¢(X, t)si imaginar ¢*(X, t):
o(%,t)=a(k)e @tk (% t)=a"(k)e'“tF%) (absents in NRQM)  (36)
- solutia pentru E=hw >0 (particule) este: (X, t):a(/?)e_"(“’t_’?'?)

- solutia pentru E <0 (antiparticule) este: ©*(X, t):a*(l?)e"(‘*’t”z'i)

Pauli si Weisskopf (Helv.Phys.Acta 7,709 (1934)) au ar3tat c3 ec. K-G descrie
partic. de spin 0. Ec. Dirac si Proca descriu partic. de spin 1/2 resp. spin 1.



Solutia generala de camp Klein-Gordon



Solutia generala de camp Klein-Gordon

» Solutia general3 este o superpozitie de ¢ si ™

Dac3 notdam k-x=wt—k-X, avem

o(X, t)= / d*k (a;e*"ku a;e"“) (37)
Solutii discrete de unda plan3 ‘ Solutii continui de und3 plana
Z ( —ik- X+6* IkX X) :/ d3k <Oz-‘e_iklx+ﬁfeikhx>
‘/V2 (2r)32w; k K (38)



Solutia generala de camp Klein-Gordon

» Solutia general3 este o superpozitie de ¢ si ™

Dac3 notdm k-x=wt—k-X, avem

o(X, t)= / d*k (a;e*fku aZeik'X> (37)
Solutii discrete de unda plan3 ‘ Solutii continui de unda plana
—lk X * k- X —ik-x * _ik-x
Z,/vzf( Thze /‘/ 2 32w~ age " Ae ) (38)



Lagrangian si ecuatiile de camp Dirac (spin 1/2)



Lagrangian si ecuatiile de camp Dirac (spin 1/2)

» Lagrangian-ul pentru cdmpuri Dirac ¢ si ¢
ca variabile dinamice independente,

L= i9y"0,0 — mpy)




Lagrangian si ecuatiile de camp Dirac (spin 1/2)

» Lagrangian-ul pentru cdmpuri Dirac ) si ¢ L= ,'1/'}7#3“1/, — myyp
ca variabile dinamice independente,

oL oL
» Ecuatia de miscare Euler-Lagrange (29) este 9) () =

oy M\a(0,.)
i tia Euler-L tru 7 est oL a( oL )
lar ecuatia culer-Lagrange pentru este: - — | =
; grane e 00 o)
avem =i'op—myp —=0

o A(Ou)



Lagrangian si ecuatiile de camp Dirac (spin 1/2)

» Lagrangian-ul pentru cdmpuri Dirac ¢ si ¢
ca variabile dinamice independente,

» Ecuatia de miscare Euler-Lagrange (29) este

iar ecuatia Euler-Lagrange pentru 1) este:

oL .
avem a—qz:w“(?uw—mzp

> Din ec. Euler-Lagrange (29) pt. 6¢
obtinem ecuatia Dirac pentru :

1

}

oL
CRD)

L =iy o — miy

oL oL
o 3“(6(%)) =0

oL oL
=9 —)=0
o “(5(%1/1))

=0

IO —mp=0 ‘

(39)
(29)
(40)
(41)

(42)



>

Lagrangian si ecuatiile de camp Dirac (spin 1/2)

Lagrangian-ul pentru cdmpuri Dirac v si ¢ L= ,'1/}},“3”1/} — mynp

ca variabile dinamice independente,

Ecuatia de miscare Euler-Lagrange (29) este %— 3“(a(g£¢)> =0
N

[ tia Euler-L tru 1) est 0L g < oL 0

iar ecuatia Euler-Lagrange pentru 1) este: —=—0u — | =
o 9(0,%)

avem a—%:iv”@,ﬂp—mdz ; 8£_ =0

o7 U 90,0)
Din ec. Euler-Lagrange (29) pt. d¢ — —
obtinem ecuatia Dirac pentru : ’W O mz/J_O‘

Dinec. Euler-Lagrange (29) pt. ¢
obtinem ec. Dirac adjuncta pt. ¢:

i Oy +mip=0




>

» Ecuatia de miscare Euler-Lagrange (29) este %— 8“(a(g£¢)> =0
N
[ tia Euler-L tru 1) est 0L g < oL 0
iar ecuatia Euler-Lagrange pentru 1) este: —=—0u — | =
o 9(0,%)
avem (‘3[_: =iy'op—myp 8£_ =0
o7 U 90,0)

> Din ec. Euler-Lagrange (29) pt. d¢o — —
obtinem ecuatia Dirac pentru : ’W O mz/J_O‘

>

Lagrangian si ecuatiile de camp Dirac (spin 1/2)

Lagrangian-ul pentru cdmpuri Dirac v si ¢ L= ,'1/}},“@”1/} — mynp

ca variabile dinamice independente,

Din ec. Euler-Lagrange (29) pt. ¢
obtinem ec. Dirac adjunct3 pt. ¢:

i@u/?’y“—i—mzﬁzo

» Solutia pentru E>0 (particule) este: (X,
Solutia pentru E <0 (antiparticule) e: (X,



>

Lagrangian si ecuatiile de camp Dirac (spin 1/2)

Lagrangian-ul pentru cdmpuri Dirac v si ¢ L= ,'1/}},“@”1/} — mynp

ca variabile dinamice independente,

oL oL
Ecuatia de miscare Euler-Lagrange (29) este — — 0, =———]=0
pa de ms wrange (29 e 50 (55)

i tia Euler-L tru ¢ est oL a< oL > 0
iar ecuatia Euler-Lagrange pentru 1) este: —_—— — | =

o sranee P L, 00 @)
avem —=ivop—mp — =0

oY 9(0uv)

Din ec. Euler-Lagrange (29) pt. ¢
obtinem ecuatia Dirac pentru :

Din ec. Euler-Lagrange (29) pt. ¢
obtinem ec. Dirac adjunct3 pt. ¢:

’ wuauq,z;fmw:o\

i@u/?’y“—i—mzﬁzo

Solutia pentru £ >0 (particule) este: (X, t)=u(p) e~ 'PX
Solutia pentru E <0 (antiparticule) e: ¥(X, t)=v(p) et P>
1 0 —oP 0
0 1 |E|+m -0 -
Spinorii: D =N| o-p |, 0 SRY(¢ ) B Y] ) | TE[+m
E+m o-p 1 0

0 ) \Exm 0 1



>

Lagrangian si ecuatiile de camp Dirac (spin 1/2)

Lagrangian-ul pentru campuri Dirac v si ¢ L= iz/?’y“@uz/) — mp

ca variabile dinamice independente,

Ecuatia de miscare Euler-Lagrange (29) este %— 8#(3(?92})) =0
N
[ tia Euler-L tru 1) est 0L g < oL 0
iar ecuatia Euler-Lagrange pentru 1) este: ==l =)=
o 9(0,%)
avem a—%:i’y“@,ﬂp—mw ; 6C_ =0
o7 U 90,0)
Din ec. Euler-Lagrange (29) pt. d¢ m —
obtinem ecuatia Dirac pentru : ’W O mz/J_O‘

Din ec. Euler-Lagrange (29) pt. ¢ . _
obtinem ec. Dirac adjunct3 pt. 1: FOppy" +my =0
Solutia pentru £ >0 (particule) este: (X, t)=u(p) e~ 'PX
Solutia pentru E <0 (antiparticule) e: ¥(X, t)=v(p) et P>
1 0 —o-p 0
0 1 El+m| [—o
Spinorii: utD=N| o-p |, 0 ;v =N 0 . | 1El+
E+m o-p 1 0
0 E+m 0 1

©



Lagrangian de camp Maxwell



Lagrangian de camp Maxwell

= 2 8 0B
V. E=L (a) Vx -
» Ecuatiile Maxwell: €0 ot

mu

. L. OF
V-B=0 (b) VX B=pugd + poco—

-

ot



Lagrangian de camp Maxwell

» Ecuatiile Maxwell: €0 ot

potentialele scalar ¢ si vector A:

» Campurile E Si B sunt date de E:—@p— —
B



Lagrangian de camp Maxwell

- o 5 o B
V.E=P (a) vxE=-8 (c)
> Ecuatiile Maxwell €0 ot oF (44)
V-B=0 (b) 6><§:,u0j+/i060§ (d)
2B . o OA
» Campurile E si B sunt date cie E=—Vp-— e (45)
potentialele scalar ¢ si vector A: Bo% x A

» De data asta cdutdm ecuatiile de cdmp EM (Maxwell) (44) cu ajutorul
ecuatiilor Euler-Lagrange (29). Pentru aceasta avem nevoie de



Lagrangian de camp Maxwell

. I B

G.E-L (s wxE--2B (c
Ecuatiile Maxwell: €0 ot z (44)

V-B=0 (b) 6><§:Moj+uogoa (d)
Campurile E si B date d E=-V oA
ampurile £ g1 5 sunt date de =— gp—a (45)

potentialele scalar ¢ si vector A:

De data asta cdutdm ecuatiile de cdmp EM (Maxwell) (44) cu ajutorul
ecuatiilor Euler-Lagrange (29). Pentru aceasta avem nevoie de

Lagrangian-ul pt.

campul EM este: (46)

1 1 I
£—<€0E2—BZ>—/)<,9—|—J~A
2 o




Lagrangian de camp Maxwell

. _ - 0B

V. E=L (a) UxE=-2 (c)
Ecuatiile Maxwell: €0 ot oF (44)

V-B=0 (b) 6><§:,U0j+ﬂoﬁoa (d)
Campurile E si B date d E=-V oA
ampurile S sunt date 1e =— @—E (45)

potentialele scalar ¢ si vector A:

De data asta cdutdm ecuatiile de cdmp EM (Maxwell) (44) cu ajutorul
ecuatiilor Euler-Lagrange (29). Pentru aceasta avem nevoie de

Lagrangian-ul pt.

campul EM este: (46)

1 1 .
£:<60E2—B2> —pp+J-A
2 o

L contine termenii: (1) - densit. de energie din cdmpul EM, (2) - densit.

de energia data de interactia densit. de sarcind p cu potential scalar  si

(3) - densit. de energie data de interactia densit. de curent Jcu potential
vector A (vezi (16) " particuld in camp EM” din Mecanica-Clasic).



Lagrangian de camp Maxwell

. _ - 0B
vV.-E=L (a) VxE=—— (c)
Ecuatiile Maxwell: €0 ot oF (44)
V-B=0 (b) 6><§:,U0-7+MOGOE (d)
Campurile E si B sunt date d E=-V _0A
ampurile E si B sunt date de = %) T (45)

potentialele scalar ¢ si vector A:

De data asta cdutdm ecuatiile de cdmp EM (Maxwell) (44) cu ajutorul
ecuatiilor Euler-Lagrange (29). Pentru aceasta avem nevoie de

Lagrangian-ul pt.

campul EM este: (46)

L== <€0E2—1B> pp+J-A

L contine termenii: (1) - densit. de energie din campul EM, (2) - densit.

de energia data de interactia densit. de sarcind p cu potential scalar  si

(3) - densit. de energie datd de interactia densit. de curent Jcu potential
vector A (vezi (16) " particul3 in camp EM” din Mecanica-Clasic¥).



Ecuatiile Maxwell (a)
Ecuatiile de cAmp (ecuatilede 9L 0 0L 6( oL
o(

= 2
miscare Euler-Lagrange) (29) dq; 0t 0gq; )> 0 &)

6%‘
unde variabilele independente (coordonatele) g; de cdmp de data asta
sunt potentialul scalar ¢ si componentele de potential vector A, Ay, A,.

Evaludm intai termenii pt. g;=¢ din ec. E-L (29) cu expresia £ (46):

., 0oL oL oL
adica: —=—p ; —=0; pt. —— avem V«p:—
I op (V)
ar or o(leE?)  O(3e(E+EI+ED) .
(Vo) OE.  0E OE, -

si la fel pentru componentele dupd y si z, atunci:

= OL d (oL d (oL d (oL = -
V(@(W)) “aloe) o loe) - log) v £

Inlocuind Tn (29), avem: d—ﬁ—ga—ﬁ—ﬁ dfﬁ = —p+eV-E=0
dp 0tdp  \9(Ve)

sau V- -E=L] adics am obtinut I-a ecuatie Maxwell (44)-(a

60 «4O0)>» «Fr «=E)r» « )

)-
nae




Ecuatiile Maxwell (a)
» Ecuatiile de cAmp (ecuatiilede 0L _885_6( oL ) 0 (20)
miscare Euler-Lagrange) (29) dq; 0t 04g; a(ﬁqi)
unde variabilele independente (coordonatele) g; de cdmp de data asta
sunt potentialul scalar ¢ si componentele de potential vector A, A, A,.




Ecuatiile Maxwell (a)

» Ecuatiile de cAmp (ecuatiilede 0L —aaﬁ—6< oL ) 0 (20)
miscare Euler-Lagrange) (29) dq; 0t 04; a(ﬁq;)

unde variabilele independente (coordonatele) g; de cdmp de data asta

sunt potentialul scalar ¢ si componentele de potential vector A,, A, A,.

Evaludm intai termenii pt. g;=¢ din ec. E-L (29) cu expresia L (46):

., oL oL oL
adica: —=—p ; —=0; pt. —— avem V«p:—
¢ P (V)
ar or o(leE?)  O(3e(E+EZ+ED) .
T o(Fe) OB O0E. OF, = ok

si la fel pentru componentele dupd y si z, atunci:

- oL d /oL d /oL d /oL -
V<a(w))‘w(af)‘dy(aa)‘dz(aa)*wf




Ecuatiile Maxwell (a)
Ecuatiile de cAmp (ecuatilede 0L 0 9L ﬂ( oL >:0 (29)

miscare Euler-Lagrange) (29) dq; 0t 04; a(ﬁq;)

unde variabilele independente (coordonatele) g; de cdmp de data asta
sunt potentialul scalar ¢ si componentele de potential vector A,, A, A,.
Evaludm intéi termenii pt. g;=¢ din ec. E-L (29) cu expresia £ (46):

adica: %:_p ; 8*4:0 ; pt. 85 avem Vo=—E,

¢ d¢ (V)
oL oL 0(30E?) 3(%60(EX2+E5+E3)) .
(Vo) 9E. O0E. 9E, B

si la fel pentru componentele dup3 y si z, atunci:

Y d(oL\ d (oL d (oL L -
V(g-;(w)) dx<8Ex> dy<8Ey) dz<aEz) oV

Inlocuind Tn (29), avem: %—2%—6 i :—p+eoﬁ - E=0
dp  O0tdp (V)
sau V-E=L] adics am obtinut I-a ecuatie Maxwell (44)-(a).
€0




Ecuatiile Maxwell (a)
Ecuatiile de cAmp (ecuatilede 0L 0 9L ﬂ( oL ) 0 (20)
miscare Euler-Lagrange) (29) dq; 0t 04; a(ﬁqi)
unde variabilele independente (coordonatele) g; de cdmp de data asta
sunt potentialul scalar ¢ si componentele de potential vector A,, A, A,.
Evaludm intéi termenii pt. g;=¢ din ec. E-L (29) cu expresia £ (46):

oL oL >
adica: —=—p ; —=0; pt. ~ avem Vip=—E,

a0 " 9p (V) i
oL oL 0(30E?) O(3eo( E2+EZ+E2)) .
AV  0E 0B OE, =~ okx

si la fel pentru componentele dup3 y si z, atunci:

(0L \_ d(0L) _d(OL\ d(OL)\ o E

o(Ve)  dx\0E/ dy\OE,) dz\0E;) °
Inlocuind in (29), avem: a—ﬁ—ga—ﬁ—ﬁ afﬁ =—p+eV-E=0
v Op Oty (V)

sau V-E=L| adics am obtinut l-a ecuatie Maxwell (44)-(a).
€0




Ecuatiile Maxwell (d)

» Ecuatiile Euler-Lagrange (29) oL 0 0L of oL '\ _ (29)
pentru gi=A; (i=x,y,2) DA; Ot PA; aVA))

» Densitatea de Lagrangian 1 , 1 - o
(46) pt. campul EM este: [::5 €k 7%8 —pptJ-A (46)

» Explicit, campurile E si B sunt legate de potentialele ¢ si A prin (45):
- . - - 8(,9 e 8(,0 A\ 6@ -\ 7
E=Ei+Ej+Ek=(-5"—A« ——L—A —ZE A )k
ek (A (A (5

! J
B=VxA= (i)/&x 2/dy 8/02)- (0, A~ 0. A) I+ (- Ac— 0. A) [+ (A, — 0, A) K
A A A, o
> I_Dt.A,-:AX, termenul din £ (46) ce depinde de A, este J - A, cel ce depinde de

Ay este egE? /2, iar cel ce depinde de 9;A, este —B? /2. Atunci (29) devine:

(J-A) 0 0(oE?)2) <~ 9 (0(—B?/2u0)\ !
0A. Ot 0A, ‘Zaxj-( 9(9;A) ) N
) 0 edE> IE 0 1 0B> OB

At dy A+ I A) — 2005 C o
DANTAT A LA = 50 BE oA Z < 3 20 0B D(9;A)
OE. 1/0B, 0B,
1(0B, 09B:Y\_ E
hteogy ot +u0( Jdz Oy ) lafelpt. ysiz=| VxB= u0J+poeoa
—_—— ot

—(VxB)y
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Ecuatiile Maxwell (d)

» Ecuatiile Euler-Lagrange (29)
pentru g;=A; (i=x,y,2)

oL 0 oL

0A; Ot 8AI

oL
I(VA)

i)



Ecuatiile Maxwell (d)

» Ecuatiile Euler-Lagrange (29) oL 0 0L =f OL
: —————-V|—=—]=0 (29)
pentru gi=A; (i=x,y,2) 0A; 0Ot 9A; I(VA)
» Densitatea de Lagrangian 1 , 1 - o
(46) pt. campul EM este: D) €@k 7%8 —pptJ-A (46)



Ecuatiile Maxwell (d)

» Ecuatiile Euler-Lagrange (29) %—2%—6 oL )_0 (29)
pentru g;=A; (i=x,y,z) 0A; Ot 9A; AVA)

» Densitatea de Lagrangian 1 ) ) - o
(46) pt. cAmpul EM este: £:§<60E ——B% | —pp+J-A (46)

» Explicit, campurile E Si B sunt legate de potentialele ¢ si A prin (45):
k

2 _ s s T 8(,9 A rd 8(,0 A\ 8@ A

E = EXI+EyJ+_’Ezk_’(aX_>AX>/+< By Ay>1+< 7 A,

I | B R .

B=V xA=|0/0x 0/dy 0/0z|= (,A:—0.A) I+ P-A—0.A) [+ (A, ~0,A) K
Ac A A,



Ecuatiile Maxwell (d)

» Ecuatiile Euler-Lagrange (29) oL 0 0L =f OL
pentru gi=A; (i=x,y,2) DA; Ot YA A(VA)
» Densitatea de Lagrangian 1 , 1 5 .
(46) pt. campul EM este: LZE ok _%B —pp+J-A (46)
» Explicit, campurile E Si B sunt legate de potentialele ¢ si A prin (45):
=2 - -2 e E)cp A\ (930 A\ 3@ -\
E=EitEj+Ek=(-22—A)it (- 22— A )j+ (- 22— A,)k
I+ ij: _‘( x >I+< Dy y>j+< 97
Lo . - ,
B=V xA=|0/0x 0/dy 0/0z|= (,A:—0.A) I+ P-A—0.A) [+ (A, ~0,A) K
Ay A, A,

> I_Dt.A,-:AX, termenul din £ (46) ce depinde de A, este J- A cel ce depinde de
A, este €gE? /2, iar cel ce depinde de 9;A, este —B? /2. Atunci (29) devine:
o(J-A) 9 deoE?/2) i 0 (0(=B*/2m0)\ _
OA, ot A, “ox\ 9A) )
0 aean 8E .0 1 0B® 0B
Ax A Az) = s me S5 A A
FASIAEH A+ SAL) Z < 9 2u0 0B D(9;A)

0E, 1/0B, 0B -

Jx — == -2 )=0 - o - OE

gy ot +u0( 0z Oy ) lafel pt. ysiz=| VXxB=puoJ + poco—
—_——

ot
—(VxB)y



Ecuatiile Maxwell (d)

» Ecuatiile Euler-Lagrange (29) oL 72%76 oL 0 (29)
pentru gi=A; (i=x,y,z) DA; Ot YA (VA
» Densitatea de Lagrangian 1 ) ) - o
(46) pt. cAmpul EM este: 'C:E €E"——B%|—pp+J-A (46)
» Explicit, campurile E Si B sunt legate de potentialele ¢ si A prin (45):
et (9 i\t ( 9 i\7. ([ 9% i\r
E_EX/JrEyJJ:Ezk__( ox. AX>/+< By Ay)1+< 97 A,k
N . B ,
B=V xA=|0/0x 0/dy 0/0z|= (,A:—0.A) I+ P-A—0.A) [+ (A, ~0,A) K
Ay A, A,

> I_Dt. A;=A,, termenul din £ (46) ce depinde de A, este J- ﬁ cel ce depinde de
A, este egE? /2, iar cel ce depinde de 9;A, este —B?/2p0. Atunci (29) devine:

OU-A) 0 f?/2) g~ 0. (a<—32/zuo)) o

0A. 9t  0A, = 5\ GA)
9 0 IE> JE ~ 9 1 9B 0B
A —— (At Ay+JA)_a§87E8A +j:1 87,-270873%70

E. 1(0B, 9B
Joteo? X+u<ay_a Z)z

. 4 - oF
ot o\ 0z Oy lafel pt. ysiz=| VXxB=puoJ + poco—
————

ot

—(VxB)yx



Ecuatiile Maxwell (b)-(c)



Ecuatiile Maxwell (b)-(c)

> Celelalte doud ecuatii Maxwell (44) (b)-(c) se obtin imediat din expresiile
(45) ale campurilor prin potentiale.
Pentru B=V x A, deoarece divergenta de rotor este zero, avem imediat:

V - B=div(B)=div(V x A)=div rot(A)=0 (b)



Ecuatiile Maxwell (b)-(c)

> Celelalte doud ecuatii Maxwell (44) (b)-(c) se obtin imediat din expresiile
(45) ale campurilor prin potentiale.
Pentru B=V x A, deoarece divergenta de rotor este zero, avem imediat:

V - B=div(B)=div(V x A)=div rot(A)=0 (b)
» Pentru Ez—ﬁg@—@ﬁ/@t, deoarece rotor din gradient este zero, avem,

6><E:rot(E):—rotgrad(go)—%rot(ﬁ)Z*% (c)



Ecuatiile Maxwell (b)-(c)

> Celelalte doud ecuatii Maxwell (44) (b)-(c) se obtin imediat din expresiile
(45) ale campurilor prin potentiale.
Pentru B=V x A, deoarece divergenta de rotor este zero, avem imediat:

V - B=div(B)=div(V x A)=div rot(A)=0 (b)
» Pentru Ez—ﬁgp—@ﬁ/@t, deoarece rotor din gradient este zero, avem,

V x E:rot(E):—rotgrad(gp)—irot(ﬁ):—%'f (c)



Ecuatiile Maxwell (b)-(c)

> Celelalte doud ecuatii Maxwell (44) (b)-(c) se obtin imediat din expresiile
(45) ale campurilor prin potentiale.
Pentru B=V x A, deoarece divergenta de rotor este zero, avem imediat:

V - B=div(B)=div(V x A)=div rot(A)=0 (b)
» Pentru Ez—ﬁgp—@ﬁ/@t, deoarece rotor din gradient este zero, avem,

V x E:rot(E):—rotgrad(gp)—irot(ﬁ):—%'f (c)



Camp scalar real

A>0

],LZ<0

A>0

V(o)

V(o)




Camp scalar real
» Lagrangian-ul unui camp scalar real ¢, similar cu Lagrangian-ul unui

. . . 2
oscilator armonic (L= T — V = Z1x? — ™ x?), este de forma:

V(o)
V(o)

L= T—V:% (aHQO)Z o V(g@) (47) w>04>0 w<01>0
unde

Vie) = 5 (262 + 37¢") a9
unde 12 si \ sunt doi parametri 1 ‘
reali, parametrii liberi ai teoriei. ’ ’




Camp scalar real
» Lagrangian-ul unui camp scalar real ¢, similar cu Lagrangian-ul unui

. . . 2
oscilator armonic (L= T — V = Z1x? — ™ x?), este de forma:

V(o)
V(o)

L=T—V= (Bup)? — V(g) (47) | it y—ssnao
unde

V(p) = % <M2s02 + ;W“) (48)
unde 2 si A sunt doi parametri
reali, parametrii liberi ai teoriei.

0 ‘ —

» In cazul 42>0 si A\ >0 potentialul (48) are forma de potential de oscilator
armonic (fig. stanga), cu particul de mas3 reald pozitivd (u? > 0).



Camp scalar real
Lagrangian-ul unui camp scalar real ¢, similar cu Lagrangian-ul unui

. . . 2
oscilator armonic (L= T — V = Z1x? — ™ x?), este de forma:

L=T—V= (Bup)? — V(g) (47) | it y—ssnao
unde

V(p) = % <M2902 + ;/\sf)“) (48)
unde 2 si A sunt doi parametri
reali, parametrii liberi ai teoriei.

V(o)
V(o)

0 ‘ —

In cazul u?>0 si A>0 potentialul (48) are forma de potential de oscilator
armonic (fig. stanga), cu particuld de mas# reald pozitivd (12 > 0).

In cazul p? <0 si A>0, potentialul are forma din dreapta. O particuld din
centrul de simetrie, cu masa imaginara (termenul de mas3 ;2 < 0) nu se
mai opune scoaterii din pozitia de simetrie ¢(x) = 0, dimpotrivd, spontan
se poate deplasa din aceasta pozitie, pana ajunge intr-una din pozitiile de
minim de potential (aflat prin anularea derivatei %:u2+>\gp2:0), adica:

— 2

go—iv_i\/T (49)



Camp scalar real
Lagrangian-ul unui camp scalar real ¢, similar cu Lagrangian-ul unui

. . . 2
oscilator armonic (L= T — V = Z1x? — ™ x?), este de forma:

L=T—V= (Bup)? — V(g) (47) | it y—ssnao
unde

Vie)= 5 (126 + 37¢*) a9
unde 2 si A sunt doi parametri
reali, parametrii liberi ai teoriei.

V(o)
V(o)

0 ‘ —

In cazul u?>0 si A>0 potentialul (48) are forma de potential de oscilator
armonic (fig. stanga), cu particuld de mas3 reald pozitivd (u? > 0).

In cazul p? <0 si A>0, potentialul are forma din dreapta. O particuld din
centrul de simetrie, cu masa imaginara (termenul de mas3 12 < 0) nu se
mai opune scoaterii din pozitia de simetrie ¢(x) = 0, dimpotrivd, spontan
se poate deplasa din aceasta pozitie, pana ajunge intr-una din pozitiile de
minim de potential (aflat prin anularea derivatei %:u2+)\gp2:0), adica:

—,u2



Camp scalar complex

R
T\
st 2
S




(p1 + ip2)

2

Camp scalar complex
_1

» Fie un camp scalar complex ¢




Camp scalar complex

» Fie un camp scalar complex ¢ = % (1 +ip2) = \/iér elw

» Lagrangian-ul acestui cdmp scalar complex ¢, este de forma

L=T—-V=(0,9)"(0"¢) = V()  (50)
unde 1 1

Vo) =3 (1o 3R)  (51)
p? - parametru de mas3
A - constantd de cuplaj de self-interactie




Camp scalar complex

» Fie un camp scalar complex ¢ = % (1 +ip2) = \/iér elw

» Lagrangian-ul acestui cdmp scalar complex ¢, este de forma

L=T—-V=(0up)"(0"¢) = V(¢)  (50)
unde 1 1
Vie) =3 (uzw*w + §A(<p*<p)2> (51)
p? - parametru de mas3
A - constanta de cuplaj de self-interactie

» Campul descris de acest Lagrangian depinde de parametrii ;2 si .
- In cazul u? > 0, cAmpul ¢ este un camp scalar de self-interactie, avand
cuantele de particule si antiparticule de mas3 reald p.
- In cazul py? < 0, cAmpul ¢ este de mas3 imaginard (u? < 0).



Camp scalar complex
> Fie un camp scalar complex ¢ = 3 (@1 + ip2) = %r el
» Lagrangian-ul acestui cdmp scalar complex ¢, este de forma

L=T—-V=(0up)"(0"¢) = V(¢)  (50)
unde 1 1
Vie) =3 (u%*w + Qk(w*w)2> (51)
p? - parametru de mas3
A - constanta de cuplaj de self-interactie

» Campul descris de acest Lagrangian depinde de parametrii 12 si .
- In cazul pu? > 0, cAmpul ¢ este un cAmp scalar de self-interactie, avand
cuantele de particule si antiparticule de mas3 reald p.
- In cazul u? < 0, cAmpul ¢ este de masa imaginard (u? < 0).

> Potentialul (51) are n origine un maxim V/(0) = max de echilibru instabil
(vezi Figura), iar pentru valoarea de vacuum, un set intreg de valori
continui de minim, dispuse pe un cerc la baza potentialului, de raza v
datd de v = |p?| = 3 + 3 = —“72. De unde p? = —\v?, astfel c3
potentialul (51) V/(y) se poate scrie V() = —3Av20*p + 2A(p*¢)?
Acum, starea de minim (fundamentald sau de vacuum) are valoarea de
camp diferitd de zero || = v, cu o fazd « arbitrard. Adic3 avem o
multime (degenerare) de stari de vacuum |0,).




Camp scalar complex

» Fie un camp scalar complex ¢ = % (1 +ip2) = %r elw

» Lagrangian-ul acestui cdmp scalar complex ¢, este de forma

L=T—-V=(0up)"(0"¢) = V(¢)  (50)
unde 1 1
Vie) =3 (uzw*cp + zk(w%f) (51)
p? - parametru de mas3
A - constanta de cuplaj de self-interactie

» Campul descris de acest Lagrangian depinde de parametrii 12 si .
- In cazul pu? > 0, cAmpul ¢ este un cAmp scalar de self-interactie, avand
cuantele de particule si antiparticule de mas3 reald p.
- In cazul u? < 0, cAmpul ¢ este de masa imaginard (u? < 0).

> Potentialul (51) are T origine un maxim V/(0) = max de echilibru instabil
(vezi Figura), iar pentru valoarea de vacuum, un set intreg de valori
continui de minim, dispuse pe un cerc la baza potentialului, de razd v
datd de v2 = |p?| = 2 + @3 = —”72. De unde p? = —\v?, astfel c3
potentialul (51) V() se poate scrie V() = —3Av20*p + 2A(p*¢)?
Acum, starea de minim (fundamentald sau de vacuum) are valoarea de
camp diferitd de zero |p| = v, cu o fazd « arbitrard. Adic3 avem o
multime (degenerare) de st3ri de vacuum |0,,).



Mecanismul Higgs
» In cazul in care campul scalar ¢ se cupleaza cu un cdmp de bosoni
vectoriali de masa nuld A, Lagrangian-ul devine

: ! ) ! 1
L= (8 + igA.) " (0" — igA") o = V(p"¢) = L Fu F (52)
Campul scalar ¢ asa cum am vazut mai Tnainte, are doud moduri normale
de oscilatie T jurul minimului de vacuum, unul azimutal ca un cdmp de
masa nuld de-a lungul minimului de potential si celdlalt radial ca un camp
masiv. Prin adaugarea campului de bosoni de gauge de masa nula situatia
devine mai complexa.
Transformarea de faza, ce pastreaza Lagrangian-ul invariant,
p(x) — @'(x) =¢(x) e’9(><1)
li Js
Aulx)  — ALx) = Aulx) + ad,,e(x)

leagda modurile normale de oscilatie atat pentru campul scalar cat si
pentru cel vectorial, astfel cd noile cdmpuri le putem scrie sub forma

P = é(rowl(x)) unde 1 = | /27N
A0 = Aul)+ 8,000
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Mecanismul Higgs
» In cazul in care campul scalar ¢ se cupleaza cu un cadmp de bosoni
vectoriali de masa nuld A, Lagrangian-ul devine

. % . * 1 v
L= (0, +iqA.) 9" (0" — igA") p — V(p"¢) — 2 F " (52)

Campul scalar ¢ asa cum am vazut mai Tnainte, are doud moduri normale
de oscilatie T jurul minimului de vacuum, unul azimutal ca un cdmp de
masa nuld de-a lungul minimului de potential si celdlalt radial ca un camp
masiv. Prin adaugarea campului de bosoni de gauge de masa nula situatia
devine mai complexa.

Transformarea de faza, ce pastreaza Lagrangian-ul invariant,
p(x) — ¢'(x) =e(x) e’i‘)(xl)
) AL = A+ 2,00

leagd modurile normale de oscilatie atat pentru cdmpul scalar cat si
pentru cel vectorial, astfel ca noile cdmpuri le putem scrie sub forma

P(x) = \%(ro—kr(x)) unde rO:’\/—/ﬂ/)\‘

A0 = A+ 0,6()



Mecanismul Higgs
» In cazul in care campul scalar ¢ se cupleaza cu un cdmp de bosoni
vectoriali de masa nuld A, Lagrangian-ul devine

. % . * 1 v
L= (0, +iqA.) ¢" (0" — igA") p — V(p"¢) — 2 F " (52)

Campul scalar ¢ asa cum am vazut mai Tnainte, are doud moduri normale
de oscilatie T jurul minimului de vacuum, unul azimutal ca un cdmp de
masa nuld de-a lungul minimului de potential si celdlalt radial ca un camp
masiv. Prin adaugarea campului de bosoni de gauge de masa nula situatia
devine mai complexa.

Transformarea de fazd, ce pastreaza Lagrangian-ul invariant,
p(x) — ¢'(x) =e(x) e’i‘)(xl)
) AL = A+ 2,00

leaga modurile normale de oscilatie atat pentru cdmpul scalar cat si
pentru cel vectorial, astfel c3 noile cdmpuri le putem scrie sub forma

P(x) = \%(ro—kr(x)) unde rO:’\/—;ﬂ/)\‘

A0 = A+ 0,60



Mecanismul Higgs (cont)

» Lucrul cel mai important este ca prin redefinirea campurilor de mai sus,
oscilatiile azimutale 6(x) ale campului scalar se cupleaza cu cele ale
campului de bosoni de gauge A’(x). Acesta este datorat mecanismului de
rupere spontana de simetrie. Componenta 0(x) a campului scalar de masa
nula de oscilatie azimutal intra in componenta noului camp de bosoni de
gauge A’(x) ca urmare a transformarii de faza.

Oscilatiile azimutale ale campului scalar devin oscilatii longitudinale ale
noului camp de gauge. O particula de masa nula se misca cu viteza
luminii, deci nu poate oscila pe directia de miscare. Adaugarea unui nou
mod de oscilatie longitudinal, conduce la crearea unui camp de gauge
masiv.

Noul camp de gauge a devenit masiv, desi invarianta la transformarea de
faza nu a fost afectata. Valoarea campului scalar in pozitia de minim
determina masa noului boson de gauge, si ca o consecinta determina si
domeniul de actiune al fortei pe care o mediaza.

Sistemul de cuplare al acestor campuri formeaza mecanismul Higgs, iar
campul scalar de bosoni masivi rezultati formeaza campul Higgs.
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Mecanismul Higgs (cont)

» Lucrul cel mai important este ca prin redefinirea campurilor de mai sus,
oscilatiile azimutale 6(x) ale campului scalar se cupleaza cu cele ale
campului de bosoni de gauge A’(x). Acesta este datorat mecanismului de
rupere spontana de simetrie. Componenta 0(x) a campului scalar de mas3
nula de oscilatie azimutal intra in componenta noului camp de bosoni de
gauge A’(x) ca urmare a transformarii de faza.

Oscilatiile azimutale ale campului scalar devin oscilatii longitudinale ale
noului camp de gauge. O particula de masa nula se misca cu viteza
luminii, deci nu poate oscila pe directia de miscare. Adaugarea unui nou
mod de oscilatie longitudinal, conduce la crearea unui camp de gauge
masiv.

Noul camp de gauge a devenit masiv, desi invarianta la transformarea de
faza nu a fost afectata. Valoarea campului scalar in pozitia de minim
determina masa noului boson de gauge, si ca o consecinta determina si
domeniul de actiune al fortei pe care o mediaza.

Sistemul de cuplare al acestor campuri formeaza mecanismul Higgs, iar
campul scalar de bosoni masivi rezultati formeaza campul Higgs.



Mecanismul Higgs (cont)

» Lucrul cel mai important este ca prin redefinirea campurilor de mai sus,
oscilatiile azimutale 6(x) ale campului scalar se cupleaza cu cele ale
campului de bosoni de gauge A’(x). Acesta este datorat mecanismului de
rupere spontana de simetrie. Componenta 6(x) a campului scalar de mas3
nula de oscilatie azimutal intra in componenta noului camp de bosoni de
gauge A’(x) ca urmare a transformarii de faza.

Oscilatiile azimutale ale campului scalar devin oscilatii longitudinale ale
noului camp de gauge. O particula de masa nula se misca cu viteza
luminii, deci nu poate oscila pe directia de miscare. Adaugarea unui nou
mod de oscilatie longitudinal, conduce la crearea unui camp de gauge
masiv.

Noul camp de gauge a devenit masiv, desi invarianta la transformarea de
faza nu a fost afectata. Valoarea campului scalar in pozitia de minim
determina masa noului boson de gauge, si ca o consecinta determina si
domeniul de actiune al fortei pe care o mediaza.

Sistemul de cuplare al acestor campuri formeaza mecanismul Higgs, iar
campul scalar de bosoni masivi rezultati formeaza campul Higgs.
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Elementul invariant 4-dim de sp. fazelor (unitdti h=c=1)



Elementul invariant 4-dim de sp. fazelor (unitdti h=c=1)

» Fie elementul 4-dim d*p=dE-d%p. 4-impulsul p=(E, B) se transf.ca si
4-vectorul x=(t,X). In transf. Lorentz, variatia dE este o "dilatare” cu
factorul ~y la fel ca dt, iar variatia d3p este o "contractie” pe directia de
miscare cu factorul 1/7 la fel ca d®x. Deci d*p=dE-d% este invariant.



Elementul invariant 4-dim de sp. fazelor (unitdti h=c=1)
> Fie elementul 4-dim d*p=dE-d%B. 4-impulsul p=(E, B) se transf.ca si
4-vectorul x=(t,X). In transf. Lorentz, variatia dE este o "dilatare” cu
factorul v la fel ca dt, iar variatia d3p este o " contractie” pe directia de
miscare cu factorul 1/7 la fel ca d®x. Deci d*p=dE-d% este invariant.
> La integrarea dup3 4-impuls d*p a unei functii invariante Lorentz f(p)
tinem cont de legdtura Tntre cele 4 componente p,,, prin conservarea
energiei £2=p>+m?, legdturd ce se exprim3 prin functia delta §(p? —m?),
cu p2:pup“:E2fﬁ2. Atunci integrala cautatd este
/ P (2m) (p) i(5* - m?)
R G
Constanta 27 a fost introdusa pt. uz ulterior. Conditia E > 0 de integrare
reaminteste faptul ca energia relativista este Tntotdeauna pozitiva. Folosind

(53)

relatia pt. functia §[f (x)] = 7‘[”/2)(‘ d(x—x0) cu xg solutia pt.f(x)=0, avem
! 1
2_ _’27 2 —_—— — = — —
o[E2~ 1B~ m?] e E B =5 E B (59)

cusolutia >0: Ey(B)=-+1/|B|+m?. Integrand (53) dup dE, folosind (54)

"d3p dE . . "dBp 1 L
/(27r)3 f(E,p)é(E2f\P|27m2> E>0/(27T)3 ) f(Eo(B),B) (55)
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Constanta 27 a fost introdus3 pt. uz ulterior. Conditia E > 0 de integrare

reaminteste faptul ca energia relativista este Tntotdeauna pozitiva. Folosind

relatia pt. functia 6[f(x)]:W6(x—xo) cu xg solutia pt.f(x)=0, avem
0
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cusolutia >0: Ey(B)=-+1/|B|+m?. Integrand (53) dup¥ dE, folosind (54)
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/(27r)3 f(E,p)é(ELIpP,mz) E;/(%)a SEs(F) f(Eo(B),P) (55)
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Functionala si Derivata functionala
» Daci o functie f(x) d3 o valoare numeric3 f pentru o valoare de intrare x,

b
o /
o functionald F[f] este de forma integralei: FIf] _/a Llx, £(x), £(x)] dx
(56)
ex. timp, lungime, actiune, etc. adicd o val. numeric3 pt. o traiectorie f(x).
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Lagrangian de campuri clasice

» Lagrangianul L(p,¢) de campuri B { . L }
clasice este o functional3 de ¢ si ¢: Le)=L|e(X, 1), ¢(%, 1) (58)

Scris prin densit. de Lagrangian:  L(t) z/d3)_<'£ {4,0()_5, t),Vio(X, t),o(X, t)} (59)
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clasice este o functional3 de ¢ si ¢: Le)=L|e(X, 1), 2(%. 1) (58)
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