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Exprimarea campuri
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» Ecuatiile Maxwell sunt:

<L < <
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lor EM prin potentiale
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€0 03
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E=—% (b)
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Exprimarea campurilor EM prin potentiale

V.- E=L (a)

€0 A5

- o 0B
> Ecuatiile Maxwell sunt: VXE =50 (b)
V-B=0 £ (c)
VxB = uojﬂman (d)

Deoarece divergentd de rotor este

» |zero, campul B (1.c) se poate scrie B—% A

ca rotorul unui cAmp vectorial A:

(1)



V-E= Eﬁ (a)
03
- = 0B
» Ecuatiile Maxwell sunt: Yxé T3 (b)
V-B=0 L (o)
S o - OE
VxB = NOJ'*‘NOEOE (d)

Deoarece divergenta de rotor este

» |zero, cadmpul B (1.c) se poate scrie B—v«A
ca rotorul unui camp vectorial A:

_ |Inlocuind B in . O(VxA) L (e
(1.b) , avem, Y % E:—iat sau Vx|E+
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V-E=L (a)
€0 0B
. 0B
Ecuatiile Maxwell sunt: VXE =50 (b)
V- B = SE (¢)
VxB = HO.I"FNOEOE (d)
Deoarece divergenta de rotor este
zero, campul B (1.c) se poate scrie B—% A

ca rotorul unui camp vectorial A:

tul unui camp scalar ¢,

Inlocuind B in , 8(§Xﬁ) . (= 0A
(1.b) , avem, V% E:—iat sau VX +E
Deoarece rotor de gradi- B -
ent este zero, paranteza| = OJA = o = 0A
se poate scrie ca gradien- t ot V¢ sau | B = ot
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vV.E=L (a)
€0 A5
- o 0B
Ecuatiile Maxwell sunt: VXE =50 (b)
V-B=0 . (o)
S o - OE
VxB = HOJ‘FHOEOE (d)
Deoarece divergenta de rotor este
zero, campul B (1.c) se poate scrie B—% A

ca rotorul unui camp vectorial A:

Inlocuind B in
(1.b) , avem,

Deoarece rotor de gradi-

ot

Y x E:—M sau VX <_,+a,2\'> =0

ent este zero, paranteza| = OA
se poate scrie ca gradien- ot

tul unui camp scalar ¢,

Deci, campul electric are doua surse posibile, una de camp electric
stationar, datd de —V¢ si una indusd magnetic, datd de 0A/0t.
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Exprimarea campurilor EM prin potentiale

vV.E=L (a)
€0 A5
- o 0B
Ecuatiile Maxwell sunt: VXE =50 (b)
V- B = L (o)
S o - OE
VxB = HOJ‘FHOEOE (d)
Deoarece divergenta de rotor este
zero, campul B (1.c) se poate scrie B—% A

ca rotorul unui camp vectorial A:

Inlocuind B in
(1.b) , avem,

Deoarece rotor de gradi-

ot

Y x E:—M sau VX (q—i-&Z\)) =0

ent este zero, paranteza| = OA
se poate scrie ca gradien- ot

tul unui camp scalar ¢,
Deci, campul electric are doua surse posibile, una de camp electric
stationar, datd de —V¢ si una indusd magnetic, datd de 0A/0t.
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Ecuatia de propagare unde EM

V-E=0 .

S3 consideram ecuatiile VxE = _9B

> Maxwell in vid, fir3 .. ot
L . V- B = o
sarcini si curentl, . OE
VxB = ,LLOEOE



Ecuatia de propagare unde EM

V-E=0 . (a)
S3 considerdam ecuatiile VxE — _9B (b)
> Maxwell n vid, fir3 = o ot (4)
sarcini si i V-B = = (o)
Inl s curentl, oL OE
VxB = Hoco (d)
> S3 luSm rotorul (Vx) ecuatiei (4.d) si folosind identitatea pentru dublul

produs vectorial, precum si (4.c) obtinem 9 (ﬁx E)

ﬁxﬁxé:ﬁ(ﬁé) ~ V2B = ~V?B = ugeq o



S3 considerdam ecuatiile
vid,

» Maxwell

™

Ecuatia de propagare

sarcini si curenti,

> S3 lu¥m rotorul (Vx) ecuatiei (4.

fara

produs vectorial, precum si (4.c) obtinem
VxVxB=V <ﬁ-§>

» Folosind legdtura cu viteza undelor electromagnetice c=1/,/ug€q si

unde EM

nlocuind V x E din ecuatia (4.b), obtinem ecuatia de propagare a

undelor pt. componenta magnetica B: <

1 92

c2ot2

—v2>é

=0

V-E=0 . (a)
., ob
VXE = —— (b)
ot
= o (4)
V-B=0 SE (c)
S B OE
V% Hoco (d)
d) si folosind identitatea pentru dublul
e = 0 (VxE)
— V?B = —V?B = pgeq o



Ecuatia de propagare unde EM

V-E=0 - (a)
S3 consideram ecuatiile VxE = _9B (b)
Maxwell in vid, firs Lo ot (4)
o . V-B=0 - (o)
sarcini sI curentl, 5 OFE
B = Hoco 5 (d)

V x
S3 ludm rotorul (Vx) ecuatiei (4.d) si folosind identitatea pentru dublul
pIOdlis victorifl, precum si (45) obtmenl ) (Vx E)
VxVxB=Y (vs) ~ V2B = —V2B = noco——

Folosind legatura cu viteza undelor electromagnetice c=1/,/Jig€g i
nlocuind V x E din ecuatia (4.b), obtinem ecuatia de propagare a

. 1 92 B
undelor pt. componenta magneticd B: <c28t2 - V2> B=0| (5

Similar, luidnd rotorul ecuatiei (4.b), n final obtinem ecuatia de

L 1R, =
propagare a componentei electrice E: <c28t2 -V ) E=0 (6)




Ecuatia de propagare unde EM

V-E=0 - (a)
S3 consideram ecuatiile VxE = _9B (b)
Maxwell in vid, firs Lo ot (4)
o . V-B=0 - (o)
sarcini sI curentl, 5 OFE
B = Hoco 5 (d)

V x
S3 ludm rotorul (Vx) ecuatiei (4.d) si folosind identitatea pentru dublul
pIOdlis victorifl, precum si (45) obtmenl ) (Vx E)
VxVxB=Y (vs) ~ V2B = —V2B = noco——

Folosind legdtura cu viteza undelor electromagnetice c=1/,/po€o Si
nlocuind V x E din ecuatia (4.b), obtinem ecuatia de propagare a

o 1 02 5
undelor pt. componenta magneticd B: ((:28t2 - V2> B=0| (5

Similar, ludnd rotorul ecuatiei (4.b), in final obtinem ecuatia de

o 12 )=
propagare a componentei electrice E: <c28t2 -V > E=0| (6)
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Ecuatii Maxwell pt. potentiale EM
» S3 considerdam campul electromagnetic in vid, fard surse: p =0, j =0,
si cu potential electrostatic extern constant ¢ = const (Vi = 0).

In ecuatiile Maxwell (4), ﬁa = (a)
trecem la potentiale prin . OA o . o
nlocuirea campurilor V x T av x A (b)
magnetic (2) B=V xAsi T.UxA=0 (c)
i F=—0A S o = A
electric (3) E=—0A/0t AR vavy poco 2 (d)



Ecuatii Maxwell pt. potentiale EM

» S3 considerdam campul electromagnetic in vid, fara surse: p =0, _7: 0,
si cu potential electrostatic extern constant ¢ = const (Vi = 0).

In ecuatiile Maxwell (4),
trecem la potentiale prin
Tnlocuirea campurilor
magnetic (2) B=V xAsi
electric (3) E=—0A/dt

\ —
» Lucram Tn calibrarea Coulomb V-A=0, implica perpendicularitatea

- 0A

. A 9. -

YX_}EﬁEVXA (b)

V-VxA=0 - (¢

VxV xA=— 82—'4 ((d;
- - N0608t2

oscilatiei A pe directia de miscare k. (a), (b) si (c) sunt identic nule (la (a)
si (b) cu permutarea derivatelor spatiale si temporale, la (c) cu div rot = 0)



Ecuatii Maxwell pt. potentiale EM
> S3 considerdam campul electromagnetic in vid, far3d surse: p =0, j =0,
si cu potential electrostatic extern constant ¢ = const (Vi = 0).

- OA
In ecuatiile Maxwell (4), V-—t = (a)
trecem la potentiale prin . OA o - o
inlocuirea  campurilor V x Fri av XA (b) (7)
magnetic (2) B=V xAsi V.VUxA=0 ()
. Y. vovyrna 27
electric (3) E=—0A/0t \ T« A= ~poco's 5 (d)

» Lucrdm in calibrarea Coulomb V-A=0, implica perpendicularitatea
oscilatiei A pe directia de miscare k. (a), (b) si (c) sunt identic nule (la (a)
si (b) cu permutarea derivatelor spatiale si temporale, la (c) cu div rot = 0)
. e T A - - 0A | .
> Ecuatia (d) VXV xA =V (v : A) — V2A = —V2A = —juoco’y devine
ec. de propagare a undelor. Intr-adevar, folosind legatura cu viteza undelor

1 H? -
electromagnetice c= Ve <c12(()9t2 — V2> A=0 (8)




Ecuatii Maxwell pt. potentiale EM
S3 consideram campul electromagnetic in vid, fard surse: p =0, j =0,
si cu potential electrostatic extern constant ¢ = const (Vi = 0).

Y
In ecuatiile Maxwell (4), V-—t =0 (a)
trecem la potentiale prin . 9A 9 - -
Tnlocuirea campurllor V x ot av XA (b) (7)
magnetic (2) B V><A i V. UxA=0 ~ (o)
i =— S = 02A
electric (3) E=—0A/dt AR vavy oo 3 (d)

Lucrdm 1n calibrarea Coulomb V-A=0, implica perpendicularitatea
oscilatiei A pe directia de miscare k. (a), (b) si (c) sunt identic nule (la (a)
si (b) cu permutarea derivatelor spatiale si temporale, la (c) cu div rot = 0)
: N S YA - - 0A | .
Ecuatia (d) VxVxA =V (v : A) — V2A = —V2A = —jugco’y devine
ec. de propagare a undelor. Intr-adevar, folosind legdtura cu viteza undelor

. 1 1 02 -
electromagnetice c = 2 V2 A=
snet Ho€o <c2 ot? v ) 0 (8)

Cu solutia: A(7, t) = Ag exp (E F—wt) unde w= c|k|



Ecuatii Maxwell pt. potentiale EM
S3 consideram campul electromagnetic in vid, fard surse: p =0, j =0,
si cu potential electrostatic extern constant ¢ = const (Vi = 0).

Y
In ecuatiile Maxwell (4), V-—t =0 (a)
trecem la potentiale prin . 9A 9 - -
Tnlocuirea campurllor V x ot av XA (b) (7)
magnetic (2) B V><A i V. UxA=0 ~ (o)
: - 5 o = 02A
electric (3) E=—0A/dt AR vavy oo 3 (d)

Lucram n calibrarea Coulomb V-A=0, implica perpendicularitatea
oscilatiei A pe directia de miscare k. (a), (b) si (c) sunt identic nule (la (a)
si (b) cu permutarea derivatelor spatiale si temporale, la (c) cu div rot = 0)
: N S YA - - 0A | .
Ecuatia (d) VxVxA =V (v : A) — V2A = —V2A = —jugco’y devine
ec. de propagare a undelor. Intr-adevar, folosind legdtura cu viteza undelor

. 1 1 02 -
electromagnetice c = 2 V2 A=
snet Ho€o <c2 ot? v ) 0 (8)

Cu solutia: A(7, t) = Agexp (l? F—wt) unde w= c|k]|
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Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana
pentru un camp vectorial 4,

7= —»Oei(l??—wt)



Solutiile ecuatiilor de unda EM
» Fie solutia de unda plana

pentru un cAmp vectorial 4,
= —»Oei(l??—wt)

» Calculam divergenta de 4,

- . Ou ou ou

V'U — 7X 7}/ + Z
Ox Oy oz

(uox ikx+ oy iky~+ uo ikz)e’(k'“m)

ik-d




Solutiile ecuatiilor de unda EM
» Fie solutia de unda plana
pentru un cAmp vectorial i,

= —»Oei(l??—wt)
» Calculam divergenta de i,
% + % 4 Ou,
Ox Oy oz
= (Uox ik + gy iky+ ty ikz)e'(K7—+1)

=ik-u

V-i=

» Calculdam rotor de i, pe componente,
- Oou, Ou
Vxi)= -

( )X dy 0z

:i(ExﬁX

= (tkyu, — ik, uy)

si similar



Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana > Adic3, rotorul vectorului U este,
pentru un cAmp vectorial i, Vxi=ikxi
0= —»Oel(k~r—wt)

» Calculam divergenta de i,

_ Oux  Ouy,  Ou,

“ox oy "oz

= (uox ikx+ uoy ik, uo; ik, )e(k wt)
—ik-0

<l
<y

» Calculdam rotor de i, pe componente,

= Ouz Ou, . .
(Vxi)= 9y oz = (iky u, —iky uy)
:i(E X ) si similar
(Vxa),=i(K x 8),
(ﬁxﬁ)zzl(l? X i),



Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana
pentru un cAmp vectorial i,
— ei(k~?—wt)

U=t

» Calculam divergenta de i,

» Adica, rotorul vectorului i este,
V x =ik xi

» Deci, actiunea operatorului V, atat
ca divergenta cat si ca rotor, se face

prin Tnlocuirea operatorului V — ik.

- Odux Ou Ouy

V=242
Y= Bx + Oy 0z .

= (uox ikx+ oy ik, +uo; ik, )e' i(kr—wt)
=ik-d
» Calculdam rotor de i, pe componente,

> . Ouy Ou ) )
(Vxi)= dy —T;:(lkyuz—lkzuy)

:i(E X ﬁ)X si similar

(Vxd) =i(kx @),
(ﬁx H)Z:/(E X i),



Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana > Adic3a, rotorul vectorului U este,
pentru un cAmp vectorial i, Vxi=ikxi
U= ﬁoe'(k'r_m) » Deci, actiunea operatorului V, atat
» Calculim divergenta de i ca divergenta cat si ca rotor, se face
~ ou ou ou prin Tnlocuirea operatorului V — ik.
Vii= =+ -2 2
Ox dy 0z (7wt )> In cazul undelor electromagnetice, ca
= (uox ikx +- oy iky +toz ikz e’ vector @, luim fie E fie B fie A fie ¢
=ik-d
» Calculdam rotor de i, pe componente,
~ o Ou, Ou, . .
(VX u)X: dy —gz(lkyuz—lkzuy)
:i(E X ﬁ)X si similar
(qu)y:/(k X u)y
(Vx u)z:/(k X u)z



Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana > Adic3a, rotorul vectorului U este,
pentru un cAmp vectorial i, Vxi=ikxi
- = i(kP-wt . : RV
u= oe( ) » Deci, actiunea operatorului V, atat
» Calculim divergenta de i ca divergenta cat si ca rotor, se face
_ . Ouy Ou, Ou, prin Tnlocuirea operatorului V — ik.
Vii=—+ —
Ox Oy 0z

= (UOX ikX+U0y iky+UOZ ikz)e’

=ik-u

» Calculdam rotor de 4, pe componente

Sy = QU Uy
(Vx8).= 5, ~ %z
=i(k x @),
(Vxd) =i(kx @),
(Vx H)Z:/(E X i),

{(k.7—wt)” In cazul undelor electromagnetice, ca
vector i, ludm fie E fie B fie A fie ©

> Ec. Maxwell (4.a) V E=0 devine,
ik-E=0=>E oscileazi L k

= (iky uy — ik uy)

si similar



Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana > Adic3a, rotorul vectorului U este,
pentru un cAmp vectorial i, Vxi=ikxi
- = i(kP-wt . . L
u= oe'( wt) » Deci, actiunea operatorului V, atat
» Calculim divergenta de i ca divergenta cat si ca rotor, se face
. dux  Ou, Ou prin Tnlocuirea operatorului V — ik.

x "oy Tz
= (Uox ik + gy iky + tigy iky)e' (K71

=ik-u

» In cazul undelor eIectromagnetlce ca
vector i, ludm fie E fie B fie A fie ©

< - » Ec. I\/IaxweII (4.9) V E=0 devine,
» Calculam rotorde 4, pe componente
du, Ouy ik-E=0=>E oscileazd L k

= (iky uy — ik, uy)
T e e Maxwell (4.) V- B=0 devine,
si similar ik-B=0=>B oscileazd L k

NXﬁ)x: dy 9z

=i(k x @)
(ﬁxﬁ)y:i(l?x i)
)

y

—
<l
X
)

S—

N

I

—
1
X
)

z



Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana > Adic3a, rotorul vectorului U este,
pentru un cAmp vectorial i, Vxi=ikxi
- = i(kP-wt . : RV
u= oe( ) » Deci, actiunea operatorului V, atat
» Calculim divergenta de i ca divergenta cat si ca rotor, se face
. dux  Ou, Ou prin Tnlocuirea operatorului V — ik.

“ox "oy "8z
= (Uox ik + gy iky + tigy iky)e' (K71
=ik-d

» In cazul undelor eIectromagnetlce ca
vector i, ludm fie E fie B fie A fie ©

» Calculdm rotor de i, pe componente > Ec. Maxwell (4.2) V E=0 devme
ik-E=0=>E oscileazd L k
ou, Ou, . .
= (iky u, —iky uy)
> Ec. Maxwell (4. )V B= 0 devine,

(VX U)X: oy 0z

—/(k X u)X si similar ik-B=0=>B oscileazi L k
(VXﬁ) = ( X L_i)y > Comi. calib. Coulonlb V-A=0 de\iine,
(Vxid)=i(k x i) ik-A=0= Aoscileazi L k



Solutiile ecuatiilor de unda EM

» Fie solutia de unda plana > Adic3a, rotorul vectorului U este,
pentru un cAmp vectorial 4, Vxid=ikxi
- = i(k-FP—wt . . =
u= oe( ) » Deci, actiunea operatorului V, atat
» Calculim divergenta de i ca divergenta cat si ca rotor, se face
o duy  Ou, Ou, prin Tnlocuirea operatorului V — ik.

“ox "oy Tz

] ¢ =\ i(Erwt)” In cazul undelor electromagnetice, ca
= (uox fkx+ oy ik, + uo; ik, )e

vector i, ludm fie E fie B fie A fie ©

—ik-d
» Calculdm rotor de i, pe componente > Ec. Maxwell (4.2) V E=0 devme
ik-E=0=>E oscileazd L k
~ o Ou, Ou, . )
(Vxi)= — = =(ikyu, — ik uy)
dy 0z > Ec. Maxwell (4. )V B= 0 devine,
—/(k X u)X si similar ik-B=0=>B oscileazi L k
(VXﬁ)y:i(k xu )y » Cond. calib. Coulomb V-A=0 devine,
(Vxi)=i(k x @), ik-A=0= Aoscileazi L k
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Ecuatia de propagare a potentialelor EM

» Solutia reald a potentialului vector A este: A = Agcos(k - F — wt) (9)




Ecuatia de propagare a potentialelor EM

» Solutia reald a potentialului vector A este: A = Agcos(k - F — wt) (9)

» Componentele E Si B sunt perpendiculare pe directia de propagare k.

Daca consideram propagarea undelor 4y
pe directia x, iar potentialul A este

A = Ag cos(kex — wt)Z,

atunci E si B vor fi:
E=—0A/0t=—wAgsin(kex — wt)Z
B =V x A= kAgsin(kex — wt)y




Ecuatia de propagare a potentialelor EM

» Solutia reald a potentialului vector A este: A = Agcos(k - F — wt) (9)

» Componentele E Si B sunt perpendiculare pe directia de propagare k.

Daca consideram propagarea undelor 4y
pe directia x, iar potentialul A este

A = Ag cos(kex — wt)Z,

atunci E Si B vor fi:
E=—0A/0t=—wAgsin(kex — wt)Z
B =V x A= kAgsin(kex — wt)y

» Conditia de calibrare Coulomb V-A=0, implica si ea perpendicularitatea
oscilatiei A pe directia de miscare k.



Ecuatia de propagare a potentialelor EM

» Solutia reald a potentialului vector A este: A = Agcos(k - F — wt) (9)

» Componentele E Si B sunt perpendiculare pe directia de propagare k.

Daca consideram propagarea undelor 4y
pe directia x, iar potentialul A este

A = Ag cos(kex — wt)Z,

atunci E Si B vor fi:
E=—0A/0t=—wAgsin(kex — wt)Z
B =V x A= kAgsin(kex — wt)y

» Conditia de calibrare Coulomb V-A=0, implica si ea perpendicularitatea
oscilatiei A pe directia de miscare k.
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Cuantificarea campului EM
» Consideram o cutie de laturd L. Undele stationare (care nu depind de timp) vor
avea modurile de oscilatie posibile cu nod la margini (componenta electrica E=0
pe margini). Dacd componenta E,(x)= Eg sin(kxx)




Cuantificarea campului EM
» Consideram o cutie de laturd L. Undele stationare (care nu depind de timp) vor
avea modurile de oscilatie posibile cu nod la margini (componenta electrica E=0
pe margini). Dacd componenta E,(x)= Eg sin(kxx)
Folosind conditiile {E,,(O)O } - _ NxT
= kl=n.m— | k=

la margine pe axa x| | E,(L)=0
n=3 W

1= e e e N




Cuantificarea campului EM
» Consideram o cutie de laturd L. Undele stationare (care nu depind de timp) vor

avea modurile de oscilatie posibile cu nod la margini (componenta electrica E=0
pe margini). Dac3d componenta E,(x)= Eg sin(kxx)
Folosind conditiile {E,,(O)ZO }i kol=nm — | k= Ny ™

la margine pe axa x| | E,(L)=0 L
Solutiile pe) , (anX)

> ’ En =E n= B i e
axa x sunt: (x) = Eosin L da W

Similar avem solutiile pe axele y si z.

1= e e e N




Cuantificarea campului EM
Consideram o cutie de laturd L. Undele stationare (care nu depind de timp) vor
avea modurile de oscilatie posibile cu nod la margini (componenta electrica E=0
pe margini). Dac3d componenta E,(x)= Eg sin(kxx)

Folosind conditiile E,(0)=0 B T
la margine pe axa x {En(L)—O = kl=nym — | k=

E,(x)= Eo sin (”XZTX) - W

Similar avem solutiile pe axele y si z.
Solutia generald de cAmp electric va fi: HE= i s e g i m

Eqgsin (nxﬂ X) sin (nyﬂ- y) sin (nz7r Z)
L L L - %
(ne,ny,n, =0,1,2,...)
iar solutia generala de potentlal vector A va fi:

Ap cos (n 7 X) cos (ny7T )/> cos (nzw Z) " %

L L L

Solutiile pe
axa x sunt:




Cuantificarea campului EM
Consideram o cutie de laturd L. Undele stationare (care nu depind de timp) vor
avea modurile de oscilatie posibile cu nod la margini (componenta electrica E=0
pe margini). Dac3d componenta E,(x)= Eg sin(kxx)

Folosind conditiile E,(0)=0 B T
la margine pe axa x {En(L)—O = kl=nym — | k=

Solutiile pe‘ E,(x) = Ey sin (nxﬂx) it W
axa x sunt: L
Similar avem solutiile pe axele y si z.
Solutia generald de cAmp electric va fi: HE= i s e g i m
LN X\ . (NyTY\ . (N,TZ
Esn(X )sn(y )sn( )
ST

(nxvnyanz 0a17 7)
iar solutia generala de potential vector A va fi:
N T X nymy n,mz
A cos( )cos( 4 )cos( )

0 L L) o\L o
Ludm un singur mod de oscilatie (o combinatie
ny,ny.n, si polarizare) si o inlocuim n ecuatia " x
de und3 (8) pentru A: (%W — V2> 4 L

1 82A(k, t)
c2 0t

—(kf—&-kf—&-kf)ﬁ(?, t)= adicd o ec. de oscilator armonic (—kx=mx).



Cuantificarea campului EM
Consideram o cutie de laturd L. Undele stationare (care nu depind de timp) vor
avea modurile de oscilatie posibile cu nod la margini (componenta electrica E=0
pe margini). Dac3d componenta E,(x)= Eg sin(kxx)

Folosind conditiile E,(0)=0 _ _onxm
la margine pe axa x {E,,(L)—O = kb= = k=

E,(x) = Eosin (”XZX) - W

Similar avem solutiile pe axele y si z.
Solutia generald de cAmp electric va fi: HE= i s e g i m

Eq sin (nxw X) sin (nyw y) sin (nzw Z)
L L L n=3 %
(nX,ny,nz:0,1,2,...) o
iar solutia generala de potential vector A va fi:
Ao cos (nxzr X) cos (ny Z y) cos (nzz Z)
Ludm un singur mod de oscilatie (o combinatie

Solutiile pe
axa x sunt:

. . A A . N . n=
ny,ny,n, si polarizare) si o inlocuim n ecuatia x
% A (19 2\ A _ 0 L
de und3 (8) pentru A: (?W -V )A =0

2o 1 0PA(k,t)

— (K2 + Kk +k2)A(k, t)= 2 on adic3 o ec. de oscilator armonic (—kxx=mX).



Densitatea de stari de oscilatie EM
k,

i (2m \"
volume =‘
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Densitatea de stari de oscilatie EM

Conditia de margine periodicd aplicata
fiecdrui element cub de laturd L, cere
un numar n intreg de \: L = n), sau
Ky, ky, k;=2m/A=2mn/L, ce conduce la
un volum elementar n spatiul ky, k,, k;:
d3k=(2r/L)3.

k,

(22}
| =~
volume L L )



Densitatea de stari de oscilatie EM

Conditia de margine periodicd aplicata ks
fiecarui element cub de latura L, cere
un numar n intreg de A\: L = n), sau
Ky, ky, k,=2m/A=2mn/L, ce conduce la
un volum elementar n spatiul ky, k, k:

d3k=(2r/L).

volume

Existd de doua ori mai multe moduri de oscilatie independente
deoarece campul electric are doud grade de libertate de polarizare.
Atunci, numarul total de moduri de oscilatie k cu numarul de
undd intre k si k+dk este dat de elementele (cuburile elementare)
(2m/L)? de pe un strat sferic intre k si k+dk:

2 2
p ATk d’; =13 /% dk = L3D(k)dk
(27 /L) I

D(k)

&)
)



Densitatea de stari de oscilatie EM

Conditia de margine periodicd aplicata k (27
fiecirui element cub de laturd L, cere V°'”'“e=‘\7/‘
un numar n intreg de A\: L = n), sau
Ky, ky, k,=2m/A=2mn/L, ce conduce la
un volum elementar n spatiul ky, k, k:
d3k=(2r/L)3.

Existd de doud ori mai multe moduri de oscilatie independente
deoarece campul electric are doua grade de libertate de polarizare.
Atunci, numarul total de moduri de oscilatie k cu numarul de
und3 intre k si k+dk este dat de elementele (cuburile elementare)
(27r/L)3 de pe un strat sferic intre k si k+dk:

Ak dk k2
2 = d3 =13 =5 dk = L*D(k)dk
(27/L) I
D(k)
Densit. de stiri D(k)dk = &5 dk exprimatd prin w, cu tre-| . w?
cerea w=2mc/A=ck, adicd k=w/c si dk=dw/c. D(w)dw = 372 duw
|Apoi prin trecerea la A obtinem D(\): | D(\)dA = 8Id)\



Densitatea de stari de oscilatie EM

\3

Conditia de margine periodicd aplicata k
fiecarui element cub de laturd L, cere
un numar n intreg de A\: L = n), sau
Ky, ky, k,=2m/A=2mn/L, ce conduce la
un volum elementar n spatiul ky, k, k:
d3k=(2r/L)3.

‘/ I ‘
lume =
volume g )

Existd de doud ori mai multe moduri de oscilatie independente
deoarece campul electric are doua grade de libertate de polarizare.
Atunci, numarul total de moduri de oscilatie k cu numarul de
und3 intre k si k+dk este dat de elementele (cuburile elementare)
(27r/L)3 de pe un strat sferic intre k si k+dk:

4 k?dk k2
2”7"3 =13 =5 dk = L*D(k)dk
(27 /L) T
D(k)
Densit. de stdri D(k)dk = :—idk exprimatd prin w, cu tre- w?
cerea w=2mc/A=ck, adicd k=w/c si dk=dw/c. D(w)dw c3r2 dw
|Apoi prin trecerea la A obtinem D(\): | D(A\)d\ = 8—7rd)\
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Legea Planck de radiatie a corpului negru
Fotonii sunt bosoni, a caror distributie pe modurile
de oscilatie este data de statistica Bose-Einstein:

P(\)=

% The "Uliraviolet
() Catastrophe"
.
;

5000K
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Rayleigh-
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Planck
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Wavelength of radiation in nm



Legea Planck de radiatie a corpului negru

Fotonii sunt bosoni, a caror distributie pe modurile P(\)=
hwg

de oscilatie este data de statistica Bose-Einstein:

» Densitatea de energie EM in domeniul A si A+dA\ este energia
E=hv=hc/\ a fiecdrui mod de oscilatie A, Tnmultitd cu densitatea de
stari si cu probabilitatea starii respective de oscilatie:

hc 8mhc 1
u(A)dA = =D(N)P(N)dA = =5 ST 1 [J/md]

The "Ultraviolet

'
'
% Catastrophe"

Radiation

Ky

s Rayleigh-
% Jeans Law
.

Planck
Radiation
Formula

.
ey
.
feaa

exp (k?r) -

Wavelength of radiation in nm

1



Legea Planck de radiatie a corpului negru

Fotonii sunt bosoni, a caror distributie pe modurile P(\)=
hwg

de oscilatie este data de statistica Bose-Einstein:

> Densitatea de energie EM in domeniul A si A+d\ este energia
E=hv=hc/)\ a fiecdrui mod de oscilatie A, Tnmultitd cu densitatea de
stari si cu probabilitatea starii respective de oscilatie:

hc 8mhc 1
u(N)d\ = 7D(A)P(A)dA = 5 T T [J/m?]

The "Ultraviolet

.
.
"' Catastrophe”

Radiation

Aceasta este faimoasa formula
» Planck a densitdtii de energie
pentru radiatia corpului negru.

Ky

s Rayleigh-
% Jeans Law
.

0
.
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.

Radiation
Formula

A
‘e
.
feaa

exp (k?r) -

Wavelength of radiation in nm
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Legea Planck de radiatie a corpului negru

Fotonii sunt bosoni, a caror distributie pe modurile P(\)=
hwg

de oscilatie este data de statistica Bose-Einstein:

> Densitatea de energie EM in domeniul A si A+d\ este energia
E=hv=hc/)\ a fiecdrui mod de oscilatie A, Tnmultitd cu densitatea de
stari si cu probabilitatea starii respective de oscilatie:

hc 8mhc 1
u(N)d\ = 7D(A)P(A)dA = 5 T T [J/m?]

% The *Ultraviolet
4 Catastrophe”

5000K

Radiation

Aceasta este faimoasa formula
» Planck a densitdtii de energie
pentru radiatia corpului negru.

Ky

s Rayleigh-
% Jeans Law
.

0
.
*.
.

Radiation
Formula

A
‘e
ey

exp (k?r) -

Wavelength of radiation in nm

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/mod6.html
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Legea Wien
Maximul densitdtii de energie se deplaseaza spre A mai
mici, ¥ mai mari, odatd cu temperatura - Legea Wien.

Amax T = const. = 0.0028977mK

10 Fultraviolet | visible | infrared

o

£

Intensity / (arb. units)

(51

Wavelength A (um)



Legea Wien
Maximul densitatii de energie se deplaseaza spre A\ mai
mici, ¥ mai mari, odatd cu temperatura - Legea Wien.

Amax I = const. = 0.0028977mK

Aceasta relatie este folosita la determinarea temperaturii stelelor.

10 Fultraviolet| visible | infrared
i i

Intensity / (arb. units)

Wavelength A (um)

https:/ /esfsciencenew.wordpress.com/2013/10/29/black-body-radiation



Legea Wien
Maximul densitatii de energie se deplaseaza spre A\ mai
mici, ¥ mai mari, odatd cu temperatura - Legea Wien.

Amax I = const. = 0.0028977mK

Aceast3 relatie este folosita la determinarea temperaturii stelelor.

10 Fultraviolet | visible | infrared
i

Intensity / (arb. units)

Wavelength A (um)

https:/ /esfsciencenew.wordpress.com/2013/10/29 /black-body-radiation



Legea Wien
Maximul densitatii de energie se deplaseaza spre A\ mai
mici, ¥ mai mari, odatd cu temperatura - Legea Wien.

Amax I = const. = 0.0028977mK

Aceast3 relatie este folosita la determinarea temperaturii stelelor.

10 Fultraviolet | visible | infrared
i

Intensity / (arb. units)

Wavelength A (um)

https:/ /esfsciencenew.wordpress.com/2013/10/29 /black-body-radiation



Blackbody
Blackbody Temperature
Temperature piplen
802K

Spectral Radiance (MW/m?#/um)

Wavelength (um)
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https://phet.colorado.edu/en/simulation/blackbody-spectrum
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Campul EM clasic (reluare)
> Am vazut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell far3 surse, obtinem

ecuatiile de propagare a componentelor E si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 92 - 1 02 -
(CQW—W)E:o ; (C28t2—v2)3=0 (10)



Campul EM clasic (reluare)
> Am vazut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell far3 surse, obtinem

ecuatiile de propagare a componentelor E Si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 02 - 1 82 S
(Czatz—vz)Ezo ; (&W—VZ)Bzo (10)
o

> E_siépotfi exprimate pring/)si/z\ = = A 5 S =
(vezi Ec.Maxwell-pt.potentiale) E*fvﬁbextfa ; B=VxA (11)



Campul EM clasic (reluare)
> Am vazut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell far3 surse, obtinem

ecuatiile de propagare a componentelor E Si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 2\ 2 10 _\=
(Czatz—v)Ezo ; (Czatz—v)szo (10)

> E Si B pot fi exprimate prin ¢ si A = . 0A - =
(vezi Ec.Maxwell-pt.potentiale) E—*Vﬁﬁextfa ;, B=VxA (11)
> In vid si pentru dey = const., A satisface ( 1 0° 2)2\ _0

aceeasi ecuatie de propagare a undelor: c2ot2



Campul EM clasic (reluare)
Am vazut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell f3r3 surse, obtinem

ecuatiile de propagare a componentelor E Si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 0 2 2 1 62 5\ 5
o (emev)Ees (Gmov)Eo 0o
E si B pot fi exprimate prin ¢ si A E:7§¢M787A  B_Cx A (11)

(vezi Ec.Maxwell-pt.potentiale) ot
In vid si pentru ¢ex = const., A satisface 1 6° 2\ 7

7l pent! — 2 _V?)i=0 (12)
aceeasi ecuatie de propagare a undelor: c? Ot?

Solutia este unda plana: A(7, 1) = Ag cos(k-F—wt) (13)




Campul EM clasic (reluare)
Am vazut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell f3r3 surse, obtinem

ecuatiile de propagare a componentelor E Si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 0 2 2 1 62 5\ 5
o (emev)Ees (Gmov)Eo 0o
E si B pot fi exprimate prin ¢ si A E:7§¢M787A  B_Cx A (11)

(vezi Ec.Maxwell-pt.potentiale) ot
In vid si pentru ge. = const., A satisface 19 A—0 (12)
aceeasi ecuatie de propagare a undelor: c? Ot?
> Solutia este unda plana: A(7, t)=Ag cos(k-F—wt) (13)
In absenta surselor (in vid) si pentru ¢ex: = const. relatiile (11) ne dau:
. HA . . . .
E:f;—t:fon sin(k-F—wt) ; B=VxA=kxAgsin(k-r—wt) (14)

- —

Eo B0



Campul EM clasic (reluare)
Am vazut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell f3r3 surse, obtinem

ecuatiile de propagare a componentelor E Si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 02 o\ = 1 02 2\ B
o (awew)Eees (Grow)Eee 0o
E si B pot fi exprimate prin ¢ si A -

- oA Lo
(vezi Ec.Maxwell-pt.potentiale) E=—Voee—7- i B=VxA (11)

In vid si pentru Ge. = const., A satisface 19 Ao (12)
aceeasi ecuatie de propagare a undelor: c? Ot?
> Solutia este unda plana: A(7, t)=Ag cos(k-F—wt) (13)
In absenta surselor (in vid) si pentru ¢ex = const. relatiile (11) ne dau:
. A . . Lo .
E:f%:fu}Aosin(kF*wt) i B=VxA=kxAysin(k-r—wt) (14)

0 0
Solutiile (13) se pot exprima prin exponentiale (la fel ca sol. ec. K-G cu m=0),

cu_Ao:erz € vector ,Z\°(77 t) = Ao (a ei(E-?—wt)+a*e—i(E-?—wt)> (15)
unitar polarizare a E




Campul EM clasic (reluare)
Am vazut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell f3r3 surse, obtinem

ecuatiile de propagare a componentelor E Si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 82 182 o
<C2at2—v) =0 ; (2(,%2—v2>3:0 (10)
A

E si B pot fi te pri 0
si B pot fi exprimate prin ¢ si Ee

(vezi Ec.Maxwell-pt.potentiale) ot

In vid si pentru Ge. = const., A satisface 19 Ao (12)
aceeasi ecuatie de propagare a undelor: c? Ot?
> Solutia este unda plana: A(7, t)=Ag cos(k-F—wt) (13)
In absenta surselor (in vid) si pentru ¢ex = const. relatiile (11) ne dau:
. A . . Lo .
E:f%:fu}Aosin(kF*wt) i B=VxA=kxAysin(k-r—wt) (14)

0 0
Solutiile (13) se pot exprima prin exponentiale (la fel ca sol. ec. K-G cu m=0),

cu ﬁongo. € vector A ( i(kF—wt) | g% _,-(;.;_wt))
3 f)=¢eA 15
unitar polarizare a E} (1) = €Ag (ae’ +a'e (15)

iar componen- [ E(7, t) %ﬁflwer(ae(’? wt) _g*e~ >
tele E si B a
.

de cAmp EM: B(7,t) =V x A=i(k x &) A <a e"(’:?’“f)—a*e” (k-



Campul EM clasic (reluare)
Am vazut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell f3r3 surse, obtinem

ecuatiile de propagare a componentelor E Si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 0 2 2 1 62 5\ 5
o (emev)Ees (Gmov)Eo 0o
E si B pot fi exprimate prin ¢ si A E:7§¢M787A  B_Cx A (11)

(vezi Ec.Maxwell-pt.potentiale) ot
In vid si pentru ge. = const., A satisface 19 A—0 (12)
aceeasi ecuatie de propagare a undelor: c? Ot?
> Solutia este unda plana: A(7, t)=Ag cos(k-F—wt) (13)
In absenta surselor (in vid) si pentru ¢ex = const. relatiile (11) ne dau:
Y . . Woa o o -
E:faszAosin(k?fwt) i B=VxA=kxAysin(k-r—wt) (14)

- —

0 0
Solutiile (13) se pot exprima prin exponentiale (la fel ca sol. ec. K-G cu m=0),

cu Ag=€Ao, € vector A7, t) = EAo (a ei(l??—wt)+a*e—i(l?~?—wt)) (15)
unitar polarizare a E ’
iar componen- ( E(7, )= ,%5 — iweA, (a i(k-7—wt) —a*e*"(’;?*“’t))

tele E si B

. P . o (16)
de camp EM: | B(7,t) =V xA=i(kx&)Ao (a e’(k"_“’t)—a*e"(k"_“’t))



Energia campului EM clasic



Energia campului EM clasic

> Densitatea de energie a cdmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):

1 B? - o .
u=> (60E2+ ,uo) = 620(E2—|-c2l_232) =eo| E|* =€ w? Al sin®(k-F—wt) (17)
E

unde am folosit (14): E =—wAgsin(k-F—wt)



Energia campului EM clasic

> Densitatea de energie a cAmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):

1 Bz €0 =3 22 - 7>
u=g <€0E2+ ,uo> = 2(E2+C2l232> =eo| E|* =€ w? Al sin®(k-F—wt) (17)
E

unde am folosit (14): E=—wh, sin(E~F—wt)

» Pentru calculul energiei, trebuie sa tinem cont si de cele doua componente
(grade de libertate) de polarizare €, ale E, ca doud oscilatii independente, in
plan normal la directia de miscare. Acestea dubleazad energia campului EM.



Energia campului EM clasic

> Densitatea de energie a cAmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):

1 B? " o -
u=g (60E2—|— ,u0> = 620(E2—|—C2?2> =eo| E|* =€ w? Al sin®(k-F—wt) (17)
E

unde am folosit (14): E=—wh, sin(E~F—wt)
» Pentru calculul energiei, trebuie sa tinem cont si de cele douda componente

(grade de libertate) de polarizare €, ale E, ca doud oscilatii independente, in
plan normal la directia de miscare. Acestea dubleaza energia campului EM.

> Astfel, energia campului EM W:2/u d3F:250/|E\2 d3r (18)

Tntr-un volum finit V este:
v v



Energia campului EM clasic

> Densitatea de energie a cAmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):
u=t (EOE2+ Bz) = 30(52+c252) =eo|EP=eow?Alsin®(k-F—wt)  (17)
2 1o 2 \Eg-’
unde am folosit (14): E =—wAysin(k-F—wt)
> Pentru calculul energiei, trebuie sd tinem cont si de cele doud componente

(grade de libertate) de polarizare €, ale E, ca doud oscilatii independente, in
plan normal la directia de miscare. Acestea dubleaza energia campului EM.

> Astfel, energia cdmpului EM W:2/Ud3f’:2€o |E]? d°F (18)

tr-un volum finit V este: y 7

> Deoarece |E|=Ey=wAg avem: W =2¢o w? A3V (19)



Energia campului EM clasic

Densitatea de energie a cAmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):
u=t (6052+ Bz) = 30(52+c252) =eo|EP=eow?Alsin®(k-F—wt)  (17)
2 Lo 2 \Eg-’
unde am folosit (14): E =—wAysin(k-F—wt)
Pentru calculul energiei, trebuie sd tinem cont si de cele doud componente

(grade de libertate) de polarizare €, ale E, ca doud oscilatii independente, in
plan normal la directia de miscare. Acestea dubleaza energia campului EM.

Astfel, energia cAmpului EM W:2/Ud3f’:2€o |E‘2 437 (18)
intr-un volum finit V este:

v v
Deoarece |E|=Ey=wAy avem: W =2¢p w? A3V (19)
Cuantificarea energiei implica: W =hw (20)

(energie foton Planck: W = hv)



Energia campului EM clasic

Densitatea de energie a cAmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):
u=t (EOE2+ Bz) = 30(52+c252) =eo|EP=eow?Alsin®(k-F—wt)  (17)
2 1o 2 \Eg-’
unde am folosit (14): E =—wAysin(k-F—wt)
Pentru calculul energiei, trebuie sd tinem cont si de cele doud componente

(grade de libertate) de polarizare €, ale E, ca doud oscilatii independente, in
plan normal la directia de miscare. Acestea dubleaza energia campului EM.

Astfel, energia campului EM W:2/Ud3f’:2€o |E]? d°F (18)
ntr-un volum finit V' este:

% %
Deoarece |E|=Ey=wAy avem: W =2¢p w? A3V (19)
Cuantificarea energiei implica: W = hw (20)

(energie foton Planck: W = hv) ;
[ h
a i 3 ii ima: Ap=" 21
Egaland ultimele doua relatii, putem exprima: 0 2eqwV (21)




Energia campului EM clasic

Densitatea de energie a cAmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):
u=t (EOE2+ Bz) = 30(52+c252) =eo|EP=eow?Alsin®(k-F—wt)  (17)
2 1o 2 \Eg-’
unde am folosit (14): E =—wAysin(k-F—wt)
Pentru calculul energiei, trebuie sd tinem cont si de cele doud componente

(grade de libertate) de polarizare €, ale E, ca doud oscilatii independente, in
plan normal la directia de miscare. Acestea dubleaza energia campului EM.

Astfel, energia campului EM W:2/Ud3f’:2€o |E]? d°F (18)
ntr-un volum finit V este:
v v

Deoarece |E|=Ey=wAy avem: W =2¢p w? A3V (19)
Cuantificarea energiei implica: W = hw (20)
(energie foton Planck: W = hv) v
Egaland ultimele dou3 relatii, putem exprima: Ao=1/ PRy, (21)

0

n . - h e o
Sol. A(7, t) (15) devine: r. — i(k-F—wt) * —i(k-F—wt)
(7,t) (15) devine: A(7,t) =€ Y, (ae +a%e ) (22)



Energia campului EM clasic

Densitatea de energie a cAmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):
u=t (EOE2+ Bz) = 6—0(E2+C2B2> =eo|EP=eow?Alsin®(k-F—wt)  (17)
2 1o 2 ?
unde am folosit (14): E =—wAgsin(k-F—wt)
Pentru calculul energiei, trebuie sd tinem cont si de cele doud componente

(grade de libertate) de polarizare €, ale E, ca doud oscilatii independente, in
plan normal la directia de miscare. Acestea dubleaza energia campului EM.

Astfel, energia cdmpului EM W:2/u d*7=2¢ |E\2 d3r (18)
intr-un volum finit V este:
v v

Deoarece |E|=Ey=wAy avem: W =2¢p w? A3V (19)
Cuantificarea energiei implica: W = hw (20)
(energie foton Planck: W = hv) :
Egaland ultimele dou3 relatii, putem exprima: Ao=1/ eV (21)

0

A : e h (T T
Sol. A(7, t) (15) d : Ft)=¢ i(k-P—wt) | % —i(k-P—wt)
ol. A(7, t) (15) devine: A(F7,t) =& P (ae +a'e ) (22)



Cuantificarea cdmpului EM (operatori)



Cuantificarea cdmpului EM (operatori)
» In cuantificarea oscilatorului armonic am trecut la operatori: x — X si p — p iar
n hamiltonian (x, p) — (X, p) — (3, 3"). Pt.cuantificarea cAmp EM trecem la

operatori de cdmp (x) — ¢(x) , adic3 vom inlocui A — A. Pt.2 grade de

polarizare independente €\ si un set de frecvente wy proprii, folosind (22) pt.ﬁ,

5 o b iRty st iR
A(r’ t) :Ze/\ m(ak)\e (k kf)—f—az)\e (k wkt)) (23)
kA

ntermen. | a*-complex conjugat, prin trecerea la op. devine 3 -hermitic conjugat



Cuantificarea cdmpului EM (operatori)
» In cuantificarea oscilatorului armonic am trecut la operatori: x — X si p — p iar
n hamiltonian (x, p) — (X, p) — (3, a"). Pt.cuantificarea cAmp EM trecem la

operatori de cdmp t(x) — 9(x) , adic3 vom inlocui A — A. Pt.2 grade de

polarizare independente €\ si un set de frecvente wy proprii, folosind (22) pt.ﬁ,

2 L |/ h s i(kP— At —i(k-P—
A(r’ t) :Ze/\ m(ak)\e (k “’kt)—f—az)\e (k wkt)) (23)
KA

ntermen. | a*-complex conjugat, prin trecerea la op. devine 3 -hermitic conjugat
» Componentele cuantificate £ si B (16) ale cdmpului EM, devin operatori:

S oA h - -
2 Y L= PN i(k-P—wt) ot —i(k-F—wit)
E(r,t)= T _lkz/\:u)kem / YooV (ak,\e —3, e g )
A A - / h o (7
(F, t) =VxA=] Z(k X (?')\) Y (é‘,k)\el(k-rfwkt) 751)\e*l(k-r7wkf)>

koA

(24)

oulty




Cuantificarea cdmpului EM (operatori)
» In cuantificarea oscilatorului armonic am trecut la operatori: x — X si p — p iar
n hamiltonian (x, p) — (X, p) — (3, a"). Pt.cuantificarea cAmp EM trecem la

operatori de cdmp t(x) — 9(x) , adic3 vom inlocui A — A. Pt.2 grade de

polarizare independente €\ si un set de frecvente wy proprii, folosind (22) pt.ﬁ,

%o > o ik At —i(kF—
A(F, 1) =) &, V 2¢0wi V(ak’\e (ermend) 3] e wkt)) (23)
KA

ntermen. | a*-complex conjugat, prin trecerea la op. devine 3 -hermitic conjugat
» Componentele cuantificate £ si B (16) ale cdmpului EM, devin operatori:

2, az( . - h PN i(k-P—w PN —i(k-P—w
O N e
koA

(24)
2 AN . h ST -
B(F,t)=VxA=iY (kxe\) /QGMV <3,Me,(k.r7wkt)_ gbe—:(k-wkn)
kA
X kT

> Rescriem (24) cu by= e'“" si indicele mod de oscilatie £=(k, \), adica,

\/260\/
E(Ft)=iY v/hw [age*"w 0y(7)— 3l et J;(?)]

V4
. he2 o L (25)
BF ) =i >y [~ ave ™™ ke x ()~ afe™ ko x i (7)]

we




Cuantificarea cdmpului EM (operatori)
» In cuantificarea oscilatorului armonic am trecut la operatori: x — X si p — p iar
n hamiltonian (x, p) — (X, p) — (3, a"). Pt.cuantificarea cAmp EM trecem la

operatori de cdmp t(x) — 9(x) , adic3 vom inlocui A — A. Pt.2 grade de

polarizare independente €\ si un set de frecvente wy proprii, folosind (22) pt.ﬁ,

2 L |/ h s i(kP— At —i(k-P—
A(r’ t) :Ze/\ m(aw\e (k wkt)+az)\e (k wkt)) (23)
kA

ntermen. | a*-complex conjugat, prin trecerea la op. devine 3 -hermitic conjugat
» Componentele cuantificate £ si B (16) ale cdmpului EM, devin operatori:

E(7 8/2\‘ h —w, ~ —i(k-P—w
E( t)=—5; =i E Wk 5 Y, ( el (K7t _af o ilk kt))
5 5 % h - o
B(F, t):VxA: E (kXE ) DoV ("k/\el(k-rfwkt)_él)\efl(k-rfwkt))

kA

(24)

€x Ikr
\/260\/
r l' _’Z / [age Iwztul ) T Iwel’ﬁ;(r)}

A hc? L
B(7,t) :iz 7[3@67“0”/([XUg(r)faze“wtngU;(F)i|
wy

> Rescriem (24) cu bp= si indicele mod de oscilatie £=(k, A), adic3,

(25)



Cuantificarea energiei campului EM



Cuantificarea energiei campului EM

» Operatorul Hamilton ca energia| , 1 ~ B2\ 4
campului EM (vezi # Undele EI\/I)} Hffe’d—g/v<€°E e )T



Cuantificarea energiei campului EM

» Operatorul Hamilton ca energia] , 1 A B?\ 4
campului EM (vezi # Undele EM)} Hﬁe’d_z/v<€°E +E dr
/d3 ’E‘ 712h Vwewm [f 3pape(Wettwnt )/d3r te(F)- U (7)

43} aeilwit—wnt /d3rug )+ lim( F)}—i—[h.c.}



Cuantificarea energiei cémpuluiAZEI\/I
" gt oo 2 2 = ot )
> /Vd3r ’Er:iZh\/ngm [f égéme*"(“f”wmt)/d‘?‘r Go(7)-Tm(7)
o +3] apeilwet—wnt) / &r a;(r)-am(F)] + [h.c.]

» Folosind relatiile /d3r ﬁp*(F)ﬁm(F) =0 /d3r U/(F)ﬁm(F) =5 om
de ortonormare: ] '

o o0
Intr-adevir, cu uy~ el kex avem/ e’k“e_’k’"xdx:/ e’(k‘_k’")xdx:ZTrég,m

— 00 —00



Cuantificarea energiei campului EM

» Operatorul Hamilton ca energia| , 1 ~ B2\
campului EM (vezi # Undele EM)} Hﬁe’d—z/v<€°E e )T

~ 2 n
> / Pr|E[ =13 i [ acameirtrand / o1 Gy (7)- im(7)
v 4,m
+a]apeiwit=umt) / d*r 6 (P)- ()] + e |

> Folosind relatiile /d3r ﬁe*(F)ﬁm(F) :6&,” ; /d3r HZ(F)Um(F):(S—Z,m
de ortonormare:

(o] o0
intr-adevir, cu up~ e’ kX avem / e k”e_’k"’xdx:/ e’(kf_km)xdx:27r(5¢,m
— 00 — 00

~

» Obtinem: /d3r E

JV

2 i : .
= E huwy {é}§/+§/§/‘ _ é/é_ze72'w’t— é}étee2lw1/t:|
4



Cuantificarea energiei campului EM

Operatorul Hamilton ca energia| - 1 ~ B2\
campului EM (vezi # Undele EM)} Hﬁe’d—z/v<€°E e )T

e =i [ 3Tt [ra?-an(n

13} g e i(wit=wnt /d3r Uy (7)-tm(7 )] + [h.c.]
Folosind relatiile /dw;(?)ﬁm(r):ée,m AP in(F)=0-t.m
de ortonormare: ~

Intr-adevir, cu up~ e’ kex avem/ eikfxe_ik"’xdx—/ el (kehkmMX e =278, 1
oo
Obtinem: /d3
A 14
C
/ Z ;Zwm{ Same (wettwnt /d3r (ke % o)~ (K % )
3] apei(wit—wn yd% ko x ;") (km % am)h{h.c.}
Cu identitstile (kg x T¢) - (K X i) = (Ko- k) (T

/d%(/& X 0g)- (KX lm)=—k20_g.m /d3 (ke G- (K X Tm)=k260.m

—0o0

—2iwet  atat  2iwet
E hwg[aeagqtagaéfaga e v —dpa_,e ’w[}

¢ Um), Si Ko-ii; =0, avem,



Cuantificarea energiei campului EM
Operatorul Hamilton ca energia] , 1 A B%\
campului EM (vezi # Undele EM)} Hﬁe’d—z/v<€°E e )T
~l2 .
/ or|E| =i nloriom |~ aiameirttent) / o1 (7)- Gm(7)
v 4,m
+3] apeilwet—wnt) / d3ra;(7).am(F)] + [h.c.}
Folosind relatiile /d3r ﬁé*(F)ﬁm(F) :(;Z,m ; /d3r HZ(F)Em(F):(S—Z,m

de ortonormare:
(o] o0

el kzxe—/kmde: e'(kl_km)XdX:27T(5e’m
—o0

—2iwet  atat  2iwet
E hwy |:a£ag+agaéf 30a_pe et a,a_,e fee ]

intr-adevir, cu uewe”‘“ avem

Obtinem: /

/ Z { 303me ’(“”f”“’mt)/d?’r(lzg X bg) (Ko X Tim)
oom @wm
—|—§Z§me_"(“ft_“’mtyd3r(kg % 07 (Ko a,,,)] + [h.c.}
Cu identitStile (kg x Tg) - (Km X lm) = (K¢ - km)(T¢ - im), $i ke-T¢ =0, avem,

/d%(;?g X Og)-(km X lm)=—k20_¢.m ; /d%(/?g X ) (K X Tim) = k26¢.m

Obtinem: /d3

\

B‘ E hw[{a[aé—i—a[aﬁ- 3,3_ 56_2’“’“—1—3[‘2}‘ e2lu.)gt}



Cuantificarea energiei campului EM
Operatorul Hamilton ca energia] , 1 A B%\
campului EM (vezi # Undele EM)} Hffe’d—g/v<€°E e )T
/d3 ’E‘ —/Zh\/wpwm [* Bpamei(wettwnt )/d3f te(F)- U (7)
3] aeiwet—wnt /d3 ¢ (7)Gn(P)] + [hc]
Folosind relatiile /d3r ﬁ[*(F)ﬁm(F) :(;Z,m ; /d3r HZ(F)Em(F):(S—Z,m

de ortonormare:
Intr-adevir, cu up~ e’ kex avem/ e’k“e_’k"’xdx—/ e’(kf_km)xdx:27r(5@,m

— 00 oo
. 3 —2iwet  atat  2iwet
Obtinem: /d r E hwp [aeagqtagaé* 8,5_ e 2iwet_ alal i ]

-

/ Z { 3ame ’(“’”*“’mt)/d?’r(lzg X Up)(km X Um)
oom éwm
+abameilwet= wmfyd%(/}; X ") (km % a,,,)] + [h.c.}
Cu identitStile (kg x Tg) - (Km X lm) = (K¢ - km)(T¢ - im), $i ke-T¢ =0, avem,

/d%(;?g X Og)-(km X lm)=—k20_¢.m ; /d%(/?g X ) (K X Tim) = k26¢.m

Obtinem: /d3

B‘ Zhwe[agag—i-agal—f— 3a_ ge‘2"“4f+ 530 e2iwt]



Cuantificarea energiei campului EM (cont.)



Cuantificarea energiei campului EM (cont.)

» In final, expresia Hamiltonian ului Tn functie de operatorii de creare si anihilare:

H== Zﬁwk (ak)\akA‘f'ak/\ak)\) Zhwk (ak,\ak/\"‘;) (26)



Cuantificarea energiei campului EM (cont.)

» In final, expresia Hamiltonian ului Tn functie de operatorii de creare si anihilare:
1
:7 E fuwy (akAakA+ak>\ak/\) E Fuwy (ak/\ak,\+2) (26)

» Hamiltonian-ul se poate scrie | . At A 1 1
si ca cel de oscilator armonic field = Mk (akAak)\JrE) :hw<NM+§> (27)



Cuantificarea energiei campului EM (cont.)

» In final, expresia Hamiltonian ului Tn functie de operatorii de creare si anihilare:
1
H= E fuwy (akAakA+ak>\ak/\) E Fuwy (ak/\ak,\+2) (26)

» Hamiltonian-ul se poate scrie B b (313 1 ol 1 )
si ca cel de oscilator armonic field = k(ak/\ak/\+§) = ( k>\+§) (27)

> ébék)\: Ny este operatorul numar de fotoni de frecventa wy si polarizare €y,
similar cu operatorul numar de stare de oscilator armonic.



Cuantificarea energiei campului EM (cont.)

» In final, expresia Hamiltonian ului Tn functie de operatorii de creare si anihilare:
1
ZRE D NI SIS CINE )
Z K ak)\akA‘f'akAak)\ Z K ak,\ak,\-i-z (26)

» Hamiltonian-ul se poate scrie B b (513 1 ol A 1 )
si ca cel de oscilator armonic field = k(ak/\ak/\+§) = ( k/\+§) (27)

> ébék)\:NM este operatorul numar de fotoni de frecventa wy si polarizare €y,
similar cu operatorul numar de stare de oscilator armonic.
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Tabel: Rezumat - Ecuatii Maxwell exprimate prin poteniale

Ecuatiile Maxwell Legétura intre

Ecuatie propagare potentiale
pentru campuri camp si potential ar

Calibrare potentiale Ecuatia potentialelor (p=0,j=0)

Calibrare potential A (invarianta B)

=A+Vx

B =VxA=Vx

(11)

Calibrare potentiale 4 si ¢ (invarianta E)

Ecuatie cdmp de calibrare

(-4) :

at Fie calibrarea Lorenz pt. A’ si ¢/
N

(%)

0A 0 BN

Bt @fx vm/v’%

(12) (13)

10% _,
EEETRR

Calibrarea Coulomb: V- A =0

Calibrarea Lorenz: V- A= */'orn; — Bursa de pot. A divergent este 22
; 5 B
A o (v-4) -vio=L
= -V & 2,4
vE=L ac Y d!H/—;)d) “ o) v2— P 10% _,,
o e () MOFOT > Vo=— *272—V ¢=0
®) 2 t € | c?0t
7
ul o)
= PA P W o A
SuBoroeE g | B=¥xAY | mags v2A+v(uusno—f+v e A VA ] 1 0°A Y
ot S~ 4 [o€0—=—5 — = i, —=
" E_ 7%,% — 0 (i) ot? 2 9¢2
<

(8) (10)




Cuantificarea cdmpului EM (cont)



Cuantificarea cdmpului EM (cont)

- oo 1 9%A(k,t
» Am obtinut deci ec. pt. A(k, t): —(kf—i—kf—i—kf)A(k, t)zczaa(tz’)



Cuantificarea cdmpului EM (cont)

- o 1 9PA(k, t
» Am obtinut deci ec. pt. A(k, t): —(k)%—i-kf—i-kg)A(k, t“):—M

c2 0t
n o . . . 0%x
» Aceasta insa este ec. de oscilator armonic clasic pt. x: —/{x:mﬁ

unde (kf—i—kf—i—kzz) este Tnlocuit prin x, iar 1/c? prin m.



Cuantificarea cdmpului EM (cont)

- o 1 9PA(k, t
» Am obtinut deci ec. pt. A(k, t): —(kg—i-kf—i-kf)A(k, t):—8 (k,t)

c2 0t
Ny . . . 0%x
» Aceasta insa este ec. de oscilator armonic clasic pt. x: —mx:mﬁ

unde (kZ+kZ+k2) este inlocuit prin , iar 1/c? prin m.
» Deci oscilatiile electromagnetice stationare — oscilatii armonice .

1
Pe de alta parte, energiile oscila—’ W = hw(n + 5) n=20,1,2,...

torului armonic sunt cuantificate:
unde: w, = +\/k/m



Cuantificarea cdmpului EM (cont)

- o 1 9PA(k, t
» Am obtinut deci ec. pt. A(k, t): —(kf—i—kf—i—kf)A(k, t):—a (k,t)

c2 0t
Ny . . . 0%x
» Aceasta insa este ec. de oscilator armonic clasic pt. x: —/@x:mﬁ

unde (kZ+kZ+k2) este inlocuit prin , iar 1/c? prin m.
» Deci oscilatiile electromagnetice stationare — oscilatii armonice .

1
Pe de alt3 parte, energiile oscila-| W = hw(n—i— 5) n=0,1,2,...

torului armonic sunt cuantificate:
unde: w, = \/K/m

. - N : 1
Revenind la oscilatiile campului| |W, = hwg(ng + 5) np=0,1,2,...
> |electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

unde, acum pulsatia: wy=c|k|
cuw=27v si k=21/\ = vA=c




v

v

v

v

Cuantificarea cdmpului EM (cont)

Am obtinut deci ec. pt. A(k, t): —(kf—i—kf—i—kf)ﬁ(/?, t)

1 0%A(k, t)

c2  Ot?
9?x

Aceasta insa este ec. de oscilator armonic clasic pt. x: —kx=m—=

unde (kZ+kZ+k2) este inlocuit prin , iar 1/c? prin m.

ot?

Deci oscilatiile electromagnetice stationare — oscilatii armonice .

Pe de alta parte, energiile oscila-
torului armonic sunt cuantificate:

Revenind la oscilatiile campului
electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

Valoarea intreagad ny reprezinta numarul de fotoni din modul de oscilatie £.

W:hw(n—i—%)

unde: w, = \/Kk/m

W, = hwg<ng—|— %)

n=0,1,2,...

ne=0,1,2 ...

unde, acum pulsatia: wg:c|Eg\
cuw=2mvsi k=271/\ = vA=c



v

v

v

v

Cuantificarea cdmpului EM (cont)

Am obtinut deci ec. pt. A(k, t): —(kf—i—kf—i—kf)ﬁ(/?, t)

1 0%A(k, t)

c2  Ot?
9?x

Aceasta insa este ec. de oscilator armonic clasic pt. x: —kx=m—=

unde (kZ+kZ+k2) este inlocuit prin , iar 1/c? prin m.

ot?

Deci oscilatiile electromagnetice stationare — oscilatii armonice .

Pe de alta parte, energiile oscila-
torului armonic sunt cuantificate:

Revenind la oscilatiile campului
electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

Valoarea intreagd ny reprezinta numarul de fotoni din modul de oscilatie £.

W:hw(n—i—%)

unde: w, = \/Kk/m

W, = hwg<ng—|— %)

n=0,1,2,...

ne=0,1,2 ...

unde, acum pulsatia: wg:c|Eg\
cuw=2mvsi k=271/\ = vA=c
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