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e-mail: pentia@nipne.ro

October 28, 2019





Partea I
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Exprimarea câmpurilor EM prin potenţiale

I Ecuaţiile Maxwell sunt:



~∇ · ~E =
ρ

ε0
(a)

~∇×~E = −∂
~B

∂t
(b)

~∇ · ~B = 0 (c)
~∇×~B = µ0

~j + µ0ε0
∂~E

∂t
(d)

(1)

I

∣∣∣∣∣∣
Deoarece divergenţă de rotor este
zero, câmpul ~B (1.c) se poate scrie

ca rotorul unui câmp vectorial ~A:

∣∣∣∣∣∣ ~B = ~∇× ~A (2)

I

∣∣∣∣∣Inlocuind ~B ı̂n
(1.b) , avem,

∣∣∣∣∣ ~∇× ~E =−
∂
(
~∇×~A

)
∂t

sau ~∇×

(
~E +

∂~A

∂t

)
=0

I

∣∣∣∣∣∣∣
Deoarece rotor de gradi-
ent este zero, paranteza
se poate scrie ca gradien-
tul unui câmp scalar φ,

∣∣∣∣∣∣∣ ~E +
∂~A

∂t
= −~∇φ sau ~E = −∂

~A

∂t
− ~∇φ (3)

I Deci, câmpul electric are două surse posibile, una de câmp electric
staţionar, dată de −~∇φ şi una indusă magnetic, dată de ∂~A/∂t.
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tul unui câmp scalar φ,

∣∣∣∣∣∣∣ ~E +
∂~A

∂t
= −~∇φ sau ~E = −∂

~A

∂t
− ~∇φ (3)
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Ecuaţia de propagare unde EM

I

Să considerăm ecuaţiile
Maxwell ı̂n vid, fără
sarcini şi curenţi,


~∇ · ~E = 0 (a)
~∇×~E = −∂

~B

∂t
(b)

~∇ · ~B = 0 (c)
~∇×~B = µ0ε0

∂~E

∂t
(d)

(4)

I Să luăm rotorul (~∇×) ecuaţiei (4.d) şi folosind identitatea pentru dublul
produs vectorial, precum şi (4.c) obţinem
~∇×~∇×~B = ~∇

(
~∇ · ~B

)
−∇2~B = −∇2~B = µ0ε0

∂
(
~∇×~E

)
∂t

I Folosind legătura cu viteza undelor electromagnetice c =1/
√
µ0ε0 şi

ı̂nlocuind ~∇×~E din ecuaţia (4.b), obţinem ecuaţia de propagare a

undelor pt. componenta magnetică ~B:

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~B = 0 (5)

I Similar, luând rotorul ecuaţiei (4.b), ı̂n final obţinem ecuaţia de

propagare a componentei electrice ~E :

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~E = 0 (6)



Ecuaţia de propagare unde EM

I
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(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~B = 0 (5)
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Ecuaţii Maxwell pt. potenţiale EM
I Să considerăm câmpul electromagnetic ı̂n vid, fără surse: ρ = 0, ~j = 0,

şi cu potenţial electrostatic extern constant ϕ = const (~∇ϕ = 0).

In ecuaţiile Maxwell (4),
trecem la potenţiale prin
ı̂nlocuirea câmpurilor
magnetic (2) ~B = ~∇×~A şi
electric (3) ~E =−∂~A/∂t



~∇· ∂
~A

∂t
= 0 (a)

~∇× ∂~A

∂t
=

∂

∂t
~∇× ~A (b)

~∇ · ~∇× ~A = 0 (c)
~∇×~∇× ~A = −µ0ε0

∂2~A

∂t2
(d)

(7)

I Lucrăm ı̂n calibrarea Coulomb ~∇·~A=0, implică perpendicularitatea
oscilaţiei ~A pe direcţia de mişcare ~k . (a), (b) şi (c) sunt identic nule (la (a)
şi (b) cu permutarea derivatelor spaţiale şi temporale, la (c) cu div rot = 0)

I Ecuaţia (d) ~∇×~∇×~A = ~∇
(
~∇ · ~A

)
−∇2~A = −∇2~A = −µ0ε0

∂~A

∂t
devine

ec. de propagare a undelor. Intr-adevăr, folosind legătura cu viteza undelor

electromagnetice c =
1

√
µ0ε0

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~A = 0 (8)

I Cu soluţia: ~A(~r , t) = ~A0 exp
(
~k ·~r − ωt

)
unde ω = c |~k |
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şi cu potenţial electrostatic extern constant ϕ = const (~∇ϕ = 0).

In ecuaţiile Maxwell (4),
trecem la potenţiale prin
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I Ecuaţia (d) ~∇×~∇×~A = ~∇
(
~∇ · ~A

)
−∇2~A = −∇2~A = −µ0ε0

∂~A

∂t
devine

ec. de propagare a undelor. Intr-adevăr, folosind legătura cu viteza undelor
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şi cu potenţial electrostatic extern constant ϕ = const (~∇ϕ = 0).

In ecuaţiile Maxwell (4),
trecem la potenţiale prin
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Soluţiile ecuaţiilor de undă EM
I Fie soluţia de undă plană

pentru un câmp vectorial ~u,

~u = ~u0e i(~k·~r−ωt)

I Calculăm divergenţa de ~u,

~∇·~u =
∂ux

∂x
+
∂uy

∂y
+
∂uz

∂z
=(u0x ikx +u0y iky +u0z ikz )e i(~k·~r−ωt)

= i~k · ~u
I Calculăm rotor de~u, pe componente,(
~∇×~u

)
x
=
∂uz

∂y
− ∂uy

∂z
=(iky uz−ikz uy)

= i
(
~k × ~u

)
x

şi similar(
~∇×~u

)
y
= i
(
~k × ~u

)
y(

~∇×~u
)
z
= i
(
~k × ~u

)
z

I Adică, rotorul vectorului ~u este,
~∇× ~u = i~k × ~u

I Deci, acţiunea operatorului ~∇, atat
ca divergenţă cât şi ca rotor, se face
prin ı̂nlocuirea operatorului ~∇ → i~k.

I In cazul undelor electromagnetice, ca
vector ~u, luăm fie ~E fie ~B fie ~A fie ϕ

I Ec. Maxwell (4.a) ~∇·~E =0 devine,
i~k · ~E = 0 =⇒ ~E oscilează ⊥ ~k

I Ec. Maxwell (4.c) ~∇ · ~B =0 devine,
i~k · ~B = 0 =⇒ ~B oscilează ⊥ ~k

I Cond. calib. Coulomb ~∇·~A=0 devine,
i~k · ~A = 0 =⇒ ~A oscilează ⊥ ~k
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I Calculăm rotor de~u, pe componente,(
~∇×~u

)
x
=
∂uz

∂y
− ∂uy

∂z
=(iky uz−ikz uy)

= i
(
~k × ~u

)
x
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Ecuaţia de propagare a potenţialelor EM

I Soluţia reală a potenţialului vector ~A este: ~A = ~A0 cos(~k ·~r − ωt) (9)

I Componentele ~E şi ~B sunt perpendiculare pe direcţia de propagare ~k .

Dacă considerăm propagarea undelor
pe direcţia x , iar potenţialul ~A este
~A = A0 cos(kx x − ωt)~z ,

atunci ~E şi ~B vor fi:

~E =−∂~A/∂t =−ωA0 sin(kx x − ωt)~z

~B = ~∇× ~A = kx A0 sin(kx x − ωt)~y

I Condiţia de calibrare Coulomb ~∇·~A=0, implică şi ea perpendicularitatea
oscilaţiei ~A pe direcţia de mişcare ~k .
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Ecuaţia de propagare a potenţialelor EM
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Cuantificarea câmpului EM
I Considerăm o cutie de latură L. Undele staţionare (care nu depind de timp) vor

avea modurile de oscilaţie posibile cu nod la margini (componenta electrică ~E =0
pe margini). Dacă componenta En(x)=E0 sin(kx x)

I

∣∣∣∣Folosind condiţiile
la margine pe axa x

∣∣∣∣ {En(0)=0
En(L)=0

}
⇒ kx L=nx π → kx =

nx π

L

I
∣∣∣Soluţiile pe
axa x sunt:

∣∣∣ En(x)=E0 sin
(nxπ x

L

)
Similar avem soluţiile pe axele y şi z .

I Soluţia generală de câmp electric va fi:

E0 sin
(nxπ x

L

)
sin
(nyπ y

L

)
sin
(nzπ z

L

)
(nx , ny , nz = 0, 1, 2, . . . )

I iar soluţia generală de potenţial vector ~A va fi:

A0 cos
(nxπ x

L

)
cos
(nyπ y

L

)
cos
(nzπ z

L

)
I Luăm un singur mod de oscilaţie (o combinaţie

nx ,ny ,nz şi polarizare) şi o ı̂nlocuim ı̂n ecuaţia

de undă (8) pentru ~A:
(

1
c2

∂2

∂t2 −∇2
)
~A = 0

−
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
~A(~k , t)=

1

c2

∂2~A(~k , t)

∂t2
adică o ec. de oscilator armonic (−κx =mẍ).
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I Luăm un singur mod de oscilaţie (o combinaţie
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E0 sin
(nxπ x

L

)
sin
(nyπ y

L

)
sin
(nzπ z

L

)
(nx , ny , nz = 0, 1, 2, . . . )
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de undă (8) pentru ~A:
(

1
c2

∂2

∂t2 −∇2
)
~A = 0

−
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
~A(~k , t)=

1

c2

∂2~A(~k , t)

∂t2
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I Luăm un singur mod de oscilaţie (o combinaţie
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Cuantificarea câmpului EM
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Densitatea de stări de oscilaţie EM

I

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Condiţia de margine periodică aplicată
fiecărui element cub de latură L, cere
un număr n ı̂ntreg de λ: L = nλ, sau
kx , ky , kz =2π/λ=2πn/L, ce conduce la
un volum elementar ı̂n spaţiul kx , ky , kz :
d3k =(2π/L)3.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

I

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Există de două ori mai multe moduri de oscilaţie independente
deoarece câmpul electric are două grade de libertate de polarizare.
Atunci, numărul total de moduri de oscilaţie k cu numărul de
undă ı̂ntre k şi k+dk este dat de elementele (cuburile elementare)
(2π/L)3 de pe un strat sferic ı̂ntre k şi k +dk :

2
4πk2dk

(2π/L)3 = L3 k2

π2︸︷︷︸
D(k)

dk = L3D(k)dk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dk

k

I

∣∣∣∣Densit. de stări D(k)dk = k2

π2 dk exprimată prin ω, cu tre-
cerea ω=2πc/λ=ck , adică k =ω/c şi dk =dω/c .

∣∣∣∣ D(ω)dω =
ω2

c3π2
dω

|Apoi prin trecerea la λ obţinem D(λ): | D(λ)dλ =
8π

λ4
dλ
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undă ı̂ntre k şi k+dk este dat de elementele (cuburile elementare)
(2π/L)3 de pe un strat sferic ı̂ntre k şi k +dk :

2
4πk2dk

(2π/L)3 = L3 k2

π2︸︷︷︸
D(k)

dk = L3D(k)dk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

dk

k

I

∣∣∣∣Densit. de stări D(k)dk = k2
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Legea Planck de radiaţie a corpului negru

I

∣∣∣∣Fotonii sunt bosoni, a căror distribuţie pe modurile
de oscilaţie este dată de statistica Bose-Einstein:

∣∣∣∣ P(λ)=
1

exp
(

~ω`
kBT

)
− 1

I Densitatea de energie EM ı̂n domeniul λ şi λ+dλ este energia
E =hν=hc/λ a fiecărui mod de oscilaţie λ, ı̂nmulţită cu densitatea de
stări şi cu probabilitatea stării respective de oscilaţie:

u(λ)dλ =
hc

λ
D(λ)P(λ)dλ =

8πhc

λ5

1

ehc/λkB T − 1
dλ [J/m3]

I

Aceasta este faimoasa formula
Planck a densităţii de energie
pentru radiaţia corpului negru.

http://hyperphysics.phy-astr.gsu.edu/hbase/mod6.html
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Legea Wien

I
Maximul densităţii de energie se deplasează spre λ mai
mici, ν mai mari, odată cu temperatura - Legea Wien.

λmax T = const. = 0.0028977mK

I Această relaţie este folosită la determinarea temperaturii stelelor.

https://esfsciencenew.wordpress.com/2013/10/29/black-body-radiation
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I Această relaţie este folosită la determinarea temperaturii stelelor.

https://esfsciencenew.wordpress.com/2013/10/29/black-body-radiation



Legea Wien

I
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Câmpul EM clasic (reluare)
I Am văzut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell fără surse, obţinem

ecuaţiile de propagare a componentelor ~E şi ~B, sub forma ecuaţiei undelor:(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~E = 0 ;

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~B = 0 (10)

I ~E şi ~B pot fi exprimate prin φ şi ~A
(vezi Ec.Maxwell-pt.potenţiale)

~E =−~∇φext−
∂~A

∂t
; ~B = ~∇× ~A (11)

I In vid şi pentru φext = const., ~A satisface
aceeaşi ecuaţie de propagare a undelor:

(
1

c2

∂2

∂t2
−∇2

)
~A = 0 (12)

I Soluţia este unda plană: ~A(~r , t)=~A0 cos(~k ·~r−ωt) (13)

I In absenţa surselor (̂ın vid) şi pentru φext =const. relaţiile (11) ne dau:

~E =−∂
~A

∂t
=− ω~A0︸︷︷︸

~E0

sin(~k ·~r−ωt) ; ~B = ~∇×~A=~k×~A0︸ ︷︷ ︸
~B0

sin(~k ·~r−ωt) (14)

I Soluţiile (13) se pot exprima prin exponenţiale (la fel ca sol. ec. K-G cu m =0),

cu ~A0 =~εA0, ~ε vector
unitar polarizare a ~E

}
~A(~r , t) = ~εA0

(
a e i(~k·~r−ωt) +a∗e−i(~k·~r−ωt)

)
(15)

I iar componen-
tele ~E şi ~B
de câmp EM:


~E (~r , t) =−∂~A∂t = iω~εA0

(
a e i(~k·~r−ωt)−a∗e−i(~k·~r−ωt)

)
~B(~r , t) = ~∇×~A= i(~k×~ε)A0

(
a e i(~k·~r−ωt)−a∗e−i(~k·~r−ωt)

) (16)
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I Soluţia este unda plană: ~A(~r , t)=~A0 cos(~k ·~r−ωt) (13)
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I Am văzut (# Undele-Electromagnetice), din ec. Maxwell fără surse, obţinem
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Câmpul EM clasic (reluare)
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Energia câmpului EM clasic

I Densitatea de energie a câmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):

u =
1

2

(
ε0E 2+

B2

µ0

)
=
ε0

2

(
E 2+c2B2︸ ︷︷ ︸

E 2

)
=ε0|~E |2 =ε0 ω

2~A2
0 sin2(~k ·~r−ωt) (17)

unde am folosit (14): ~E =−ω~A0 sin(~k ·~r−ωt)

I Pentru calculul energiei, trebuie să ţinem cont şi de cele două componente
(grade de libertate) de polarizare εp ale ~E , ca două oscilaţii independente, ı̂n
plan normal la direcţia de mişcare. Acestea dublează energia câmpului EM.

I Astfel, energia câmpului EM
ı̂ntr-un volum finit V este:

W =2

∫
V

u d3~r =2ε0

∫
V

|~E |2 d3~r (18)

I Deoarece |~E |=E0 =ωA0 avem: W =2ε0 ω
2A2

0V (19)

I Cuantificarea energiei implică:
(energie foton Planck: W =hν)

W =~ω (20)

I Egalând ultimele două relaţii, putem exprima: A0 =

√
~

2ε0ωV
(21)

I Sol. ~A(~r , t) (15) devine: ~A(~r , t) = ~ε

√
~

2ε0ωV

(
a e i(~k·~r−ωt) +a∗e−i(~k·~r−ωt)

)
(22)
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I Densitatea de energie a câmpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):

u =
1

2

(
ε0E 2+

B2

µ0

)
=
ε0

2

(
E 2+c2B2︸ ︷︷ ︸

E 2

)
=ε0|~E |2 =ε0 ω

2~A2
0 sin2(~k ·~r−ωt) (17)

unde am folosit (14): ~E =−ω~A0 sin(~k ·~r−ωt)

I Pentru calculul energiei, trebuie să ţinem cont şi de cele două componente
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I Astfel, energia câmpului EM
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Energia câmpului EM clasic
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√
~

2ε0ωV
(21)

I Sol. ~A(~r , t) (15) devine: ~A(~r , t) = ~ε

√
~

2ε0ωV

(
a e i(~k·~r−ωt) +a∗e−i(~k·~r−ωt)

)
(22)
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ı̂ntr-un volum finit V este:

W =2

∫
V

u d3~r =2ε0

∫
V

|~E |2 d3~r (18)

I Deoarece |~E |=E0 =ωA0 avem: W =2ε0 ω
2A2

0V (19)

I Cuantificarea energiei implică:
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Cuantificarea câmpului EM (operatori)
I In cuantificarea oscilatorului armonic am trecut la operatori: x → x̂ şi p → p̂ iar

ı̂n hamiltonian (x , p)→ (x̂ , p̂)→ (â, â†). Pt. cuantificarea câmp EM trecem la

operatori de câmp ψ(x)→ ψ̂(x) , adică vom ı̂nlocui ~A→ ~̂A. Pt. 2 grade de

polarizare independente ~ελ şi un set de frecvenţe ωk proprii, folosind (22) pt. ~A,

~̂A(~r , t)=
∑
k,λ

~ελ

√
~

2ε0ωk V

(̂
akλe i(~k·~r−ωk t) +â†kλe−i(~k·~r−ωk t)

)
(23)

ı̂n termen. II a∗-complex conjugat, prin trecerea la op. devine â† -hermitic conjugat
I Componentele cuantificate ~E şi ~B (16) ale câmpului EM, devin operatori:

~̂E (~r , t) =−∂
~̂A

∂t
= i
∑
k,λ

ωk~ελ

√
~

2ε0ωk V

(
âkλe i(~k·~r−ωk t)−â†kλe−i(~k·~r−ωk t)

)
~̂B(~r , t) = ~̂∇×~̂A= i

∑
k,λ

(~k×~ελ)

√
~

2ε0ωk V

(
âkλe i(~k·~r−ωk t)−â†kλe−i(~k·~r−ωk t)

) (24)

I Rescriem (24) cu ~u`=
~ελ√
2ε0V

e i ~k·~r şi indicele mod de oscilaţie `=(k, λ), adică,
Ê (~r , t) = i

∑
`

√
~ω`
[
â`e
−iω`t ~u`(~r)−â†`e

iω`t ~u ∗` (~r)
]

B̂(~r , t) =i
∑
`

√
~c2

ω`

[
â`e
−iω`t~k`×~u`(~r)−â†`e

iω`t~k`×~u ∗` (~r)
] (25)
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Cuantificarea energiei câmpului EM
I Operatorul Hamilton ca energia

câmpului EM (vezi # Undele EM)

}
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ε0Ê 2+
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h.c .

]
I Folosind relaţiile

de ortonormare:
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d3r ~u ∗` (~r)~um(~r)=δ`,m ;
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ı̂ntr-adevăr, cu u`∼e i k`x avem
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`− â`â−`e

−2iω`t− â†` â
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Cu identităţile (~k`×~u`) · (~km×~um)=(~k` ·~km)(~u` ·~um), şi ~k` ·~u`=0, avem,∫

d3r(~k` × ~u`)·(~km× ~um)=−k2
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`+ â`â−`e

−2iω`t + â†` â
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− â`âme−i(ω`t+ωmt)

∫
d3r (~k` × ~u`)·(~km × ~um)
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câmpului EM (vezi # Undele EM)

}
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∣∣∣Ê ∣∣∣2 = i

∑
`,m

~
√
ω`ωm

[
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I Obţinem:

∫
V

d3r
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â†` â`+â`â

†
`+ â`â−`e
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†
`− â`â−`e
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− â`âme−i(ω`t+ωmt)

∫
d3r (~k` × ~u`)·(~km × ~um)
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â†` â`+â`â

†
`+ â`â−`e
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− â`âme−i(ω`t+ωmt)

∫
d3r ~u`(~r)·~um(~r)
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I Obţinem:

∫
V

d3r
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â†` â`+â`â
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d3r (~k` × ~u`)·(~km × ~um)

+â†` âme−i(ω`t−ωmt)

∫
d3r (~k` × ~u ∗` )·(~km × ~um)

]
+
[
h.c .

]
Cu identităţile (~k`×~u`) · (~km×~um)=(~k` ·~km)(~u` ·~um), şi ~k` ·~u`=0, avem,∫

d3r(~k` × ~u`)·(~km× ~um)=−k2
` δ−`,m ;

∫
d3r(~k` × ~u ∗` )·(~km× ~um)=k2

` δ`,m

I Obţinem:

∫
V

d3r
∣∣∣B̂∣∣∣2=∑

`

~ω`
[
â†` â`+â`â

†
`+ â`â−`e

−2iω`t + â†` â
†
−`e

2iω`t
]



Cuantificarea energiei câmpului EM
I Operatorul Hamilton ca energia

câmpului EM (vezi # Undele EM)

}
Ĥfield =

1

2

∫
V

(
ε0Ê 2+

B̂2

µ0

)
d3r

I

∫
V

d3r
∣∣∣Ê ∣∣∣2 = i

∑
`,m

~
√
ω`ωm

[
− â`âme−i(ω`t+ωmt)

∫
d3r ~u`(~r)·~um(~r)

+â†` âme−i(ω`t−ωmt)

∫
d3r ~u ∗` (~r)·~um(~r)

]
+
[
h.c .

]
I Folosind relaţiile

de ortonormare:

∫
d3r ~u ∗` (~r)~um(~r)=δ`,m ;

∫
d3r ~u`(~r)~um(~r)=δ−`,m

ı̂ntr-adevăr, cu u`∼e i k`x avem

∫ ∞
−∞

e i k`x e−i kmx dx =

∫ ∞
−∞

e i (k`−km)x dx =2πδ`,m

I Obţinem:

∫
V

d3r
∣∣∣Ê ∣∣∣2 =

∑
`

~ω`
[
â†` â`+â`â

†
`− â`â−`e

−2iω`t− â†` â
†
−`e

2iω`t
]

I

∫
V

d3r
∣∣∣B̂∣∣∣2= i

∑
`,m

~c2

√
ω`ωm

[
− â`âme−i(ω`t+ωmt)

∫
d3r (~k` × ~u`)·(~km × ~um)

+â†` âme−i(ω`t−ωmt)

∫
d3r (~k` × ~u ∗` )·(~km × ~um)

]
+
[
h.c .

]
Cu identităţile (~k`×~u`) · (~km×~um)=(~k` ·~km)(~u` ·~um), şi ~k` ·~u`=0, avem,∫

d3r(~k` × ~u`)·(~km× ~um)=−k2
` δ−`,m ;

∫
d3r(~k` × ~u ∗` )·(~km× ~um)=k2

` δ`,m

I Obţinem:

∫
V

d3r
∣∣∣B̂∣∣∣2=∑

`

~ω`
[
â†` â`+â`â

†
`+ â`â−`e

−2iω`t + â†` â
†
−`e

2iω`t
]



Cuantificarea energiei câmpului EM (cont.)

I In final, expresia Hamiltonian-ului ı̂n funcţie de operatorii de creare şi anihilare:

Ĥ =
1

2

∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+âkλâ†kλ

)
=
∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
(26)

I Hamiltonian-ul se poate scrie
şi ca cel de oscilator armonic

}
Ĥfield =~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
=~ω

(
N̂kλ+

1

2

)
(27)

I â†kλâkλ= N̂kλ este operatorul număr de fotoni de frecvenţă ωk şi polarizare ελ,
similar cu operatorul numar de stare de oscilator armonic.



Cuantificarea energiei câmpului EM (cont.)

I In final, expresia Hamiltonian-ului ı̂n funcţie de operatorii de creare şi anihilare:

Ĥ =
1

2

∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+âkλâ†kλ

)
=
∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
(26)

I Hamiltonian-ul se poate scrie
şi ca cel de oscilator armonic

}
Ĥfield =~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
=~ω

(
N̂kλ+

1

2

)
(27)

I â†kλâkλ= N̂kλ este operatorul număr de fotoni de frecvenţă ωk şi polarizare ελ,
similar cu operatorul numar de stare de oscilator armonic.



Cuantificarea energiei câmpului EM (cont.)

I In final, expresia Hamiltonian-ului ı̂n funcţie de operatorii de creare şi anihilare:

Ĥ =
1

2

∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+âkλâ†kλ

)
=
∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
(26)

I Hamiltonian-ul se poate scrie
şi ca cel de oscilator armonic

}
Ĥfield =~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
=~ω

(
N̂kλ+

1

2

)
(27)

I â†kλâkλ= N̂kλ este operatorul număr de fotoni de frecvenţă ωk şi polarizare ελ,
similar cu operatorul numar de stare de oscilator armonic.



Cuantificarea energiei câmpului EM (cont.)

I In final, expresia Hamiltonian-ului ı̂n funcţie de operatorii de creare şi anihilare:

Ĥ =
1

2

∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+âkλâ†kλ

)
=
∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
(26)

I Hamiltonian-ul se poate scrie
şi ca cel de oscilator armonic

}
Ĥfield =~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
=~ω

(
N̂kλ+

1

2

)
(27)

I â†kλâkλ= N̂kλ este operatorul număr de fotoni de frecvenţă ωk şi polarizare ελ,
similar cu operatorul numar de stare de oscilator armonic.



Cuantificarea energiei câmpului EM (cont.)

I In final, expresia Hamiltonian-ului ı̂n funcţie de operatorii de creare şi anihilare:

Ĥ =
1

2

∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+âkλâ†kλ

)
=
∑
kλ

~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
(26)

I Hamiltonian-ul se poate scrie
şi ca cel de oscilator armonic

}
Ĥfield =~ωk

(
â†kλâkλ+

1

2

)
=~ω

(
N̂kλ+

1

2

)
(27)

I â†kλâkλ= N̂kλ este operatorul număr de fotoni de frecvenţă ωk şi polarizare ελ,
similar cu operatorul numar de stare de oscilator armonic.





Partea II

ANEXA



Tabel: Rezumat - Ecuaţii Maxwell exprimate prin potenţiale

Ecuaţiile Maxwell
pentru câmpuri

Legătura ı̂ntre
câmp şi potenţial Calibrare potenţiale Ecuaţia potenţialelor

Ecuaţie propagare potenţiale
(ρ = 0, ~j = 0)

~∇ · ~B = 0

(1)

~∇ · (~∇× ~A)︸ ︷︷ ︸
~B

= 0

=⇒ ~B = ~∇× ~A -

?

(5)

Calibrare potenţial ~A (invarianţa ~B)

~A′ = ~A + ~∇χ (~∇×~∇χ=0)

~B ′ = ~∇× ~A′ = ~∇× ~A = ~B

(11)

~∇× ~E +
∂~B

∂t
= 0

(2)

~∇×

(
~E +

∂~A

∂t

)
︸ ︷︷ ︸
−~∇φ

= 0

=⇒ ~E = −∂
~A

∂t
− ~∇φ

�
�
�
�
�
�
��3

�
�
��3

(6)

Calibrare potenţiale ~A şi φ (invarianţa ~E )

~A′ = ~A + ~∇χ
(

+
∂

∂t
~∇χ
)

φ′ = φ− ∂χ

∂t

(
−~∇∂χ

∂t

)
~E ′=−∂

~A′

∂t
− ~∇φ′=−∂

~A

∂t �
�
�− ∂

∂t
~∇χ−~∇φ

�
�
�+~∇∂χ
∂t

=−∂
~A

∂t
− ~∇φ = ~E

H
HHH

HHHHj-

(12)

Ecuaţie câmp de calibrare χ

Fie calibrarea Lorenz pt. ~A′ şi φ′

~∇ · ~A′ + µ0ε0
∂φ′

∂t
= 0

~∇·~A+µ0ε0
∂φ

∂t︸ ︷︷ ︸
= 0 (Lorenz)

+∇2χ−µ0ε0
∂2χ

∂t2
= 0

(13)

1

c2

∂2χ

∂t2
−∇2χ=0

~∇ · ~E =
ρ

ε0

(3)

~E = −∂
~A

∂t
− ~∇φ

−−−−−−−−−−−−→

Calibrarea Coulomb: ~∇ · ~A = 0

Calibrarea Lorenz: ~∇ · ~A = −µ0ε0
∂φ

∂t

− ∂

∂t

(
~∇ · ~A

)
︸ ︷︷ ︸

=−µ0ε0
∂φ

∂t
(Lorenz)

− ∇2φ =
ρ

ε0

(7)

−→ Sursa de pot. ~A divergent este ∂φ
∂t

µ0ε0
∂2φ

∂t2
−∇2φ=

ρ

ε0

(9)

1

c2

∂2φ

∂t2
−∇2φ=0

~∇×~B−µ0ε0
∂~E

∂t
=µ0

~j

(4)

~B = ~∇× ~A
∗)

−−−−−−−−−−−−→
~E = −∂

~A

∂t
− ~∇φ

µ0ε0
∂2~A

∂t2
−∇2~A + ~∇

(
µ0ε0

∂φ

∂t
+ ~∇ · ~A

)
︸ ︷︷ ︸

= 0 (Lorenz)

= µ0
~j

(8)

µ0ε0
∂2~A

∂t2
−∇2~A=µ0

~j

(10)

1

c2

∂2~A

∂t2
−∇2~A=0

∗) ~∇×
(
~∇×~A

)
= ~∇

(
~∇ · ~A

)
−~∇2~A



Cuantificarea câmpului EM (cont)

I Am obţinut deci ec. pt. ~A(~k , t): −
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
~A(~k , t)=

1

c2

∂2~A(~k , t)

∂t2

I Aceasta ı̂nsă este ec. de oscilator armonic clasic pt. x : −κx =m
∂2x

∂t2

unde
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
este ı̂nlocuit prin κ, iar 1/c2 prin m.

I Deci oscilaţiile electromagnetice staţionare −→ oscilaţii armonice .∣∣∣Pe de altă parte, energiile oscila-
torului armonic sunt cuantificate:

∣∣∣ W = ~ω
(
n +

1

2

)
n = 0, 1, 2, . . .

unde: ωn =
√
κ/m

I

∣∣∣∣∣∣
Revenind la oscilaţiile câmpului
electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

∣∣∣∣∣∣
W` = ~ω`

(
n` +

1

2

)
n` = 0, 1, 2, . . .

unde, acum pulsaţia: ω`=c |~k`|
cu ω=2πν şi k =2π/λ ⇒ νλ=c

I Valoarea ı̂ntreagă n` reprezintă numărul de fotoni din modul de oscilaţie `.



Cuantificarea câmpului EM (cont)

I Am obţinut deci ec. pt. ~A(~k , t): −
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
~A(~k , t)=

1

c2

∂2~A(~k , t)

∂t2

I Aceasta ı̂nsă este ec. de oscilator armonic clasic pt. x : −κx =m
∂2x

∂t2

unde
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
este ı̂nlocuit prin κ, iar 1/c2 prin m.

I Deci oscilaţiile electromagnetice staţionare −→ oscilaţii armonice .∣∣∣Pe de altă parte, energiile oscila-
torului armonic sunt cuantificate:

∣∣∣ W = ~ω
(
n +

1

2

)
n = 0, 1, 2, . . .

unde: ωn =
√
κ/m

I

∣∣∣∣∣∣
Revenind la oscilaţiile câmpului
electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

∣∣∣∣∣∣
W` = ~ω`

(
n` +

1

2

)
n` = 0, 1, 2, . . .

unde, acum pulsaţia: ω`=c |~k`|
cu ω=2πν şi k =2π/λ ⇒ νλ=c

I Valoarea ı̂ntreagă n` reprezintă numărul de fotoni din modul de oscilaţie `.



Cuantificarea câmpului EM (cont)

I Am obţinut deci ec. pt. ~A(~k , t): −
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
~A(~k , t)=

1

c2

∂2~A(~k , t)

∂t2

I Aceasta ı̂nsă este ec. de oscilator armonic clasic pt. x : −κx =m
∂2x

∂t2

unde
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
este ı̂nlocuit prin κ, iar 1/c2 prin m.

I Deci oscilaţiile electromagnetice staţionare −→ oscilaţii armonice .∣∣∣Pe de altă parte, energiile oscila-
torului armonic sunt cuantificate:

∣∣∣ W = ~ω
(
n +

1

2

)
n = 0, 1, 2, . . .

unde: ωn =
√
κ/m

I

∣∣∣∣∣∣
Revenind la oscilaţiile câmpului
electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

∣∣∣∣∣∣
W` = ~ω`

(
n` +

1

2

)
n` = 0, 1, 2, . . .

unde, acum pulsaţia: ω`=c |~k`|
cu ω=2πν şi k =2π/λ ⇒ νλ=c

I Valoarea ı̂ntreagă n` reprezintă numărul de fotoni din modul de oscilaţie `.



Cuantificarea câmpului EM (cont)

I Am obţinut deci ec. pt. ~A(~k , t): −
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
~A(~k , t)=

1

c2

∂2~A(~k , t)

∂t2

I Aceasta ı̂nsă este ec. de oscilator armonic clasic pt. x : −κx =m
∂2x

∂t2

unde
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
este ı̂nlocuit prin κ, iar 1/c2 prin m.

I Deci oscilaţiile electromagnetice staţionare −→ oscilaţii armonice .∣∣∣Pe de altă parte, energiile oscila-
torului armonic sunt cuantificate:

∣∣∣ W = ~ω
(
n +

1

2

)
n = 0, 1, 2, . . .

unde: ωn =
√
κ/m

I

∣∣∣∣∣∣
Revenind la oscilaţiile câmpului
electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

∣∣∣∣∣∣
W` = ~ω`

(
n` +

1

2

)
n` = 0, 1, 2, . . .

unde, acum pulsaţia: ω`=c |~k`|
cu ω=2πν şi k =2π/λ ⇒ νλ=c

I Valoarea ı̂ntreagă n` reprezintă numărul de fotoni din modul de oscilaţie `.



Cuantificarea câmpului EM (cont)

I Am obţinut deci ec. pt. ~A(~k , t): −
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
~A(~k , t)=

1

c2

∂2~A(~k , t)

∂t2

I Aceasta ı̂nsă este ec. de oscilator armonic clasic pt. x : −κx =m
∂2x

∂t2

unde
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
este ı̂nlocuit prin κ, iar 1/c2 prin m.

I Deci oscilaţiile electromagnetice staţionare −→ oscilaţii armonice .∣∣∣Pe de altă parte, energiile oscila-
torului armonic sunt cuantificate:

∣∣∣ W = ~ω
(
n +

1

2

)
n = 0, 1, 2, . . .

unde: ωn =
√
κ/m

I

∣∣∣∣∣∣
Revenind la oscilaţiile câmpului
electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

∣∣∣∣∣∣
W` = ~ω`

(
n` +

1

2

)
n` = 0, 1, 2, . . .

unde, acum pulsaţia: ω`=c |~k`|
cu ω=2πν şi k =2π/λ ⇒ νλ=c

I Valoarea ı̂ntreagă n` reprezintă numărul de fotoni din modul de oscilaţie `.



Cuantificarea câmpului EM (cont)

I Am obţinut deci ec. pt. ~A(~k , t): −
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
~A(~k , t)=

1

c2

∂2~A(~k , t)

∂t2

I Aceasta ı̂nsă este ec. de oscilator armonic clasic pt. x : −κx =m
∂2x

∂t2

unde
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
este ı̂nlocuit prin κ, iar 1/c2 prin m.

I Deci oscilaţiile electromagnetice staţionare −→ oscilaţii armonice .∣∣∣Pe de altă parte, energiile oscila-
torului armonic sunt cuantificate:

∣∣∣ W = ~ω
(
n +

1

2

)
n = 0, 1, 2, . . .

unde: ωn =
√
κ/m

I

∣∣∣∣∣∣
Revenind la oscilaţiile câmpului
electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

∣∣∣∣∣∣
W` = ~ω`

(
n` +

1

2

)
n` = 0, 1, 2, . . .

unde, acum pulsaţia: ω`=c |~k`|
cu ω=2πν şi k =2π/λ ⇒ νλ=c

I Valoarea ı̂ntreagă n` reprezintă numărul de fotoni din modul de oscilaţie `.



Cuantificarea câmpului EM (cont)

I Am obţinut deci ec. pt. ~A(~k , t): −
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
~A(~k , t)=

1

c2

∂2~A(~k , t)

∂t2

I Aceasta ı̂nsă este ec. de oscilator armonic clasic pt. x : −κx =m
∂2x

∂t2

unde
(
k2

x +k2
y +k2

z

)
este ı̂nlocuit prin κ, iar 1/c2 prin m.

I Deci oscilaţiile electromagnetice staţionare −→ oscilaţii armonice .∣∣∣Pe de altă parte, energiile oscila-
torului armonic sunt cuantificate:

∣∣∣ W = ~ω
(
n +

1

2

)
n = 0, 1, 2, . . .

unde: ωn =
√
κ/m

I

∣∣∣∣∣∣
Revenind la oscilaţiile câmpului
electromagnetic, acestea pot avea
doar energii cu valori cuantificate:

∣∣∣∣∣∣
W` = ~ω`

(
n` +

1

2

)
n` = 0, 1, 2, . . .

unde, acum pulsaţia: ω`=c |~k`|
cu ω=2πν şi k =2π/λ ⇒ νλ=c

I Valoarea ı̂ntreagă n` reprezintă numărul de fotoni din modul de oscilaţie `.
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