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M. Penţia
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Partea XII

Ecuaţiile Maxwell pentru potenţiale
(câmpuri nestaţionare)



Exprimarea câmpurilor nestaţionare prin potenţiale
II Ecuaţiile Maxwell pentru câmpurile nestaţionare sunt,
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(1)

I Câmpul magnetic de divergenţă zero (1.c) se poate scrie ca rotorul

unui câmp vectorial ~A: −→ ~B = ~∇× ~A (2)
I Inlocuind ı̂n (1.b) ,

avem, ~∇× ~E = −
∂
(
~∇× ~A

)
∂t

sau ~∇×

(
~E +
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∂t

)
= 0

I Pe de altă parte, un câmp de rotor nul se poate scrie ca gradient de φ,

~E +
∂~A

∂t
= −~∇φ sau ~E = −∂

~A

∂t
− ~∇φ (3)

Deci, câmpul electric are două surse posibile, una de câmp electric
staţionar, dată de −~∇φ şi una indusă magnetic, dată de ∂~A/∂t.



Ecuaţiile Maxwell exprimate prin potenţiale
II Inlocuind ı̂n ecuaţia Maxwell (1.a) ~∇ · ~E = ρ/ε0, câmpul electric

nestaţionar (3) exprimat prin potenţiale: ~E = −∂~A/∂t − ~∇φ

~∇ · ~E = − ∂

∂t

(
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)
− ~∇2φ =

ρ

ε0
(4)

I Similar, exprimăm prin potenţiale şi a patra ecuaţie Maxwell (1.d) ,

unde ı̂nlocuim câmpul magnetic nestaţionar ~B = ~∇× ~A (2)
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(
~∇×~A

)
= ~∇
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precum şi câmpul electric nestaţionar ~E =−∂~A/∂t−~∇φ (3)
adică, ∂~E
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Deci, pornind de la ec. Maxwell (1) obţinem sistemul de ecuaţii dife-
renţiale de ordin 2 cuplate (4-5) pt. potenţialele scalar φ şi vector ~A.



Ecuaţiile Maxwell pentru potenţiale - cazuri particulare

II Calibrarea Coulomb - Ecuaţie potenţial φ

I Calibrarea Lorenz - Ecuaţie potenţial φ

Calibrarea Lorenz - Ecuaţie potenţial ~A

I Notă importantă: Când se va trece la cuantificarea câmpurilor,
potenţialele joacă rolul funcţiilor de undă din mecanica cuantică.



Calibrarea Coulomb - Ecuaţie potenţial φ
II Pentru a separa şi rezolva partea de

potenţial scalar φ din ecuaţia
Maxwell pentru potenţiale (4),

− ∂

∂t

(
~∇ · ~A

)
− ~∇2φ =

ρ

ε0
(4)

se alege ~A astfel ı̂ncât scalarul
dintre paranteze să se anuleze,

~∇ · ~A = 0 sau ∂iA
i =0 (6)

care defineşte calibrarea Coulomb.

I Atunci, ecuaţia potenţialului scalar
φ din cazul nestaţionar, după o
calibrare Coulomb, e identică cu
cea din cazul staţionar,

∇2φ = − ρ
ε0

(7)

care este o ecuaţie de tip Poisson.

I Deci, soluţia de potenţial scalar
pentru câmpuri nestaţionare, este
identică cu cea din cazul staţionar,
dată doar de distribuţia de sarcină,
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1
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∫
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|~r − ~r ′|
d3~r ′
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d r’
3(r’)ρ

r



Observaţii legate de calibrarea Coulomb
II Rezultatul obţinut anterior descrie o acţiune la distanţă. O schimbare

a densităţii de sarcină ρ(~r ′, t) ı̂n punctul ~r ′, implică o schimbare
simultană a potenţialului φ la distanţa |~r − ~r ′|, deoarece prin
calibrarea Coulomb, ı̂n ecuaţia Maxwell pentru potenţiale s-a eliminat
dependenţa de timp, prin potenţialul vector ~A.

I In cazul dependenţei de timp, ~E = −∂
~A

∂t
− ~∇φ (3)

avem două componente ale câmpului electric, una care derivă din
potenţialul scalar şi alta care derivă din potenţialul vector. Dacă
potenţialul scalar φ (ce nu depinde de timp) răspunde imediat
schimbării densităţii de sarcină, asta nu ı̂nseamnă că şi câmpul
electric trebuie să răspundă imediat acestei schimbări.

I De fapt, schimbarea datorată componentei ~∇φ a câmpului electric
(3) este compensată de o schimbare egală şi de semn opus a
componentei ∂~A/∂t, astfel că pe ansamblu câmpul electric rămâne
neschimbat. Echilibrul se păstrează atâta timp cât ı̂i trebuie luminii
să ajungă de la sarcinile electrice la regiunea ı̂n cauză.

I Calibrarea Coulomb este utilă doar pt. câmpuri staţionare.



Calibrarea Lorenz - Ecuaţia potenţial ~A
II Facem separarea funcţiilor de potenţial φ şi ~A ı̂n ecuaţiile Maxwell

pentru potenţiale (4), (5). La ı̂nceput, ı̂n ecuaţia (5)

µ0ε0
∂2~A

∂t2
− ~∇2~A + ~∇

(
µ0ε0

∂φ

∂t
+ ~∇ · ~A

)
= µ0

~j (5)

I Calibrăm ~A astfel ı̂ncât scalarul dintre paranteze să se anuleze, adică

~∇ · ~A = −µ0ε0
∂φ

∂t
sau ∂µAµ =0 (8)

relaţie ce defineşte transformarea de calibrare Lorenz.

I Atunci ecuaţia (5) devine ecuaţia Maxwell pentru potenţialul vector ~A

µ0ε0
∂2~A

∂t2
−∇2~A = µ0

~j (9)

I In vid (~j = 0), aceasta devine ecuaţia de propagare a potenţialului
vector ~A sub formă de unde, cu viteza luminii (µ0ε0 = 1/c2),

1

c2

∂2~A

∂t2
−∇2~A = 0 (10)



Calibrarea Lorenz - Ecuaţia potenţial φ
II Inlocuind transformarea de calibrare Lorenz ~∇ · ~A = −µ0ε0

∂φ

∂t
(8)

ı̂n cealaltă ec.Maxwell (4) pt. potenţiale − ∂

∂t
(~∇·~A)−~∇2φ=

ρ

ε0
(4)

obţinem,
µ0ε0

∂2φ

∂t2
−∇2φ =

ρ

ε0
(11)

adică, ecuaţia Maxwell pentru potenţialul scalar φ ı̂n funcţie de ~r şi t.

I In vid (ρ = 0), aceasta devine ecuaţia de propagare a potenţialului
scalar φ sub formă de unde, cu viteza luminii (µ0ε0 = 1/c2),

1

c2

∂2φ

∂t2
−∇2φ = 0 (12)

I Faptul că partea ∂~A/∂t a câmpului electric ~E = −∂~A/∂t − ~∇φ diferă
când se trece de la calibrarea Coulomb la cea Lorenz, sugerează ideea
că separarea câmpului electric ı̂n componenta indusă electric (sarcini)
şi componenta indusă magnetic, nu este unică ı̂n cazul general de
variaţie temporală. Adică această separare este doar o convenţie.


