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Partea Il

Mecanica Lagrangiana



Ecuatii de miscare Tn mecanica clasica (oscilator armonic)
» Conform Newton F = mx. Un corp de masa m, sub -
actiunea fortei elastice F(x)=—kx, are ec. de miscare (1)
ian- k L L
» Lagrangian-ul ca L(x, ) =T~ VT2 2 0 0

bl T kx 2o — ms
funchie de x si x: X T T T TR ™

oL
» Pentru a exprima ec. (1), scriem si mx prin L: mx = dt<8x> obtinem
Ecuatia de migcare @_7 oL 2)
Euler-Lagrange Ox Ox
» Hamiltonian-ul ca p*> k 2 OH OH p
Hamiltonian H(x,p)=T+v=L_1% — kx L
functie de x si p (x,p) =T+ 2m + 2" 8x "Op m
> Pentru a exprima ec. (1), scriem kx=—mX=—p si % = x, obtinem
i i OH OH
Ecua't;ule de miscare 9y . Ly (3)
Hamilton ox op

> Prin integrarea ecuatiei de miscare (1) se obtine "traiectoria” x = x(t) a
particulei. In cazul de fata, miscarea oscilatorie armonica,

x(t)=xp[exp(iwt)+exp(—iwt)] cu w= % (4)



Functionalad si Derivata functionala
Daci o functie f(x) d3 o valoare numericd f pentru o [\)/aloare de intrare x,
o functionald F[f], este sub forma integralei: F[f]= [ L[x, f(x), f'(x)]dx (5)

a
ex. timp, lungime, actiune, etc. adicd o val. numeric3 pt. o traiectorie f(x).

Ji

ducem variatia 6f(x) local3 a traiectoriei de inte- fib)
grare (ce duce la o variatie numericd F). Noul
integrand L[x, f+6f, f'+0f'], duce la variatia f(aﬁf@

b b | 3
oL oL __, : :

= = _— —_— x
5F /35de /a(aféﬂ—af,éf)dx 4 b

Cu 5<—>dix si integrarea prin parti [udv=uv— [vdu a termenului doi

eoL boL dsf oL _ P bd (oL
5f(a)=56f(b)=0

. Of of dx " of
broL  d /oL
Dedi, 5F:/ [—( )] 0f dx, atunci folosind (5), avem

. . . . OF .
Pentru a defini derivata functionald —, intro- 5f(b)=0

of  dx\of'

5Ff  Of dx\Of 5f  of \oVf

: . x. OF OF d[OF o0F OF OF
Derivata funcgionald: 25 _ i
(aw) sau V(aw) (6)



Principiul minimei actiuni - Ecuatiile Euler-Lagrange
> Dinamica unui sistem mecanic, e dat3 de Lagrangian: L(q',§’,t)=T—V
cu T-energ.cin. V-energ.pot. g'(t)-coord. gen. (i=1,n gr. libertate)

> "Traiectoria” q(t) c3utatd, este cea de minimd actiune Spin: | 05=0
» Actiunea: S(q /ZL Jt)dt (7) 4

q'(t) coord. si ¢'(t)=dq'/dt viteza particulei i
» Variatia S cu 5q 6q pt. 6q'(t1)=6q'(t2)=0

29 fzaL d(5q oL d (0L
5q' / dt(@ )6 dt
5q'(t)=5q'(£2)=0

55 /Z( 5 "'(t))dtzo (8) : 3
a ' I
> 55 /Z[aq dt(gs)}a dt=0 — g;.—jt(g:)ﬂ (i:1(92)

» Cu 5<—>— si integrarea pr|n part;l Ju dv—uv—fv du a termenului doi
R,_/

Acestea sunt ecuatiile Euler- Lagrange un sistem de n-ecuatii diferentiale cuplate de
ordin 2, cu 2n var. indep. ¢', ¢, si 2n cond. initiale ¢'(t=0), q'(t=0), intr-un spatiu n-
dim (spatiul configuratiilor). Solutia este ecuatia de miscare g'(t) a sistemului mecanic.



Descriere Lagrange si Hamilton
» Dinamica unui sistem discret descrisa de Lagrangian ‘ L(g,q,t)=T—-V ‘

Ecuatiile (9) | oL _d< oL ) _o| 'mpulsul oL oL
dt B

Euler-Lagrange aqi afli conjugat Pi=%q - ag P
dL aL

i = OL .;\ daci Lnudep.
> at Zdt <8q > explicit de t
¢ dt( e energ. H:Zp;é]’—L:const.

dt
) conserv.
» Dinamica descrlsa prin Hamiltonian: H(q,p):T+V:Z pid —L(q,q)

AN oL ;. —
> dH—Z(dPi Q'+Pz//q' aq -dq’ _89/%7’)_2((]/); g' — pidq')

Ecuatiile oH I OH i (10)
Hamilton dq i opi T =
Ecuatiile Hamilton - sistem 2n-ecuatii diferentiale cuplate de ordin 1, cu 2n var. indep.
q', pi si 2n cond. initiale ¢'(t=0), p;(t=0), intr-un spatiu cu 2n-dim (spatiul fazelor).
» Descrierile Newton — Lagrange — Hamilton echivalente, conduc la aceleasi rezultate.
Diferentele constau Tn evidentierea diverselor proprietati mecanice: simetrii, invariante
sau flexibilitate la transformari de coordonate.

dln Ec E L




Oscilator armonic - ecuatia de miscare Euler-Lagrange

» C3utdm ecuatia de miscare a unei particule de masa m supusa
actiunii unei forte elastice 1-dimensionale: F(x) = —kx ?

» In mecanica Newton F=mX, iar ec. de miscare este (11)

» Acum, Lagrangian-ul: L=T—V/, iar g=x,

2 2
unde T= '”; jar V:—/F(x) dx:’%
m k oL oL
Adica, |L ) = —Xx% — =x° — = —kx ; — = X 12
dica, | L(x, X) 7 X" = o — o X | oo =mx (12)
oL d (oL

Final i i Euler-L — = =

» Final, ecuatia de miscare Euler-Lagrange (9) o <8x> 0

este, pt. oscilatorul armonic: —kx—a(mk):O
adicd, —kx=mX la fel ca Tn mecanica newtonian3 (11).

» Prin integrarea ecuatiei de miscare se obtine "traiectoria” x = x(t)
a particulei. In cazul de fata, miscarea oscilatorie armonica,

x(t) =xp exp(tiwt) cu w= \/E (13)



Forta Lorentz exprimata prin potentiale
Asupra unei particule cu sarcind elec- = = .
tricd g, aflatd in camp electric £ i cdmp F=q <E+\7 X B) (14)
magnetic B, actioneaza forta Lorentz:

Legatura intre E Si éfu potentialele . . oA L
scalar ¢ si vectorial A este datd de E:—ch—a i B=VxA (19)
(vezi Ec. Maxwell pt. potentiale):
Inlocuind (15) n (14), obtinem: /_—":q<_ﬁgp - % + VX (ﬁx,z\')>
Dezvoltarea triplului produs vectorial Vx(VxA)=V(v-A)—(V-V)A
2 A T
conduce la expresia fortei Lorentz: F= < Ve — [aat +(v- V)A] +V(V- A))
d - dy 0 ; IA -
d —A(R, t t) — (X, t)=—+(V-V)A
ar (X, t)=—A(X, +Z 7t 8XJ 9 +(V-V)

In final, expresia fortei Lorentz este: ﬁ_q<_ﬁ¢ — CcIT/tA +§(\7 . ,Z\)) (16)




>

Lagrangian si Hamiltonian pt. particula in camp E si M

Pt. ec. de miscare a unei particule de sarcind g aflata Tn camp Electric si Mag-
netic stationar, cautam Lagrangian-ul si Hamiltonian-ul corespunzator.

.2
m
Pentru miscarea unidimensional3: =70 V:—/F(x) dx

Forta Lorentz (16) F(x), independent3 de timp: I?:q(—ﬁgo +V(v- /Z\'))

d d(v-A -
dLmeC:F~dX:fq—stx+q (v )dxzfqd<p+qd(\7.,4)
dx dx

Deci, n final, energia potentiald este: V:_/F(X) dx=qp—qxA  (17)

2 oL .
Lagrangian-ul: L:TfV:KchpquXA iar p:a:mx+qA (18)

2
e : . . mx? ;o mx?
Hamiltonian-ul: H=px—L=(mx+q X——- +q<p—(y/47—2 +qp
_agA —gA)2
Inlocuind x — p din (18) x=P—9" obtinem H:w—kq(p
m 2 2m
In absenta cdmpului EM: H:L
2m

Contributia cAmpului magnetic se traduce prin inlocuirea: p — (p—gA).



Oscilator armonic - ecuatia de miscare Hamilton

Ecuatia de miscare (11) —kx=mx se poate obtine pornind si de la

g 1 1
hamiltonian-ul H(x,p) = T(p) + V(x) = %[ﬂ + Ekxz (19)
unde p = mx.

H H
Folosind ecuatiile Hamilton (10) g—x =—p ; (Zp =X
obtinem kx=—p ; L X
m

Din ultima expresie avem p = mx si introducand Tn prima, obtinem
ecuatia de miscare cautatd: —kx = mx, la fel ca Tn mecanica
newtoniand (11).

La fel, prin integrarea ecuatiei de miscare se obtine "traiectoria”
x=x(t) a particulei. In cazul de fata, miscarea oscilatorie armonic3,

k
x(t)=xo exp(£iwt) cu w= - (20)



Partea IV

Campuri Clasice



Trecerea de la Mecanica Clasica la Campuri Clasice

» In teoria cAmpurilor clasice coordonatele spatiale si timpul nu se mai folosesc ca variabile de
miscare. Ele nu mai descriu miscarea particulei, ca xi(t) de exemplu, ci sunt variabile complet
independente, ce caracterizeaza sau eticheteazid campul in diversele puncte din spatiu-timp.
Variabila independentd t din mecanic3 este inlocuitd prin 4-coordonata x*. Singurele marimi
care variaz3 sunt valorile de cAmp la trecerea de la un punct la altul sau de la un moment la
altul. Acum avem dependenta valorilor de camp " (x*) de coordonata 4-dim x* =(t,X). Pt.a
obtine ec. de miscare (Euler-Lagrange sau Hamilton) de cdmp clasice, inlocuim:

Ma3rime fizic3 Mecanica clasica Campuri clasice
Coord. generalizate q' »'(%,t) (21)
Viteze G dq’ r_0¢"
generalizate T="g Oue ~oxn (22)
Lagrangian L(q' &) (", Ou) =[x Lo D) (23)
oL oL
Impulsul conjugat i = - = (24)
P jug p 94 A(Ouep")
Actiunea S S /éft L( i -i) 4
= q,q S=[d* L(¢", 0" 25
VariatiadS=0 t (¢ Oue’) (23)
daec. de miscare oL _1(3L>70 oL ( oL )_ (26)
Euler-Lagrange aqi  dt\ogi) dor M\o(Buen))
Hamiltonian H(q' pi)=pig'—L H(p",mr)=nloue"—L  (27)
Ecuatii de miscare S OH _,-:8H u__‘;ﬂ . r_éi 2
Hamilton Pi oq'’ 9 Opi O = Sor ' One'= Smh (28)




Lagrangian de campuri clasice

Lagrangianul L(p,¢) de campuri _ 5 Lo
clasice este o functionald de ¢ si ¢: L=t {SD(X’ £ (%, t)} (29)

Scris prin densit. de Lagrangian:  L(t) :/d3>’<'£[<p()"<’, t),Vio(X, t),o(X, t)} (30)

L nu depinde explicit de X (e integrald dup3 d3X), insa prin £ e functie locali de X.
p g p p !

Pentru derivata func',clo—} /d3_'[(5 n oL 5(050) + 3/.-354

nala putem scrie variatia A(0ip) ——  Op

v a(64;7)
Cu & « O; si integrarea prin parti: [udv=uv|, ...~ [vdu a termenului
spatial, t;ménd cont c3 la margine cdmpul si derivatele se anuleaza, avem:

oL oL
dR ———~ §(0ip) = =0 /d3>‘<'5 a< >
/ ) 8(8’90) v margine v (8,@)
=0

(W) dv

oL oL oL

Deci, 6L(t :/d35<' K—@;( ))6 +—90 '],iarcuinte rarea (30) avem,
(1) 7o \a00))) ¢ T 950 grarea (30)
derivata functional3 a} §L oL ( oL > oL oL

L, la fel ca (6), este: S 0p \0(0ip) 5o 9¢

(31)




Ecuatiile Euler-Lagrange pentru campuri clasice

» Pentru a obtine ecuatiile de cAmp clasice, folosim actiunea (25)

%)
S=[dt L(¢", 0., t) :/d4x L(¢",0up", t) (25)
t:
» Evaludm variatia S, similar cu §F din derivata functionald (6):
8£
55:/ t/d3 ( " § ch’> 32
SN 0u(¢)=dv

Obs: Sumarea dup3 / din mecanic3, s-a nlocuit cu integrala dup3
d3x. In plus, se cere anularea cAmpurilor si a derivatelor la infinit.

» Cuintegrarea prin parti [udv=uv—[vdu in ultimul termen din
(32), folosind conditia de minim 6S=0 si §(0u¢")=0u(d¢"),

avem, similarcu6F:  0=0S /t/d3 [ <(§fgp )>]5 T (33)

» La variatii 0" arbitrare = ecuatiile Euler-Lagrange pentru cadmpuri

oL, (oc \_ | [oc o/ oc \ _coc\
der M\(Oupr)) dpr t\d(d¢r/0t)) \O(Ver)

—

34)




Lagrangian si ecuatiile de camp clasic Schrodinger

Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 0L v oL _0 2%
miscare (26) (ecuatia de camp) dp oty \0(Ve) (26)

Avem Lagrangian-ul £ de o B2 . .
camp Schrédinger de forma L=ihy ¢_%V¢ Vip=Vi*y (35)

Prinvariatia 0¢* avem: 0L . . oL oL h?
’ =ip-Vy; —=0; ——=—--V
o+ vV o+ o(Vy*)  2m v
Ecuatia (26) decamp | . 0y  _, cusolreald: 36
Schrédinger real 1 /hE:—%V PEVY L g(x, 1) = e WD) (36)
formal identicd cu ecuatia de stare Schrodinger din Mecanica Cuanticd (NRQM).
oL oL oL n?
Prinvariatia 09 avem: —=—-Vy¢* ; —=iw* ; ———=——V¢"*
Hadpavems Gp =V T Gy Y
Ecuatia (26) de camp onp* K2 cu sol.complexa:

H _ 2,1 % * X S
Schrédinger complex _'FLW - —%V P+VY V¥ (x, t) = e @tkX)

In Mecanica Cuantic3 e utilizatd doar solutia Schrédinger reals (X, t).



Lagrangian si ecuatiile de camp Klein-Gordon real

Pentru a explicita ecuatia E-L de oL 0 0L v oL _0 34
miscare (34) (ecuatia de camp) dp otop \0(Ve) (34)
Lagrangian-ul 1., 1

de camp K-G EZE[QP2—(V@)2—W2¢2] sau E:E((Q)ﬂcpa“g@—mchz) (37)

) oL . or

oL
» Prinvariatia dp avem: —=—-m‘p ; —=¢ ; =—Vp
dp 9 (V)

> Adic§, ecuatia (34)
de cémp K-G este (8?—V2+m2)gp:0 sau (8M8“—|—m2)¢:0 (38)
formal identicad cu ecuatia de stare K-G din Mecanica Cuanticd (RQM).




Lagrangian si ecuatii de camp Klein-Gordon complex

Lagrangian-ul K-G complex
transcris dup3 cel real (37):

L= — V" Vip—migip=0,5"0"p—mFp| (39)

Inlocuind Tn Ec. E-L oL 9oL _ oL (40)
pt. cele 2 cAmpuri: dpr Otdypr 0 (V)
22, 2
Avem, a—ﬁz—m%* ; %:sb* ; 0L __ Y = 0F -~V m)p=0
dp ¢ (V) Ec. K-G pt.cdmp complex
aﬁ*:*m%: ii:¢; Lﬁ*:*Vw = O v+ m)p=0
Oy 94 (Vi) Ec. K-G pt. camp real

Solutiile de cdmp (scalar) Klein-Gordon real ¢(X, t)si imaginar ¢*(X, t):

o(%, ) =a(K)e @tk ¥ (3 t)=a*(K)e/ =k (absentd in NRQM)  (41)
- solutia pentru E =hw >0 (particule) este: (X, t):oz(/_(‘)e_"(“’t_f‘%)

- solutia pentru E <0 (antiparticule) este: ¢*(X, t)=a*(k)e/(“@t=k%)

Pauli si Weisskopf (Helv.Phys.Acta 7,709 (1934)) au ardtat c3 ec. K-G descrie
partic. de spin 0. Ec. Dirac si Proca descriu partic. de spin 1/2 resp. spin 1.



Diferenta intre stari si campuri

> Ecuatia de bazd a RQM pentru starile relativiste Klein-Gordon (34) este
aceeasi cu cea din QFT pentru cAmpurile relativiste (38).




>

>

Lagrangian si ecuatiile de cdmp Dirac clasic (spin 1/2)

Lagrangian-ul pentru un cadmp spinorial v:

Ecuatia de miscare Euler-Lagrange (34) este

1 si 1 sunt variabile dinamice independente,
iar ec. Euler-Lagrange (34) pentru §v) este:
oL

2(0u¥)

oLr .
avem a—qz:w”@uw—mzb
Din ec. Euler-Lagrange (34) pt.(%}

obtinem ecuatia Dirac pentru :

Dinec. Euler-Lagrange (34) pt. ¢
obtinem ec. Dirac adjuncta pt. ¢:

Solutia pentru E >0 (particule) este: ¢(X, t)=u(p) e ' P>
Solutia pentru E <0 (antiparticule) e: (X, t)=v(p) et'Px
1 0 —o-p 0
0 1 |E|+m —o-p
Spinorii: ut=N| o-p |, 0 cv2=N| 0 | IE|+
E+m o-p 1 0
0 E+m 0 1

L= iy O — mipp

oL oL
F 8“(8@@) =0

oL oL
—_9,[—=—)=0
b “(8(%/)))

i7"t —myp=0]

i 0 pyH +mip=0

(42)



Lagrangian de camp electromagnetic (Maxwell)

—

0B

v.E=L (a) VXxE=—— (c
Ecuatiile Maxwell: €0 ot o (47)
V-B=0 (b) §X§:M0j+uoeoa (d)
a2 . - A
Campurile E si B sunt date de E=—Vp— ot (48)
potentialele scalar ¢ si vector A: B_% « A

De data asta cdutam ecuatiile de camp EM (Maxwell) (47) cu ajutorul
ecuatiilor Euler-Lagrange (34). Pentru aceasta avem nevoie de

Densitatea de Lagrangi- 1 > 1 5 S o
an pt. cAmpul EM este: E_E €k _%B —pp+J-A (49)

L contine termenii: (1) - densit. de energie din campul EM, (2) - densit.

de energia dat3 de interactia densit. de sarcind p cu potential scalar ¢ si

(3) - densit. de energie datd de interactia densit. de curent J cu potential
vector A (vezi "particuld Tn cdmp EM" din Mecanica-Clasica).



Ecuatiile de camp electromagnetic (Maxwell (a))
Ecuatiile de cAmp (ecuatiilede ~ 0L _335_6( oL ) o0 ()
miscare Euler-Lagrange) (34) dq; 0t 04; a(ﬁqi)
unde variabilele independente (coordonatele) g; de cdmp de data asta
sunt potentialul scalar ¢ si componentele de potential vector A, Ay, A,.
Evaludm intai termenii pt. g;=¢ din ec. E-L (34) cu expresia £ (49):

oL oL >
adica: —=—p ; —=0; pt. ~ avem Vip=—E,

a0 " 9p (V) v
oL oL 0(3e0E?) 0(3eo( E2+EZ+E2)) .
AV  0E 0B OE, =~ okx

si la fel pentru componentele dup3 y si z, atunci:

(0L \_ d(0L) _d(OL\ d(OL)\ o E

o(Ve)  dx\0E/ dy\OE,) dz\0E;)  °
Inlocuind in (34), avem: a—ﬁ—ga—ﬁ—ﬁ afﬁ =—p+eV-E=0
y Op Oty (V)

sau V-E=L| adics am obtinut l-a ecuatie Maxwell (47)-(a).
€0




Ecuatiile de cadmp electromagnetic gl\/laxwell (d))

» Ecuatiile EuIer—Lagrange (34) oL 72%76 L 0 (34)
pentru q;=A; (i=x,y,2) A Ot DA, VA
» Densitatea de Lagrangian 1 ) ) - o
(49) pt. campul EM este: EZE ok _78 —pp+J-A (49)
» Explicit, campurile E Si B sunt legate de potem;lalele psi A prin (48):
et (9 i\t ( 9% i\7. ([ 9% i\r
E= EXI+Eythzk—_‘( ox. AX>/+< By Ay)1+< 97 A,k
Lo . - ,
B=VxA=|0/0x 0/dy 0/0z|= (,A:—0.A) I+ P-A—0.A) [+ (A, ~0,A) K
Ay A, A

> Pt. A;=A,, termenul din £ (49) ce depinde de A, este J- ﬁ cel ce depinde de

A, este egE?/2, iar cel ce depinde de ;A este —B? /2. Atunci (34) devine:
3

WA 0 0B 5 0 (0B g

DA« at  9A, — 0x; \ 0(9;Ax)

K2 0 «IE? OE  \~ 0 1 9B 9B _
m 9E, i %_882 B " z
O T\ 9z Ay )T lafelpt. ysiz=| VxB=pod + poco =

——— ot

—(VxB)yx



Ecuatiile de camp electromagnetic (Maxwell (b)-(c))

> Celelalte doud ecuatii Maxwell (47) (b)-(c) se obtin imediat din expresiile
(48) ale campurilor prin potentiale.
Pentru B=V x A, deoarece divergenta de rotor este zero, avem imediat:

V - B=div(B)=div(V x A)=div rot(A)=0 (b)
» Pentru E:—ﬁgp—aﬁ/at, deoarece rotor din gradient este zero, avem,

V x E:rot(E):—rotgrad(go)—irot(ﬁ):—%f (c)



Lagrangian si ecuatiile de cdmp EM (Maxwell covariante)

» Lagrangian de. camp = _EFW,_-W — jioj" A, (50)
electromagnetic 4

I-ul termen este expresia 4-dim a termenului | din Lagrangian-ul (49), iar
al Il-lea este cea a celor doi termeni urmatori din (49).

» Tensorul de camp
__0A, GAM 0A”  0AH

=0,A, —0,A, = s FFY=0FAY — 0" At = 51
Fuw = 0xk Oxv 8X# ox, (51)
0 E'YcE?/cE3c 0 —E'/c—E?/c —E3/c
—E')c 0 -B® B2 El/c 0 -B® B?
F/w: ; FiY= (52)
—-E?/)c B 0 -B! E%?/c B3 0 —B!
—E3/c -B> B! 0 E3/c —-B? B! 0

Unde, ridicarea perechilor de indici spatiali (i,j) nu schimba de semn,
n timp ce ridicarea indicilor time-space (0,j), (i,0) schimba de semn.
FoiFO+FioF0 FiiFi4FjFJi

E2
> Fu F*=—2(E}+E}+E3) /c*+2 (B3+B3+Bf) = (52 (:2>




Ecuatiile Maxwell neomogene covariante
Fu=0,A,— 0,A,
FHrY =grAY — Q¥ A
Fu F* = (FioFP 4+ P F?Y) + (Fs F2 + F3o F??) + (Fa1 FP1 + Fis F )
+ (ForF?' + FioF') + (Foa F% + Fao F*°) + (Fos F%* + F30 F*°)
= (FuaFi2+ Fi2F12) 4+ (Fas Fas+ FasFoz) + (Fai Fa1+ Fa1 Fa1)
— (Fo1Fo1+ Fo1 Fo1) — (Fo2 Foa + Fo2 Fo2) — (Fos Fos + Fos Fo3)

1
» Lagrangian-ul (50) | £ = —ZF,“,F’W — pof AL

L (0A  BALY 0As  dAY A1 A3\
4(@ ‘W)“(@‘ﬁ)”(%‘ aT)
(0 DAY (kA (0A  0AY
ox0  Oxt Ox®  Ox? ox°  Ox3
» Vom deduce ecuatiile Maxwell oL P oL B
din ecuatiile Euler-Lagrange (34): A, "M\0(9,A,) 0 (53)
oL 0A 0A
T4 (00t~ )= Ok )=~ = =
—_——
oL 0A 0A Fr2
9(0oA1) B (5‘Xé a (9)(5) (00 010} = For=—Fro = FH=—F7
—_———

» deci

Fo1
— iV - —_ wv 0, F*Y = poj 54
A toj” a“(@(auAy)) O F" = 1 0 (54)



Hamiltonian de campuri clasice
Hamiltonianul H[cp()?, t), m(X, t)] este o functionald de ¢ si 7
Scris prin densit. de Hamiltonian: H:/d3>’<’ H[cp()?, t),m(X, t)} (55)
Dac3 H nu depinde de X (e integrald dup d°%), H ns3 e functie locald deX.
OH OH

- OH OH ;
Variatia 5H:/ [5 + a0, )6(8 )+—6 +3(8"90)6(8 ga)}

Cu § < 0; si integrarea prin pal.",cl.fu dv= u.v\ma.rg,-ne—fv du a termenilor
spatiali, tindnd cont c3 la margine cdmpul si derivatele se anuleaza, avem:

/ dg#a(a 00m) = / R0 (a(a 7r> / dba(a,w)&(a"p) / X0 (8(6,eo))
: _ [ s |(OH , OH oH OH
deci o= [ 3 (501 ) o+ (5~ 4(aar ) )
atunci, folosind integrarea (55) avem:
oH 8H—8- oH
or  or \9(9T)

derivatele functionale ale H sunt: (56)

<5H_8H_8( OH )
b 0o T \9(0ip)




Ecuatiile canonice Hamilton pentru campuri clasice

In descrierea de camp, facem trecerile: x— (X, t) ; p—m(X,t)

L
impulsul p si densitatea m exprimate prin (24): p 8— — W—a—ﬁ_
ox o
si densitatea de Hamiltonian (27): H(p, m)=1dp— L(p, ) (57)

OH= 57730—1—/{@—5@—/ = omT—7 iy

8t<dga)
unde am folosit Ecuatia E-L (26): or_9 <6L>:7'r

&p 0t \0¢¥
de unde obtinem ecuatiile canonice . OH| |. O0H 58
Hamilton (cu derivata functionald): Y= ol = _% (58)
Cu expresiile (6) ale deri- o= ‘577'[ :877'(_ ( OH >
vatelor functionale, obtinem om  Om o(0im) (59)
ecuatiile canonice Hamilton _ OH OH OH
pentru cAmpuri clasice = _@ - o i (3(31.@))



Ecuatiile covariante Hamilton pentru campuri clasice

In descrierea de camp, facem trecerile: x"— " (X, t) ; py— 7 (X, t)

oL oL

i Isul p, pri [ r (24): pr=—7— r=
impulsul p, prin densitatea 7, (24): p o G
si densit. de Hamiltonian (27):  H(y", ) =7F0,0"—L(¢", 0ue")  (60)
57’[:57#‘6“@4-#“5%)—8['5@—655 wp) =0y omH—0, o

o ()

—~~

8#(5(2590)) or ™ or
unde am folosit EcuatiaE-L (26): — =0 ():3 mh
( ) 8(,0 M 8(8,@) ©
: OH oH

de unde: 8#90:5771 : 8#7r“:—@ (61)
Cu expresiile (56) ale _0H _OH ([ OH
derivatelor functionale, L TR T 9(0imH)

obtinem ecuAa,tii/e .l-iami/— 5 SH 6H+ < OH )
ton pentru ca clasice T=———=—a—10i|\575
n pentru cadmpuri i M 5o g 9(0:9)



Hamiltonian si ecuatii canonice de camp Schrodinger clasic

>

>

Hamiltonianul (57) exprimat prin Lagrangian:  H(y, n)=m)—L
CR2
Cu L Schrédinger (35) ,czirnp*w—h—vw*-w— V™
oL
Avem, 77—% i = Y= /h
Hamiltonianul de cdmp Schrodinger va fi:

g . R ih "4
H= ihwﬁ/;—imb%wr%w*vw Vip*ep= —z’fmwvwﬁmp

Ecuatiile canonice Hamilton . 6H . OH
(ca derivata functionald) (58) W__@ 1/’—%

. O0H OH OH % ih_y
Ecuatiile Hamilton W:—@:—%-FV 73(V¢) 7 —%V T

canonice (65) de
. 0H OH OH %
(50s5) =7+ 3 V0

camp Schrodinger V=5_-= or W in

Folosind 7 = iht)* (63) —Ihaw = Vo~ V 1* ec. Schrodinger complex3

siT=ihOY* Ot regdsim ?’9 h2
ecuatiile Schrodinger (36)| i (;p

Vip— —VQw ec. Schrodinger reald



Hamiltonian si ecuatii canonice de camp Klein-Gordon clasic
» Hamiltonianul (57) exprimat prin Lagrangian:  H(p,7)=7o—L
1
> Cu L Klein-Gordon (37) EZE [(P*— (V)= mP¢?]
0
Avem, W:%:(P = Y= (66)

» Hamiltonianul de cdmp Klein-Gordon va fi:

. L1, 1
H=mp—L=¢p"— = (P*—(Vp)>—m*p?) == (T +(Ve)*+m’p®)|  (67)

2 2
» Ecuatiile de miscare Hamilton . O0H ., O0H 68
(ca derivat3 functionald) (58) ﬂ-__@ I (68)
» Ecuatiile Hamilton ﬁ:—iﬂ:—gﬂ V<68VH)_m2<p+V2¢
canonice (68) de ¥ ® (Vo)
camp Klein-Gordon ¢_5ﬂ - 8j _

6w Orm -
> Folosind m=¢ si 7=, regdsim ec. Klein Gordon (38): % —V2p + m3p=0



Hamiltonian si ecuatii de camp clasic Klein-Gordon complex

» Cu ajutorul Lagrangian-ului de cAmp K-G complex (39) putem scrie

Hamiltonian-ul 3¢ — 37— £ = 25 o1 25 oe (303 Vo  Vip— mipi)=

b
_ . 507 55 (69)
KGW ST Y| eV Vet miy

psi e (m=8L/5p si m*=0L/6p™) sunt cAmpuri separate Tn sumarea dup3 r.



