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Partea III

Mecanica Lagrangiană



Ecuaţii de mişcare ı̂n mecanica clasică (oscilator armonic)
I Conform Newton F = mẍ . Un corp de masă m, sub

acţiunea forţei elastice F (x)=−kx , are ec. de mişcare −k x = mẍ (1)

I Lagrangian-ul ca
funcţie de x şi ẋ :

L(x , ẋ)=T−V =
m

2
ẋ2−k

2
x2 ⇒ ∂L

∂x
=−kx ;

∂L

∂ẋ
=mẋ

I Pentru a exprima ec. (1), scriem şi mẍ prin L: mẍ =
d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
, obţinem

Ecuaţia de mişcare
Euler-Lagrange

∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=0 (2)

I Hamiltonian-ul ca
funcţie de x şi p:

H(x , p)=T+V =
p2

2m
+

k

2
x2 ⇒ ∂H

∂x
=kx ;

∂H

∂p
=

p

m

I Pentru a exprima ec. (1), scriem kx =−mẍ =−ṗ şi
p

m
= ẋ , obţinem

Ecuaţiile de mişcare
Hamilton

∂H

∂x
= −ṗ ;

∂H

∂p
= ẋ (3)

I Prin integrarea ecuaţiei de mişcare (1) se obţine ”traiectoria” x = x(t) a
particulei. In cazul de faţă, mişcarea oscilatorie armonică,

x(t) = x0 [exp (i ω t) + exp (−i ω t)] cu ω =

√
k

m
(4)



Funcţională şi Derivata funcţională
I Dacă o funcţie f (x) dă o valoare numerică f pentru o valoare de intrare x ,

o funcţională F [f ], este sub forma integralei: F [f ]=

∫ b

a

L[x , f (x), f ′(x)] dx (5)

ex. timp, lungime, acţiune, etc. adică o val. numerică pt. o traiectorie f (x).

I Pentru a defini derivata funcţională
δF

δf
, intro-

ducem variaţia δf (x) locală a traiectoriei de inte-
grare (ce duce la o variaţie numerică δF ). Noul
integrand L[x , f+δf , f ′+δf ′], duce la variaţia

δF =

∫ b

a

δL dx =

∫ b

a

(
∂L

∂f
δf +

∂L

∂f ′
δf ′
)

dx

fδ

δ f(a)=0

x

f(x)

a

δf(b)=0
f(b)

f(a)

f

b

I Cu δ↔ d
dx şi integrarea prin părţi

∫
u dv =u v−

∫
v du a termenului doi∫ t2

t1

∂L

∂f ′
δf ′ dx =

∫ b

a

∂L

∂f ′
dδf

dx
dx =

∂L

∂f ′
δf

∣∣∣∣b
a︸ ︷︷ ︸

δf (a)=δf (b)=0

−
∫ b

a

d

dx

(
∂L

∂f ′

)
δf dx

I Deci, δF =

∫ b

a

[
∂L

∂f
− d

dx

(
∂L

∂f ′

)]
δf dx , atunci folosind (5), avem

I Derivata funcţională: δF

δf
=
∂F

∂f
− d

dx

(
∂F

∂f ′

)
sau

δF

δf
=
∂F

∂f
−∇
(
∂F

∂∇f

)
(6)



Principiul minimei acţiuni - Ecuaţiile Euler-Lagrange
I Dinamica unui sistem mecanic, e dată de Lagrangian: L(qi , q̇i , t)=T−V

cu T - energ.cin. V - energ.pot. qi (t) - coord. gen. (i =1, n gr. libertate)

I ”Traiectoria” q(t) căutată, este cea de minimă acţiune Smin: δS =0

I Acţiunea: S(q)=

∫ t2

t1

∑
i

L(qi (t), q̇i (t), t) dt (7)

qi (t) coord. şi q̇i (t)≡dqi/dt viteza particulei i

I Variaţia δS cu δqi , δq̇i , pt. δqi (t1)=δqi (t2)=0

δS =

∫ t2

t1

∑
i

(
∂L

∂qi
δqi (t)+

∂L

∂q̇i
δq̇i (t)

)
dt =0 (8) t1

qδ

t2

t1q(  )

t2q(  )
δ 2q(t )=0

δq(t )=01

t

q(t)

q

I Cu δ↔ d
dt şi integrarea prin părţi

∫
u dv =u v−

∫
v du a termenului doi∫ t2

t1

∂L

∂q̇i
δq̇i dt =

∫ t2

t1

∂L

∂q̇i

dδqi (t)

dt
dt =

∂L

∂q̇i
δqi

∣∣∣∣t2

t1︸ ︷︷ ︸
δqi (t1)=δqi (t2)=0

−
∫ t2

t1

d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
δqi dt

I δS =

t2∫
t1

∑
i

[
∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)]
δqi dt =0 =⇒ ∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=0 (9)

(i=1,...,n)

Acestea sunt ecuaţiile Euler-Lagrange, un sistem de n-ecuaţii diferenţiale cuplate de
ordin 2, cu 2n var. indep. qi , q̇i , şi 2n cond. iniţiale qi (t =0), q̇i (t =0), ı̂ntr-un spaţiu n-
dim (spaţiul configuraţiilor). Soluţia este ecuaţia de mişcare qi (t) a sistemului mecanic.



Descriere Lagrange şi Hamilton
I Dinamica unui sistem discret descrisă de Lagrangian L(q, q̇, t)=T−V

Ecuaţiile (9)
Euler-Lagrange

∂L

∂qi
− d

dt

(
∂L

∂q̇i

)
=0

Impulsul
conjugat

pi≡
∂L

∂q̇i
⇒ ∂L

∂qi
= ṗi

I
dL

dt
=
∂L

∂t
+
∑

i

∂L

∂qi︸︷︷︸
din Ec.E−L

q̇i +
∑

i

∂L

∂q̇i
q̈i =

∂L

∂t
+
∑

i

d

dt

(
∂L

∂q̇i
q̇i

)
dacă L nu dep.
explicit de t

−∂L

∂t
=

d

dt

(∑
i

∂L

∂q̇i
q̇i−L

)
=0 =⇒

conserv.
energ. H =

∑
pi q̇

i−L=const.

I Dinamica descrisă prin Hamiltonian: H(q, p)=T+V =
∑

pi q̇i − L(q, q̇)

I dH =
∑

i

(
dpi q̇i

�
�
�+ pi dq̇i − ∂L

∂qi
dqi

�
�
�− ∂L

∂q̇i
dq̇i

)
=
∑

i

(
dpi q̇i − ṗi dqi

)
Ecuaţiile
Hamilton

∂H

∂qi
= −ṗi ;

∂H

∂pi
= q̇i (10)

(i=1,...,n)

Ecuaţiile Hamilton - sistem 2n-ecuaţii diferenţiale cuplate de ordin 1, cu 2n var. indep.
qi , pi şi 2n cond. iniţiale qi (t =0), pi (t =0), ı̂ntr-un spaţiu cu 2n-dim (spaţiul fazelor).

I Descrierile Newton→ Lagrange→Hamilton echivalente, conduc la aceleaşi rezultate.
Diferenţele constau ı̂n evidenţierea diverselor proprietăţi mecanice: simetrii, invarianţe
sau flexibilitate la transformări de coordonate.



Oscilator armonic - ecuaţia de mişcare Euler-Lagrange
I Căutăm ecuaţia de mişcare a unei particule de masă m supusă

acţiunii unei forţe elastice 1-dimensionale: F (x) = −kx ?

I In mecanica Newton F =mẍ , iar ec. de mişcare este −kx =mẍ (11)

I Acum, Lagrangian-ul: L=T−V , iar q≡x ,

unde T=
mẋ2

2
iar V =−

∫
F (x) dx =

kx2

2

Adică, L(x , ẋ) =
m

2
ẋ2 − k

2
x2 =⇒ ∂L

∂x
= −kx ;

∂L

∂ẋ
= mẋ (12)

I Final, ecuaţia de mişcare Euler-Lagrange (9)
∂L

∂x
− d

dt

(
∂L

∂ẋ

)
=0

este, pt. oscilatorul armonic: −kx− d

dt
(mẋ)=0

adică, −kx =mẍ, la fel ca ı̂n mecanica newtoniană (11).

I Prin integrarea ecuaţiei de mişcare se obţine ”traiectoria” x = x(t)
a particulei. In cazul de faţă, mişcarea oscilatorie armonică,

x(t) = x0 exp (±i ω t) cu ω =

√
k

m
(13)



Forţa Lorentz exprimată prin potenţiale
I Asupra unei particule cu sarcină elec-

trică q, aflată ı̂n câmp electric ~E şi câmp
magnetic ~B, acţionează forţa Lorentz:

~F =q
(
~E +~v × ~B

)
(14)

I Legătura ı̂ntre ~E şi ~B cu potenţialele
scalar ϕ şi vectorial ~A este dată de
(vezi Ec. Maxwell pt. potenţiale):

~E =−~∇ϕ− ∂
~A

∂t
; ~B = ~∇×~A (15)

I Inlocuind (15) ı̂n (14), obţinem: ~F =q

(
−~∇ϕ− ∂~A

∂t
+ ~v×(~∇×~A)

)
I Dezvoltarea triplului produs vectorial ~v×(~∇×~A)= ~∇(~v · ~A)−(~v · ~∇)~A

conduce la expresia forţei Lorentz: ~F =q

(
−~∇ϕ−

[ ∂~A
∂t

+(~v · ~∇)~A︸ ︷︷ ︸
]

+ ~∇(~v · ~A)

)
dar

d

dt
~A(~x , t)=

∂

∂t
~A(~x , t)+

∑
j

dxj

dt

∂

∂xj

~A(~x , t)=
∂~A

∂t
+(~v · ~∇)~A

I In final, expresia forţei Lorentz este: ~F =q

(
−~∇ϕ− d~A

dt
+~∇(~v · ~A)

)
(16)



Lagrangian şi Hamiltonian pt. particulă ı̂n câmp E şi M
I Pt. ec. de mişcare a unei particule de sarcină q aflată ı̂n câmp Electric şi Mag-

netic staţionar, căutăm Lagrangian-ul şi Hamiltonian-ul corespunzător.

I Pentru mişcarea unidimensională: T=
mẋ2

2
iar V =−

∫
F (x) dx

I Forţa Lorentz (16) F (x), independentă de timp: ~F =q
(
−~∇ϕ+~∇(~v · ~A)

)
dLmec =F ·dx =−q

dϕ

dx
dx +q

d(~v ·~A)

dx
dx =−q dϕ+q d(~v ·~A)

Deci, ı̂n final, energia potenţială este: V =−
∫

F (x) dx =q ϕ−q ẋA (17)

I Lagrangian-ul: L=T−V =
mẋ2

2
−q ϕ+qẋA iar p =

∂L

∂ẋ
=mẋ +qA (18)

I Hamiltonian-ul: H =pẋ−L=(mẋ +qA)ẋ−mẋ2

2
+qϕ−qẋA=

mẋ2

2
+qϕ

�
�

�
�

I Inlocuind ẋ→p din (18) ẋ =
p−qA

m
obţinem H =

(p−qA)2

2m
+qϕ

I In absenţa câmpului EM: H =
p2

2m
I Contribuţia câmpului magnetic se traduce prin ı̂nlocuirea: p → (p−qA).



Oscilator armonic - ecuaţia de mişcare Hamilton
I Ecuaţia de mişcare (11) −kx =mẍ se poate obţine pornind şi de la

hamiltonian-ul H(x , p) = T (p) + V (x) =
1

2m
p2 +

1

2
k x2 (19)

unde p = m ẋ .

I Folosind ecuaţiile Hamilton (10)
∂H

∂x
= −ṗ ;

∂H

∂p
= ẋ

obţinem kx = −ṗ ;
p

m
= ẋ

I Din ultima expresie avem ṗ = mẍ şi introducând ı̂n prima, obţinem
ecuaţia de mişcare căutată: −kx = mẍ , la fel ca ı̂n mecanica
newtoniană (11).

I La fel, prin integrarea ecuaţiei de mişcare se obţine ”traiectoria”
x =x(t) a particulei. In cazul de faţă, mişcarea oscilatorie armonică,

x(t) = x0 exp (±i ω t) cu ω =

√
k

m
(20)



Partea IV

Câmpuri Clasice



Trecerea de la Mecanica Clasică la Câmpuri Clasice
I In teoria câmpurilor clasice coordonatele spatiale şi timpul nu se mai folosesc ca variabile de

mişcare. Ele nu mai descriu mişcarea particulei, ca x i (t) de exemplu, ci sunt variabile complet
independente, ce caracterizează sau etichetează câmpul ı̂n diversele puncte din spaţiu-timp.
Variabila independentă t din mecanică este ı̂nlocuită prin 4-coordonata xµ. Singurele marimi
care variază sunt valorile de câmp la trecerea de la un punct la altul sau de la un moment la
altul. Acum avem dependenţa valorilor de câmp ϕr (xµ) de coordonata 4-dim xµ=(t,~x). Pt. a
obţine ec. de mişcare (Euler-Lagrange sau Hamilton) de câmp clasice, ı̂nlocuim:

Mărime fizică Mecanica clasică Câmpuri clasice

Coord. generalizate qi ϕr (~x , t) (21)

Viteze
generalizate q̇i ≡

dqi

dt
∂µϕ

r≡
∂ϕr

∂xµ
(22)

Lagrangian L(qi, q̇i ) L(ϕr, ∂µϕ
r )=

Z
d3x L(ϕr,∂µϕ

r) (23)

Impulsul conjugat pi =
∂L

∂q̇i
πµr =

∂L
∂(∂µϕr )

(24)

Acţiunea S

Variaţia δS =0
S =

Z t2

t1

dt L(qi, q̇i ) S =

Z
d4x L(ϕr, ∂µϕ

r ) (25)

da ec. de mişcare
Euler-Lagrange

∂L

∂qi
−

d

dt

„
∂L

∂q̇i

«
=0

∂L
∂ϕr
−∂µ

„
∂L

∂(∂µϕr )

«
=0 (26)

Hamiltonian H(qi, pi )=pi q̇
i−L H(ϕr, πr )=πµr ∂µϕ

r−L (27)

Ecuaţii de mişcare
Hamilton

ṗi =−
∂H

∂qi
; q̇i=

∂H

∂pi
∂µπ

µ
r =−

δH
δϕr

; ∂µϕ
r=

δH
δπµr

(28)



Lagrangian de câmpuri clasice
I Lagrangianul L(ϕ, ϕ̇) de câmpuri

clasice este o funcţională de ϕ şi ϕ̇:

}
L(t)=L

[
ϕ(~x , t), ϕ̇(~x , t)

]
(29)

Scris prin densit. de Lagrangian: L(t)=

∫
d3~x L

[
ϕ(~x , t),∇ϕ(~x , t),ϕ̇(~x , t)

]
(30)

I L nu depinde explicit de ~x (e integrală după d3~x), ı̂nsă prinL e funcţie locală de ~x .

Pentru derivata funcţio-
nală putem scrie variaţia

}
δL(t)=

∫
d3~x

[
∂L
∂ϕ

δϕ+
∂L

∂(∂iϕ)︸ ︷︷ ︸
u

δ(∂iϕ)︸ ︷︷ ︸
∂i (δϕ)=dv

+
∂L
∂ϕ̇

δϕ̇

]
I Cu δ ↔ ∂i şi integrarea prin părţi:

∫
u dv = uv |margine−

∫
v du a termenului

spaţial, ţinând cont că la margine câmpul şi derivatele se anulează, avem:∫
d3~x

∂L
∂(∂iϕ)︸ ︷︷ ︸

u

δ(∂iϕ)︸ ︷︷ ︸
∂i (δϕ)=dv

=
∂L

∂(∂iϕ)
δϕ

∣∣∣∣
margine︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫

d3~x δϕ ∂i

(
∂L

∂(∂iϕ)

)

I Deci, δL(t)=

∫
d3~x

[(
∂L
∂ϕ
−∂i

(
∂L

∂(∂iϕ)

))
δϕ+

∂L
∂ϕ̇

δϕ̇

]
, iar cu integrarea (30) avem,

I derivata funcţională a
L, la fel ca (6), este:

}
δL

δϕ
=
∂L

∂ϕ
−∂i

(
∂L

∂(∂iϕ)

)
;

δL

δϕ̇
=
∂L

∂ϕ̇
(31)



Ecuaţiile Euler-Lagrange pentru câmpuri clasice
I Pentru a obţine ecuaţiile de câmp clasice, folosim acţiunea (25)

S =

∫ t2

t1

dt L(ϕr , ∂µϕ
r , t)=

∫
d4x L(ϕr , ∂µϕ

r , t) (25)

I Evaluăm variaţia δS , similar cu δF din derivata funcţională (6):

δS =

∫ t2

t1

dt

∫
d3x

(
∂L
∂ϕr

δϕr +
∂L

∂(∂µϕr )︸ ︷︷ ︸
u

δ(∂µϕ
r )︸ ︷︷ ︸

∂µ(δϕr )=dv

)
(32)

Obs: Sumarea după i din mecanică, s-a ı̂nlocuit cu integrala după
d3x . In plus, se cere anularea câmpurilor şi a derivatelor la infinit.

I Cu integrarea prin părţi
∫

u dv =u v−
∫

v du ı̂n ultimul termen din
(32), folosind condiţia de minim δS =0 şi δ(∂µϕ

r )=∂µ(δϕr ),

avem, similar cu δF: 0=δS =

∫ t2

t1

dt

∫
d3x

[
∂L
∂ϕr
−∂µ

(
∂L

∂(∂µϕr )

)]
δϕr (33)

I La variaţii δϕr arbitrare ⇒ ecuaţiile Euler-Lagrange pentru câmpuri

∂L
∂ϕr
−∂µ

(
∂L

∂(∂µϕr )

)
=0 sau

∂L
∂ϕr
− ∂

∂t

(
∂L

∂(∂ϕr/∂t)

)
−∇
(

∂L
∂(∇ϕr )

)
=0 (34)



Lagrangian şi ecuaţiile de câmp clasic Schrödinger
I Pentru a explicita ecuaţia E-L de

mişcare (26) (ecuaţia de câmp)
∂L
∂ϕ
− ∂

∂t

∂L
∂ϕ̇
−∇
(

∂L
∂ (∇ϕ)

)
=0 (26)

I Avem Lagrangian-ul L de
câmp Schrödinger de forma L= i~ψ∗ψ̇− ~2

2m
∇ψ∗ ·∇ψ−Vψ∗ψ (35)

I Prin variaţia δψ∗ avem: ∂L
∂ψ∗

= i~ψ̇ − Vψ ;
∂L
∂ψ̇∗

=0 ;
∂L

∂ (∇ψ∗)
=− ~2

2m
∇ψ

I Ecuaţia (26) de câmp
Schrödinger real ψ i~

∂ψ

∂t
=− ~2

2m
∇2ψ+V ψ

cu sol.reală:
ψ(x , t)=α e−i(ωt−~k·~x) (36)

formal identică cu ecuaţia de stare Schrödinger din Mecanica Cuantică (NRQM).

I Prin variaţia δψ avem:
∂L
∂ψ

=−Vψ∗ ;
∂L
∂ψ̇

= i~ψ∗ ;
∂L

∂ (∇ψ)
=− ~2

2m
∇ψ∗

I Ecuaţia (26) de câmp
Schrödinger complex −i~

∂ψ∗

∂t
=− ~2

2m
∇2ψ∗+Vψ∗

cu sol.complexă:

ψ∗(x , t)=α∗ e i(ωt−~k·~x)

I In Mecanica Cuantică e utilizată doar soluţia Schrödinger reală ψ(~x , t).



Lagrangian şi ecuaţiile de câmp Klein-Gordon real

I Pentru a explicita ecuaţia E-L de
mişcare (34) (ecuaţia de câmp)

∂L
∂ϕ
− ∂

∂t

∂L
∂ϕ̇
−∇
(

∂L
∂ (∇ϕ)

)
=0 (34)

I Lagrangian-ul
de câmp K-G

L=
1

2

[
ϕ̇2−(∇ϕ)2−m2ϕ2

]
sau L=

1

2

(
∂µϕ∂

µϕ−m2ϕ2
)

(37)

I Prin variaţia δϕ avem:
∂L
∂ϕ

=−m2ϕ ;
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇ ;
∂L

∂(∇ϕ)
=−∇ϕ

I Adică, ecuaţia (34)
de câmp K-G este

(
∂2

t −∇2 +m2
)
ϕ=0 sau

(
∂µ∂

µ+m2
)
ϕ=0 (38)

formal identică cu ecuaţia de stare K-G din Mecanica Cuantică (RQM).



Lagrangian şi ecuaţii de câmp Klein-Gordon complex

I Lagrangian-ul K-G complex
transcris după cel real (37):

L= ϕ̇∗ϕ̇−∇ϕ∗·∇ϕ−m2ϕ∗ϕ≡∂µϕ∗∂µϕ−m2ϕ∗ϕ (39)

I Inlocuind ı̂n Ec. E-L
pt. cele 2 câmpuri:

∂L
∂ϕr
− ∂

∂t

∂L
∂ϕ̇r
−∇ ∂L

∂ (∇ϕr )
=0 (40)

I Avem,
∂L
∂ϕ

=−m2ϕ∗ ;
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇∗ ;
∂L
∂(∇ϕ)

=−∇ϕ∗ =⇒
(
∂2

t −∇2+m2
)
ϕ∗=0

Ec. K-G pt. câmp complex

∂L
∂ϕ∗

=−m2ϕ ;
∂L
∂ϕ̇∗

= ϕ̇ ;
∂L

∂(∇ϕ∗)
=−∇ϕ =⇒

(
∂2

t −∇2+m2
)
ϕ=0

Ec. K-G pt. câmp real
I Soluţiile de câmp (scalar) Klein-Gordon real ϕ(~x , t) şi imaginar ϕ∗(~x , t):

ϕ(~x , t)=α(~k)e−i(ωt−~k·~x) ϕ∗(~x , t)=α∗(~k)e i(ωt−~k·~x) (absentă ı̂n NRQM) (41)

I - soluţia pentru E =~ω>0 (particule) este: ϕ(~x , t)=α(~k)e−i(ωt−~k·~x)

- soluţia pentru E <0 (antiparticule) este: ϕ∗(~x , t)=α∗(~k)e i(ωt−~k·~x)

Pauli şi Weisskopf (Helv.Phys.Acta 7,709 (1934)) au arătat că ec. K-G descrie
partic. de spin 0. Ec. Dirac şi Proca descriu partic. de spin 1/2 resp. spin 1.



Diferenţa ı̂ntre stări şi câmpuri

I Ecuaţia de bază a RQM pentru stările relativiste Klein-Gordon (34) este
aceeaşi cu cea din QFT pentru câmpurile relativiste (38).



Lagrangian şi ecuaţiile de câmp Dirac clasic (spin 1/2)
I Lagrangian-ul pentru un câmp spinorial ψ: L = i ψ̄γµ∂µψ −mψ̄ψ (42)

I Ecuaţia de mişcare Euler-Lagrange (34) este
∂L
∂ψ
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ)

)
=0 (34)

ψ şi ψ̄ sunt variabile dinamice independente,
iar ec. Euler-Lagrange (34) pentru δψ̄ este:

∂L
∂ψ̄
− ∂µ

(
∂L

∂(∂µψ̄)

)
=0 (43)

avem
∂L
∂ψ̄

= iγµ∂µψ−mψ ;
∂L

∂(∂µψ̄)
=0 (44)

I Din ec. Euler-Lagrange (34) pt. δφ̄
obţinem ecuaţia Dirac pentru ψ:

}
i γµ∂µψ−mψ=0 (45)

I Din ec. Euler-Lagrange (34) pt. δψ
obţinem ec. Dirac adjunctă pt. ψ̄:

}
i ∂µψ̄γ

µ+mψ̄=0 (46)

I Soluţia pentru E >0 (particule) este: ψ(~x , t)=u(~p) e−i p·x

Soluţia pentru E <0 (antiparticule) e: ψ̄(~x , t)=v(~p) e+i p·x

I Spinorii: u(1,2) =N


1
0

σ · p
E +m

0

 ,


0
1
0

σ · p
E +m

 ; v (1,2) =N


−σ · p
|E |+m

0
1
0

 ,


0

−σ · p
|E |+m

0
1





Lagrangian de câmp electromagnetic (Maxwell)

I Ecuaţiile Maxwell:


~∇ · ~E =

ρ

ε0
(a) ~∇×~E =−∂

~B

∂t
(c)

~∇ · ~B = 0 (b) ~∇×~B =µ0
~J + µ0ε0

∂~E

∂t
(d)

(47)

I Câmpurile ~E şi ~B sunt date de
potenţialele scalar ϕ si vector ~A:

~E =−~∇ϕ− ∂~A

∂t
~B = ~∇× ~A

(48)

I De data asta căutăm ecuaţiile de câmp EM (Maxwell) (47) cu ajutorul
ecuaţiilor Euler-Lagrange (34). Pentru aceasta avem nevoie de

I Densitatea de Lagrangi-
an pt. câmpul EM este:

L=
1

2

(
ε0E 2− 1

µ0
B2

)
−ρϕ+ ~J · ~A (49)

I L conţine termenii: (1) - densit. de energie din câmpul EM, (2) - densit.
de energia dată de interacţia densit. de sarcină ρ cu potenţial scalar ϕ şi
(3) - densit. de energie dată de interacţia densit. de curent ~J cu potenţial
vector ~A (vezi ”particulă ı̂n câmp EM” din Mecanica-Clasica).



Ecuaţiile de câmp electromagnetic (Maxwell (a))
I Ecuaţiile de câmp (ecuaţiile de

mişcare Euler-Lagrange) (34)

∂L
∂qi
− ∂

∂t

∂L
∂q̇i
−~∇
(

∂L
∂(~∇qi )

)
=0 (34)

unde variabilele independente (coordonatele) qi de câmp de data asta
sunt potenţialul scalar ϕ şi componentele de potenţial vector Ax ,Ay ,Az .

I Evaluăm ı̂ntâi termenii pt. qi =ϕ din ec. E-L (34) cu expresia L (49):

adică:
∂L
∂ϕ

=−ρ ;
∂L
∂ϕ̇

=0 ; pt.
∂L

∂(~∇ϕ)
avem ~∇ϕ=−~E ,

iar
∂L

∂(~∇ϕ)x

=− ∂L
∂Ex

=−
∂
(

1
2ε0E 2

)
∂Ex

=−
∂
(

1
2ε0(E 2

x +E 2
y +E 2

z )
)

∂Ex
=−ε0Ex

şi la fel pentru componentele după y şi z , atunci:

~∇

(
∂L

∂(~∇ϕ)

)
=− d

dx

(
∂L
∂Ex

)
− d

dy

(
∂L
∂Ey

)
− d

dz

(
∂L
∂Ez

)
=−ε0

~∇ · ~E

I Inlocuind ı̂n (34), avem:
∂L
∂ϕ
− ∂

∂t

∂L
∂ϕ̇
−~∇

(
∂L

∂(~∇ϕ)

)
=−ρ+ε0

~∇ · ~E =0

sau ~∇ · ~E =
ρ

ε0
adică am obţinut I-a ecuaţie Maxwell (47)-(a).



Ecuaţiile de câmp electromagnetic (Maxwell (d))
I Ecuaţiile Euler-Lagrange (34)

pentru qi =Ai (i =x , y , z)
∂L
∂Ai
− ∂

∂t

∂L
∂Ȧi

−~∇
(

∂L
∂(~∇Ai )

)
=0 (34)

I Densitatea de Lagrangian
(49) pt. câmpul EM este: L=

1

2

(
ε0E 2− 1

µ0
B2

)
−ρϕ+ ~J · ~A (49)

I Explicit, câmpurile ~E şi ~B sunt legate de potenţialele ϕ şi ~A prin (48):

~E = Ex
~i +Ey

~j +Ez
~k =

(
−∂ϕ
∂x
−Ȧx

)
~i +

(
−∂ϕ
∂y
−Ȧy

)
~j +

(
−∂ϕ
∂z
−Ȧz

)
~k

~B =~∇×~A=

 ~i ~j ~k
∂/∂x ∂/∂y ∂/∂z

Ax Ay Az

=
(
∂y Az−∂zAy

)
~i +
(
∂zAx−∂xAz

)
~j +
(
∂xAy−∂y Ax

)
~k

I Pt. Ai =Ax , termenul din L (49) ce depinde de Ax este ~J · ~A, cel ce depinde de
Ȧx este ε0E 2/2, iar cel ce depinde de ∂jAx este −B2/2µ0. Atunci (34) devine:

∂(~J · ~A)

∂Ax
− ∂

∂t

∂(ε0E 2/2)

∂Ȧx

−
3∑

j=1

∂

∂xj

(
∂(−B2/2µ0)

∂(∂jAx)

)
= 0

∂

∂Ax
(JxAx +Jy Ay +JzAz)− ∂

∂t

ε0

2

∂E 2

∂E

∂E

∂Ȧx

+
3∑

j=1

∂

∂xj

1

2µ0

∂B2

∂B

∂B

∂(∂jAx)
=0

Jx +ε0
∂Ex

∂t
+

1

µ0

(
∂By

∂z
− ∂Bz

∂y︸ ︷︷ ︸
−(~∇×~B)x

)
=0

la fel pt. y şi z ⇒ ~∇×~B =µ0
~J + µ0ε0

∂~E

∂t



Ecuaţiile de câmp electromagnetic (Maxwell (b)-(c))

I Celelalte două ecuaţii Maxwell (47) (b)-(c) se obţin imediat din expresiile
(48) ale câmpurilor prin potenţiale.
Pentru ~B = ~∇×~A, deoarece divergenţă de rotor este zero, avem imediat:

~∇ · ~B =div(~B)=div(~∇× ~A)=div rot(~A)=0 (b)

I Pentru ~E =−~∇ϕ−∂~A/∂t, deoarece rotor din gradient este zero, avem,

~∇×~E = rot(~E )=−rot grad(ϕ)− ∂

∂t
rot(~A)=−∂

~B

∂t
(c)



Lagrangian şi ecuaţiile de câmp EM (Maxwell covariante)

I Lagrangian de câmp
electromagnetic

L = −1

4
FµνFµν − µ0jµAµ (50)

I-ul termen este expresia 4-dim a termenului I din Lagrangian-ul (49), iar
al II-lea este cea a celor doi termeni următori din (49).

I Tensorul de câmp

Fµν =∂µAν−∂νAµ≡
∂Aν
∂xµ
− ∂Aµ
∂xν

; Fµν =∂µAν−∂νAµ≡ ∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
(51)

Fµν=


0 E 1/c E 2/c E 3/c

−E 1/c 0 −B3 B2

−E 2/c B3 0 −B1

−E 3/c −B2 B1 0

 ; Fµν=


0 −E 1/c −E 2/c −E 3/c

E 1/c 0 −B3 B2

E 2/c B3 0 −B1

E 3/c −B2 B1 0

 (52)

Unde, ridicarea perechilor de indici spaţiali (i,j) nu schimbă de semn,
ı̂n timp ce ridicarea indicilor time-space (0,j), (i,0) schimbă de semn.

I FµνFµν =−

F0iF
0i +Fi0F

i0︷ ︸︸ ︷
2
(
E 2

1 +E 2
2 +E 2

3

)
/c2+

FijF
ij +FjiF

ji︷ ︸︸ ︷
2
(
B2

3 +B2
2 +B2

1

)
=2

(
B2−E 2

c2

)



Ecuaţiile Maxwell neomogene covariante

I Lagrangian-ul (50) L = −1

4
FµνFµν − µ0jµAµ

{
Fµν =∂µAν− ∂νAµ
Fµν =∂µAν− ∂νAµ

FµνFµν =
`
F12F 12 +F21F 21

´
+

`
F23F 23 +F32F 32

´
+

`
F31F 31 +F13F 13

´
+

`
F01F 01 +F10F 10

´
+

`
F02F 02 +F20F 20

´
+

`
F03F 03 +F30F 30

´
= (F12F12 +F12F12)+(F23F23 +F23F23)+(F31F31 +F31F31)

− (F01F01 +F01F01)−(F02F02 +F02F02)−(F03F03 +F03F03)

= 2

„
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

«2

+ 2

„
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3

«2

+ 2

„
∂A1

∂x3
− ∂A3

∂x1

«2

− 2

„
∂A1

∂x0
− ∂A0

∂x1

«2

− 2

„
∂A2

∂x0
− ∂A0

∂x2

«2

− 2

„
∂A3

∂x0
− ∂A0

∂x3

«2

I Vom deduce ecuaţiile Maxwell
din ecuaţiile Euler-Lagrange (34):

∂L
∂Aν
−∂µ

(
∂L

∂(∂µAν)

)
=0 (53)

∂L
∂(∂1A2)

=−4

4

(
∂A2

∂x1
− ∂A1

∂x2

)
= − (∂1A2 − ∂2A1)︸ ︷︷ ︸

F12

=−F12 =F21 =F 21 =−F 12

∂L
∂(∂0A1)

=+
4

4

(
∂A1

∂x0
− ∂A0

∂x1

)
= + (∂0A1 − ∂1A0)︸ ︷︷ ︸

F01

=F01 =−F10 =F 10 =−F 01

I deci
∂L
∂Aν

=−µ0jν ; ∂µ

(
∂L

∂(∂µAν)

)
=−∂µFµν =⇒ ∂µFµν = µ0jν (54)



Hamiltonian de câmpuri clasice
I Hamiltonianul H

[
ϕ(~x , t), π(~x , t)

]
este o funcţională de ϕ şi π:

Scris prin densit. de Hamiltonian: H =

∫
d3~x H

[
ϕ(~x , t),π(~x , t)

]
(55)

I Dacă H nu depinde de ~x (e integrală după d3~x),H ı̂nsă e funcţie locală de~x .

I Variaţia δH =

∫
d3~x

[
∂H
∂π

δπ+
∂H

∂(∂iπ)
δ(∂iπ)+

∂H
∂ϕ

δϕ+
∂H

∂(∂ iϕ)
δ(∂ iϕ)

]
I Cu δ ↔ ∂i şi integrarea prin părţi:

∫
u dv = uv |margine−

∫
v du a termenilor

spaţiali, ţinând cont că la margine câmpul şi derivatele se anulează, avem:Z
d3~x

∂H
∂(∂iπ)

δ(∂iπ)=−
Z

d3~x ∂i

„
∂H
∂(∂iπ)

«
δπ ;

Z
d3~x

∂H
∂(∂iϕ)

δ(∂iϕ)=−
Z

d3~x ∂i

„
∂H
∂(∂iϕ)

«
δϕ

I Deci, δH =

∫
d3~x

[(
∂H
∂π
−∂i

( ∂H
∂(∂iπ)

))
δπ+

(
∂H
∂ϕ
−∂i

( ∂H
∂(∂ iϕ)

))
δϕ

]
atunci, folosind integrarea (55) avem:

I derivatele functionale ale H sunt:


δH

δπ
=
∂H

∂π
−∂i

(
∂H

∂(∂iπ)

)
δH

δϕ
=
∂H

∂ϕ
−∂i

(
∂H

∂(∂iϕ)

) (56)



Ecuaţiile canonice Hamilton pentru câmpuri clasice
I In descrierea de câmp, facem trecerile: x→ϕ(~x , t) ; p→π(~x , t)

I impulsul p şi densitatea π exprimate prin (24): p =
∂L

∂ẋ
→ π=

∂L
∂ϕ̇

I şi densitatea de Hamiltonian (27): H(ϕ, π)=πϕ̇− L(ϕ, ϕ̇) (57)

I δH=δπ ϕ̇+π δϕ̇− ∂L
∂ϕ︸︷︷︸
∂
∂t

“
∂L
∂ϕ̇

”
δϕ−∂L

∂ϕ̇︸︷︷︸
π

δϕ̇= ϕ̇ δπ−π̇ δϕ
�
�
�

�
�
�

unde am folosit Ecuaţia E-L (26):
∂L
∂ϕ

=
∂

∂t

(
∂L
∂ϕ̇

)
= π̇

I de unde obţinem ecuaţiile canonice
Hamilton (cu derivata funcţională):

ϕ̇=
δH
δπ

; π̇=−δH
δϕ

(58)

I Cu expresiile (6) ale deri-
vatelor funcţionale, obţinem
ecuaţiile canonice Hamilton
pentru câmpuri clasice


ϕ̇=

δH
δπ

=
∂H
∂π
−∂i

(
∂H

∂(∂iπ)

)
π̇=−δH

δϕ
=−∂H

∂ϕ
+∂i

(
∂H

∂(∂iϕ)

) (59)



Ecuaţiile covariante Hamilton pentru câmpuri clasice
I In descrierea de câmp, facem trecerile: x r→ϕr (~x , t) ; pr→πr (~x , t)

I impulsul pr prin densitatea πr (24): pr =
∂L

∂ẋ r
→ πµr =

∂L
∂(∂µϕr )

I şi densit. de Hamiltonian (27): H(ϕr, πr )=πµr ∂µϕ
r−L(ϕr, ∂µϕ

r ) (60)

I δH=δπµ∂µϕ+πµδ(∂µϕ)−∂L
∂ϕ︸︷︷︸

∂µ
“

∂L
∂(∂µϕ)

”
δϕ− ∂L

∂(∂µϕ)︸ ︷︷ ︸
πµ

δ(∂µϕ)=∂µϕ δπ
µ−∂µπµδϕ

�
�
�

�
�
�

unde am folosit Ecuaţia E-L (26):
∂L
∂ϕ

=∂µ

(
∂L

∂(∂µϕ)

)
=∂µπ

µ

I de unde: ∂µϕ=
δH
δπµ

; ∂µπ
µ=−δH

δϕ
(61)

I Cu expresiile (56) ale
derivatelor funcţionale,
obţinem ecuaţiile Hamil-
ton pentru câmpuri clasice


∂µϕ=

δH
δπµ

=
∂H
∂πµ
−∂i

(
∂H

∂(∂iπµ)

)
∂µπ

µ=−δH
δϕ

=−∂H
∂ϕ

+∂i

(
∂H

∂(∂iϕ)

) (62)



Hamiltonian şi ecuaţii canonice de câmp Schrödinger clasic
I Hamiltonianul (57) exprimat prin Lagrangian: H(ψ, π)=πψ̇−L

I Cu L Schrödinger (35) L= i~ψ∗ψ̇− ~2

2m
∇ψ∗ ·∇ψ−Vψ∗ψ

Avem, π=
∂L
∂ψ̇

= i~ψ∗ =⇒ ψ∗=
π

i~

?

(63)

I Hamiltonianul de câmp Schrödinger va fi:

H= i~ψ∗ψ̇−i~ψ∗ψ̇�
�

�
� +

~2

2m
∇ψ∗·∇ψ+Vψ∗ψ=− i~

2m
∇π ·∇ψ+

V

i~
πψ (64)

I Ecuaţiile canonice Hamilton
(ca derivata funcţională) (58)

π̇=−δH
δψ

; ψ̇=
δH
δπ

(65)

I Ecuaţiile Hamilton
canonice (65) de
câmp Schrödinger


π̇=−δH

δψ
=−∂H

∂ψ
+∇
(
∂H

∂(∇ψ)

)
=−V

i~
π− i~

2m
∇2π

ψ̇=
δH
δπ

=
∂H
∂π
−∇
(

∂H
∂(∇π)

)
=

V

i~
ψ +

i~
2m
∇2ψ

I Folosind π = i~ψ∗ (63)
şi π̇= i~ ∂ψ∗/∂t regăsim
ecuaţiile Schrödinger (36)


−i~

∂ψ∗

∂t
= Vψ∗− ~2

2m
∇2ψ∗ ec. Schrödinger complexă

i~
∂ψ

∂t
= Vψ− ~2

2m
∇2ψ ec. Schrödinger reală



Hamiltonian şi ecuaţii canonice de câmp Klein-Gordon clasic

I Hamiltonianul (57) exprimat prin Lagrangian: H(ϕ, π)=πϕ̇−L

I Cu L Klein-Gordon (37) L=
1

2

[
ϕ̇2−(∇ϕ)2−m2ϕ2

]
Avem, π=

∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇ =⇒ ϕ̇=π

?

(66)

I Hamiltonianul de câmp Klein-Gordon va fi:

H =πϕ̇− L= ϕ̇2− 1

2

(
ϕ̇2−(∇ϕ)2−m2ϕ2

)
=

1

2

(
π2 +(∇ϕ)2 +m2ϕ2

)
(67)

I Ecuaţiile de mişcare Hamilton
(ca derivată funcţională) (58)

π̇=−δH
δϕ

; ϕ̇=
δH
δπ

(68)

I Ecuaţiile Hamilton
canonice (68) de
câmp Klein-Gordon


π̇=−δH

δϕ
=−∂H

∂ϕ
+∇
(
∂H

∂(∇ϕ)

)
=−m2ϕ+∇2ϕ

ϕ̇=
δH
δπ

=
∂H
∂π

=π

I Folosind π= ϕ̇ şi π̇= ϕ̈, regăsim ec. Klein Gordon (38): ϕ̈−∇2ϕ+ m2ϕ=0



Hamiltonian şi ecuaţii de câmp clasic Klein-Gordon complex

I Cu ajutorul Lagrangian-ului de câmp K-G complex (39) putem scrie

Hamiltonian-ul
K-G complex:

H= πr ϕ̇
r︸︷︷︸−L=

δL
δϕ̇︸︷︷︸
ϕ̇∗

ϕ̇+
δL
δϕ̇∗︸︷︷︸
ϕ̇

ϕ̇∗−
(
ϕ̇∗ϕ̇−∇ϕ∗·∇ϕ−m2ϕ∗ϕ

)
=

= ϕ̇ ϕ̇∗+∇ϕ∗·∇ϕ+m2ϕ∗ϕ
��������9

(69)

ϕ şi ϕ∗ (π=δL/δϕ̇ şi π∗=δL/δϕ̇∗) sunt câmpuri separate ı̂n sumarea după r .


