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Partea IV

Mecanica Cuantica Nerelativista



Comportamentul cuantic - experimentul cu doua fante

Experimentul cu bilute (particule mecanice)
https://www.youtube.com /watch?v=HiAj7S6ko9Q
[ ;

Rezultatul unui asemenea experiment, asa cum ne-am astepta, este
o imagine separata a fiecadrei fante, proiectata pe ecran, sub forma
unor benzi.



Experimentul cu unde

In cazul utilizdrii unei fante, pe
ecran se obtine o imagine cu un
maxim de intensitate, Tn aceeasi
pozitie ca Tn cazul anterior al ex-
perimentului cu bilute.

In cazul a doud fante, pe ecran
vor aparea franje de interferentd,
cu un maxim principal central si
mai multe maxime secundare lat-
erale, cu intensitdti ce scad spre
marginea ecranului.
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Producerea, propagarea si interferenta undelor

Maxim de unda Sursa de oscilatii

Functia
de unda

Producerea si propagarea undelor

Interferenta undelor si detectarea
imaginii de interferenta.



Experimentul cu fascicul de electroni (particule cuantice)

In cazul unei singure fante, pe
ecran se obtine o imagine cu
un maxim de intensitate, in
aceeasi pozitie ca n cazul ante-
rior al experimentului cu bilute.
Deci, electronii se comporta ca
particule.

In cazul a doua fante, pe ecran
apar franje de interferenta, cu
un maxim principal central si
maxime secundare laterale. Deci,
electronii se comportd ca unde,
ca T cazul experimentului de
interferenta cu unde.



Ce sunt atunci electronii ? Particule sau unde ?
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Observarea electronilor pe ecran (dinamica de particuld)

» Starea de miscare a particulelor subatomice este exprimata printr-o
functie de und3 (7, t), ca functie complexa (vezi in continuare)
luatd Tntr-un punct r(x, y, z) la momentul t al observarii, si descrie
distributia observarii incidentei particulelor in acel punct si la acel
moment. Pentru o unda plana avem ecuatia:

P(F, ) =A ei(k7-wt) :A[cos(z- F—wt)+isin(k-F—w t)] (1)
unde k=27/\A si w=2mv

» Probabilitatea incidentei particulei in elementul d37 este dat3 de
patratul amplitudinii de unda

P(F, )=y (7, )° d°F (2
unde [)(7, t)]? este densitatea de probabilitate:

p(7,t) = [W(F, ) = [(W(F, (7, )P = * (7 1) (7. 1) (3)



Descrierea undelor prin functii complexe

Fie unda pland de forma (1): ¢ = A el (kz—wt)
Am ales directia Oz de propagare a undei

pentru z = const. avem x=Rey,=coswt

Pa=ae "“I=a(coswt — isinwt) y=Imi,=—sinwt

pentru t = const. avem x=Rep,=cos kz

Yy = be'*® = b(cos kz + isin kz) y = Im iy =sin kz
i exp(iwt)

: ._:_‘_sin(wt)



Interferenta undelor Tn experimentul cu doua fante

» Cele doud unde coerente (cu aceeasi frecventd), din experimentul cu
doud fante, ajung s3 interfere. Functie de diferenta de faza ¢ a celor
doua oscilatii Tn momentul Tntalnirii pe ecranul detector, produc
maxime sau minime de interferenta.

Fie una din unde 1)1, iar cealaltd 1) = e/?1);. Am specificat prin ¢
diferenta de faza intre cele dou3 unde.
S3 vedem ce semnificatie si ce rol are aceastd diferenta de faza.

» Ludm unda 11 de forma (1) atunci
Y1 =A gi(kz—wt) P = Ae'*=A (COSO[ + isin Oé)
cu directia de propagare z o = elPipy = Aeflete)

Notdm faza o = kz — wt 1y este 11 rotit cu unghiul .

A4
ﬂq}"’l Functiile de und3 7 si 1 sunt
@ reprezentate pe cercul trigonometric

X
kj din Figura.




» In Figura 1 avem cateva exemple de unde cu diferente de faz3
p=m/4,m/2 si m care se compun in procesul de interferentd ducand
la maxime si minime de interferenta.
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Figura: Componentele y; =Asina si yo=Asin(a + ¢) ale undelor 1)1 = A e/® si
hp=Ae(*T%) pentru diferentele de faz3 ¢ = 45°,90°,180°.



» Densitatea probabilitatii de particule B ’1/}’2 s+ ‘2
(fotoni) corespunzatoare acestor unde p= - 2
este data cAie a.mplltudlnea rezyltanta ) cu | = ey
|11 + 12| Tn fiecare punct de interferentd.

» Undele 11 si ¢p=e'¥1; si complex conjugata 15 =e ™~ /?1}

» Densitatea de} p = |1h1 + Pa|? = 2 + Py + Py + Y3
probabilitate = |1 |? + ePiahy + e Pty + ||
= 2[gn]? + [y (% + e7) =2[¢h1[* (1 + cos )
—_———

2cosp

> Pt. =0 } p=2|¢1|* (1+1) =4y |?
Y1 = Yo

AT AVE
= maxim de interferenta /\/\/\
> Pt.g0:180"} p=2P(1-1) =0 R R

==t NN

= minim de interferenta



Cuantificare marimi fizice: Ecuatii cu valori proprii (reale)

» Folosind relatiile intre caracteristicile de undd A, v si cele de particuld p, E:

de Broglie: p:ﬁ:hz—wzhk si Planck: E=hv=h—=hw

A A 2m
> Unda plan (1)\ P(x,t)= Ne =% | devine W(X,t):/\/e—f(ff—w)/h‘ (5)
» C3utdm ec. diferential3 ce are ca solutie functia de und3 (61). Pentru aceasta
o i o) E? oy i >, 0%
L =——FEY|; 2 =—— ;| === ; E———— ———T 6
o RV e T Y ax T RPY Y VS e K v (0
» Rel.(6) fac corespondenta: var. dinamice — operatori — ecuatii cu valori proprii
» Cuantificarea implicd trans- ~ .0 2 Ag , 0% N
formarea variabilelor dinami- E_)E:’ha E*—E"=-h gz XTXEX .
ce clasice n operatori cuan- A 2 82 h2 2 (7)
tici necomutativi, conf. (6) p—>p——lh— = T__ﬂ@ V

[%, Blv = (%p— PRy = ( lhx——&—lh—x ¢_—,h7ﬁ+,h¢+,h7i_,w (8)

Cuantificare — atribuirea de valoarl proprii discrete pt. fiecare solutie proprie

» Ecuatia cu valori proprii (co- N e
lapsare f.p): pt. energie (61) Eve = Eve sau ih ot = Eve (9)
» Solutia 1 pt. valoarea proprie E = Eo, este: ¢e(t) = e 5" (10)

» Intr-adevar, daca inlo-
cuim (10) in (9) avem oS
Deci, particula Tn starea ¢ (10) are o energie cuantificatd cu vaf proprie E=Ey.

r~ . 6 —i 0
E1/JEEIFL8 Eot/h h(—f> Eoype= Eo e =Eve
t h S




Cuantificare impuls si energie
» Cuantificare — atribuirea de valoari proprii discrete pt. fiecare solutie proprie

- .0
v [ p]

Solutia 1, pt. valoarea proprie p=py, este Pp(x) = e PX/" (12)

Ecuatia cu valori proprii pt.impuls
(63) (corespondenta f.p.-v.p.):

Intr-adevar, daca inlo-

" 0 ipox )
pip= iy ™" =—ihypothp= po Yp=pip
cuim (12) 1n (11) avem X el
val.pr f.pr
Cuantificarea energiei (st3ri stationare): Cuantificarea impulsului: p=—ih—

Ox

adica avem o nouad

R N ﬁZ h2 82
conduce la cuantificarea energiei H=T=—=——_—,
2m 2m Ox?

Ec. cuval. proprii pt. energie — Ec. Schrddinger independentd de timp (stationar3):

= R? 8% OVE 2 2 2m
Flivpe = Epipe | — ~— —E, Kopg = KR=""g (1
Ve VE om O e sau e +kipe=0 | unde 2 (13)

Solutiile stationare sunt de forma:  ¥e(x)=.Ae™+Be ™ =C cos kx+Dsinkx  (14)
Exemplu - particula in cutie (vezi mai departe):

L

la margine be(L)=0 = kL=nr[ E™=2m = 2m ~2m

conditiile wE(0)=0=> C=0 } _i_ffk,%_ B2 (nTr)2_ 5 22
pt. cutie



Aplicatie - Particula n cutie
C5utdm energiile (cuantifcate) ale unei particule Tntr-o cutie de lungime L.
Trecand la functii trigonometrice, cu ajutorul relatiei e’ =cos a+isina
(x)=C cos kx+Dsin kx
C=A+B ; D=i(A-B)

$(0)=0=C=0 } _nm_2m

solutia (14) se poate scrie {

Folosind conditiile la margine {

(L)=0 = kL=nr LA
H m . - _ . ~ R s A
iar, functiile proprii vor fl.‘ Yn(x) =D sin(knx) ‘ AeLjz — ¥4 =Dsin(-)
» iar, valorile proprii de energie E, pt. V =0,
2
se exprim3 din relatia E,= Py pn=hkny . ) 2
2m " ¥ > . Dsin(ﬂ)
B2Kk2 B2 w2 h=2L/3 ¥s L
des g1 12 ()
adica 2m  2m \ L :
h2ﬂ_2 =l 1 R _ 1 =Dsin( T[X)
_ 2 _ 2 = L
= | E,=n Y il E = e
A=2L ¥y =Dsin(-)
n(x) sunt functii proprii ortonormate. Intr-adevir: *=° =
L
Yo+ Ym = / [sin(k,,x)~sin(kmx)] dx:% / [cos(k,,—km)x—cos(kn+km)x] dx (15)
0 0

= % [sin(k,,— km)x—sin(kn+km)x] :: % [sin (@L) —sin (@L)} =0



Cuantificare moment unghiular. Aplicatie: atomul Bohr

» Cuantificarea momentului unghiular: Cuantificarea impulsului: ﬁ:—iha—
X

o . . A . 0 .
conduce la cuantificarea momentului unghiular L:rp:r(—/ha— . Atunci,
X

¢L

_ =l (16)
moment unghiular este:

» Solutia 1, pentru valoarea proprie |= I, este: Yu(x) = eox/h (17)

» Intr-adevar finlocuind
(17) in (16) avem

»  Ecuatia cu valori proprii pt.‘ Lyo=I¢, sau —ikir=—=

Do =—itr De™ /"= b Loy = oy pu=t
Ox h —

val.pr f.pr

Deci, particula in starea v, (17) are mom. ung. cuantificat cu val. prop. |=rpo

» Exemplu - Cuantificarea momentului unghiular in cazul atomului Bohr.

s I 09K fiecare orbit3 circulard poate cuprinde un num3r
o 2 Caf LaS  Intreg de lungimi de und¥ (2rr=n\,)

» Atunci, valorile proprii permise (cuantificate) de moment unghiular vor fi:

l:rp,,:r)\in:r (Lﬁr) :n%: nh unde am folosit (4) pn = /\in(de Broglie)

n




Ecuatia Schrodinger independenta de timp - soluti

» Daca pornim de la expresia nerelativista a Hamiltonianului, adic3 relatia
intre p si E, si facem inlocuirile cu operatori corespunzatori (62), avem

p2 A2 R h2 H? aw

P V()= | StV =Ep | 5ot V=i

(18)

obtinem Ec. Schrédinger dep. de timp pt. particula liberd, cu solutia unda plana (61).

> Ec. Schrédinger (18) are o infinitate de solutii particulare. Interes fizic
prezintd doar cele ce satisfac conditiile la margine. Aceste solutii formeaz3
un set complet de functii proprii si valori proprii reale.

> S3 studiem Tntdi starile stationare de energie E = const, cu Hamiltonian-ul

P v_E <ﬁ2+V>¢—Ew i
Z%"’ =Bl \om - - —%W¢+V¢:E¢ (19)

Ecuatia (19) reprezintd Ec. Schrédinger independentd de timp (stationard)

> Scriem ecuatia d* 5 5 2m
(19) sub forma dx? TP =0 unde k*= ﬁ(E —Vv) (20)

> 5 i —Aex - dY _ . &2
Sol. general3 a ecuatiei (20) ’ Y=Ae™ , - =ry ; SZ=rv
se afld cu ec. caracteristicd r’+k*=0 cusolutile rn,=4+ik (21)

> Atunci, ecuatia diferentiald (20) are solutia W(X):Aef L Be k| (22)




Ecuatia Schrodinger dependenta de timp - solutii

> Trecem s3 rezolvim h? 0% o
ecuatia Schrodinger *%ﬁ+ V(x)¥=ih ot (18)
C3utdm solutia sub form3 factorizata: P(x, t) = (x) T(t) (23)
» Inlocuind in ec. h? d*y(x) . d7(t)
- Vv T(t)=ih 24
Schradinger (18) ( om axz TV T =ihp(x) =g~ (24)
» Separand dependenta h? d?i(x) ., dT(t)
de x In stanga, iarcea  2m dx? V)u( )_ ih dt .
! = =ct=E
de t in dreapta, avem P(x) T(t)

» Pentru variabila x, regdsim ecuatia Schrédinger independentd de timp (19):

cusol. ge- |¥(x) :Z(Ak eikx—l-Bke_ikX) (25)
13 (22 k
nerald (22)]  nde e = 2m(E— v) /2
» Pentru variabila t, ecuatia diferentiald ce d3 dependenta de timp este,
dT(t) ) {T(t):e—iEt/h:e—iwt (27)
=ET(t 26 cusolutia
dt (t)] (26) unde w=E/h
Sol. 15 (23 x,1)=> (Age @=L B ei(“’t+kx)> 28
> Sol.generald (23) a  %( )Z(k K (28)

ec. Schrodinger este k

W d*Y(x)
2m  dx?

—(E-V)i(x)

ik

omis3 ca sol.Sch.



Densitatea si curentul de probabilitate

» Ec.Schédringer pt. particula liberd

N L ~ . —ip*x | ih—+ ——= =0
inmultinta la stdnga cu —iy* v ‘ *

Ec. Schodringer complex cojugats _ihaw* +fi o
Tnmultinty la dreapta cu i1 ot  2m Ox2

> Adunarea ( LY 3T/J*w) 'h( 0% 621/}*7#):0

rezultatelor E+ ot “2m\| 0x2 Ox?
0, .. Op 9j
2t ) = 5 dx
. : p=1 Y =|y|?
Densitatea si . .
g curentul de probabilitate {j:_'h *871/1_ oy "
2m\" O0x  Ox
» Ecuatia de continuitate % Q =0

ot  Ox



Masurarea in mecanica cuantica
» Conform interpretdrii scolii de la Copenhaga a mecanicii cuantice, sistemele
fizice nu au proprietati bine definite Tnainte de masurare, iar mecanica cuantica
nu poate prezice decat probabilitatile de a obtine o valoare sau alta. Prin
masurare, sistemul este afectat, reducand setul de valori probabile la una

singurd, cea masurata. Interferenta
constructiva
(maxim)

Interferenta
Dac3 functia de und (de probabilitate) evolueazs ; “@nm |
determinist (conform ecuatiei Schrédinger), prin
masurare este separatd una din starile posibile 9}\
(ex. pozitia de incident3 a electronului pe ecran @{ ‘
n experimentul cu doua fante): X|xi) = aj|x;) *

Cu alte cuvinte, masurarea a intervenit si a modificat evolutia determinista a
sistemului descris Schrédinger. Se spune ca masurarea unei marimi fizice conduce
la proiectarea (colapsarea) functiei de undd v pe spatiul Hilbert definit de setul
complet de functii proprii comune marimii fizice masurate. In acest fel, valoarea
masurata este una din valoarile proprii. La repetarea masurdrii, se poate obtine
o alta valoare proprie, cu probabilitatea dat3d de functia proprie corespunzitoare.
De exemplu:

» Dac3 se m3soard pozitia particulei, st3rile proprii posibile sunt |x;), cu valorile proprii
ai: |[¢) = Za,—|x,—), iar probabilitatea de a obtine pozitia x; este |a;|>.

» Dac3 se misoard o altd mirime fizicd A, setul de stdri proprii posibile este |\;),
iar |¢) = Z bi]A\;), de unde probabilitatea de a obtine starea |);) este |b;|>.



Masurarea Th mecanica cuantica

» Functia proprie v, de impuls p nu mai este si Kpp=xpp [ -
functie proprie de coordonatd X, nu mai are =xexp |:ép0 x];éxoz/;p (29)

o valoare proprie xo determinata

M3arimile (p, x) si (E,t), sunt observabile complementare,
satisfac relatia de nedeterminare Heisenberg:

Aceasta inseamnd c3 cele doud marimi nu pot fi determinate simultan cu precizie.
Cu cat determinam mai precis pozitia particulei, cu atat impulsul ei este mai putin
precis, si invers. La fel cu energia si intervalul de timp.

AxAp>h/2  (30)




Valori asteptate si relatii de comutare
> Am vizut c3 in cazul pozitiei (29) si impulsului (11) unei particule, aceste
marimi nu au simultan valori proprii determinate, in una si aceeasi stare 1.

> Si celelalte marimi fizice (operatorii) nu au intotdeauna o valoare determinatsd
Dac3 un operator A depinde de x, p si t, valoarea medie (asteptatd) este:

<A>://2\(X7 p, t) [¥(x, t)|2d><:/1/f*(x, £) A(x, p, t) ¥(x, t)dx= (| Al)  (31)
> Viteza de schimbare a valorii a;steptate (31) a unui operator A e dat3 de:
d@A)_d [ (0% 300 62\ 1 [ontr o
o= Ay dx_/< A1 7¢+¢A > a f/w AR — FHAYY dx

unde am folosit ecuatia Schrédinger (18) ih 0y /0t = qu si cea complex conju-
gats —ih0Y*/dt=1*H' precum si proprietatea H'=H (H este hermitic).
» Relatia de comutare a doi ope-

— : _ 2\,3]:2\3—3’2\ 32

ratori A si B se defineste prin: [ o (32)

Se spune c3 doi operatori comuta daca relatia lor de comutare |A, B] =0.
» Folosind (32), viteza de variatie a d(A) B OA 1 14 &~

valorii asteptate de mai sus, este: dt <E> + ,hqA Hb (33)
» Dac¥ operatorul A nu depinde ex- _ d(A) B {A A}

plicit de timp (874/81’ = 0), avem: in dt (AH] (34)
> In plus, daci A comuts cu H, A e o constants de miscare (d(A)/dt = 0).




Descrierea Schrodinger (skip this slide)

» In descrierea Schrédinger evolutia st3rii 1)(t) a sistemului cuantic este
dat3 de ecuatia Schrddinger (18)

ih% = Fys  (35) cusolutia  ts(t) =exp {—;_ll:lt] ¥s(0) (36)
> Ciut3m s3 exprim3m solutia ¥s(t) (36) cu un operator de evolutie U(t)
actionadnd asupra functiei de stare 1s(0) de la momentul initial t = 0.
vs(t) = U(t) ¥s(0) (37)
1= (s (t)[1hs(£)) = (s(0)| U™ (t) U(t)]4:5(0))
adics  U*(t) U(t)=1 sau U*(t)=0"%(t)

d 37 isf; 0 A A
g ej.r g(ffm(:i)?d(ing()ers?gs)ace 1 ’ha U(t)¢s(0) = H U(t)1s(0) (38)

» Operatorul J(t) satisface
conditia de unitaritate,
pt. conservarea normarii,

de undeA ec.
pentru U(t)

ih%&”zﬁom (39) = U(t) = exp {—;Iﬁlt} (40)

> Deci, comportarea functiilor de stare este (36) Comportarea operatorilor

A

s(6) = 0(e) s(0)=exp| 1A eus(0)| (41) | [ As(6) = As(0) = const




Descrierea Schrodinger

> In descrierea Schrédinger evolutia starii 1(t) a sistemului cuantic este
datd de ecuatia Schrodinger (18)

ih% = Hys  (42) cu solutia Ps(t) = exp {_f{zﬁlt] ¥s(0) (43)
O(t)

1=(ys(t) s (t)) = (¥s(0)| 0" (t) U(t)|vs(0))

adics  U*(t) U(t)=1 sau U (t)=0"%(t)

» Operatorul {J(t) satisface
conditia de unitaritate,
pt. conservarea normarii,

> Comportarea functiilor de stare este (36) Comportarea operatorilor

~ A

s(0) = 0(e) s(0) =exp |~ A |us(0)| 44) | |As(6) = As(0) = const.




(YH

Descrierea Heisenberg
In descrierea Schrédinger, functiile de stare ¥s(t) variaz3 in timp, iar

operatorii (observabilele) sunt constante As(t) = const.
In descrierea Heisenberg, cu o transformare corespunzatoare, dependenta
de timp se transfera observabilelor, asa cum este Tn mecanica clasica.
La t=0 functiile de stare si opera—‘ {1/JH( ) =VH(t)=1s5(0) = const. 45)
torii coincid in cele doud descrieri | | A,(0)= ( )= s(t)*const

)

Deci, comportarea functiilor de stare 1y (t)=1n(0)=1s(0)=const. (46)
Relatiile (36) si (45), fac|vs(t)=exp —th}ws() O(t)vu(t) (47)

legdtura intre ¢yy(t) si ¥s(t)| de unde ;
prin transf. unitard U(t) Y (t)=exp [th] s(t)=const.  (48)

Ecuatia Heisenberg, de evolutie a operatorului

Ay, este dat3 de relatia (34) (pt.variatia in timp ihdAH
a valorii medii (A)) si unde Tnlocuim Ay = (A): dt
C3utsm operatorii Ay(t) astfel ca valorile medii (elementele de matrice) (31)
n descrierea Heisenberg si Schrédinger sa fie egale, folosind (45) si (47):

(O An () ()) = (s ()| As(2) s () = (¥u(2)| U= (£) An(0) D) on(2))
de unde Ap(t) = U*(t) Au(0) U(t) (50)

- [2\,4, H} (49)




Descrierea Heisenberg (continuare)
Cu operatorul U(t) din (47) observabila Ay(t) (50) din descrierea Heisenberg

te, ~ ~ ~ [~
este An(t) = exp [%H t} An(0) exp [—%H t} (51)

Valoarea medie in ambele descrieri (1py(t)|Ap(t)|[vn(t)) :A<1/)5(t)|f45(t)|1/)5(t)>
o scriem cu ajutorul functiior de stare 1s(0) si operatorilor Ay(0) din (45), avem

(1s(0)|An(t)1s(0)) = (¥s(t)|An(0)|¢s(t)) (52)
Aceastd valoare medie defineste rezultatul masurarii marimii A la momentul t.
Dependenta de timp se transfera de la functia de stare 1s(t) la operator /A4H(t).
Avantajul descrierii Heisenberg, este legat de faptul ca ntreaga fizic3 este
continuta n operatori, a cdror ecuatii de miscare (49) sunt asem3ndtoare
ecuatiilor mecanicii clasice sub forma ecuatiilor Hamilton:

OH OH
q = —— ; —p= 7 53
=73, P= % (53)
De ('axer?pl'u, oper.—:.;toru/ imp'L_Jls' uni- - —ihﬁ (58)
particulad din descrierea Schréodinger, aq

n descrierea Heisenberg, satisface ecuatia de miscare (49)
ap 1 A as a0 OH
2= p(e), A = (5o F - Ao )= -2 55
ot ih[P( ) (aq aq) g (55)
ecuatie care coincide cu ecuatie Hamilton (53) pentru p.



Reprezentari in spatiul de coordonate si cel de impulsuri

Suma stérilor.cp(p)e"px/h de impuls dat, dd (x) = 1 /@(p)ei”x/hdp
starea ¢)(x) din sp. de coord. Transformata V2rh (56)
Fourier: suma stirilor ¢(x)e™ /" de coord. _ 1 —ipx/h

< x : : ) p)= P(x)e dx
dat3, d3 starea ¢(p) din sp.de impulsuri. V2rh

Deci, reprezentdrile Tn spatiul de coordonate si cel de impulsuri sunt legate prin
conjugare complex3. Adicd, dacd facem simultan schimbarile: ¥(x) < ¢(p) ;
X <+ p; i <> —I, obtinem reprezentarea n spatiul conjugat.

Op. impuls (57) din sp. de coord. si op. coord. ?ziha% (58)

din sp. de impulsuri, sunt legati prin conjugare complexa si x < p. Verificare:

Operatorul impuls p ce actioneaz3 asupra unei stari proprii ¥y, (x) n spatiul de
coordonate, are ecuatia cu valori proprii: Pty (x) = pobpy(x) unde
wpo(x):ﬁe’pox/h (vezi (12)). Intr-adevir, cu p=—ihZ-, avem imediat,

B = i (g ) = il () T = L = o
Operatorul coordonatd X ce actioneaz3 asupra unei st3ri proprii oy, (p) Tn spatiul
de impulsuri, are ecuatia cu valori proprii: %@, (p) =Xopx, (p) unde

Px(p)= ﬁef"”x"/h (¢ este transf. Fourier a functiei §(x—xo) vezi
31-Cuantificarea-canonica). Intr-adevir, cu )?:iha%,

£ —po (1 —ipxo/h\_;p_ 1 ( ixo\a—ipxo/h _ 1 —ipxo/h —
xgoxo—lhap( =€ =ih TM( /h)e =X0 =€ =X0Pxg

avem imediat,




Operatorul impuls - operator hermitic

Un operator este hermitic dacd operatorul adjunct 5i—s
(transpus si complex conjugat) este egal cu cel original: o

j;;?jjfe‘a’“p;‘r‘f_} (50w = (056'1w2) sau_ o7 (0un)ab=(130)" b= o5 vice
T

dusului scalar: — actioneaza la stanga

operator transpus 6

d i d s d
> p=—ih— ificat: —ih—)idx= [(—ih— )7 ;
Pentru p Ihdx de verificat: /wj( /hdx)w,dx /( /hdx)wJ ¥ dx

—00 —oo

> /z/;f(—ih%)w,- dx:—ih/wfdd),- integrand prin pérti:/u dv:uv—/v du

:_,h[¢j¢,|_oo—£¢,-d¢j}_£¢,<:hdx)wj dx_£<—,hdx>¢j¢,dx Q.E.D.

=0



Ecuatiile Hamilton prin comutatori in mecanica cuantica

In spatiul de coordonate} A . 0
evaluim comutatorul Co= [p, H} cu p__lha (57)

Cot= [ ] = (Pl — 1p) =i - () — Fi (f:h)ﬂw

(el ﬂ) i

Deci, ecuatia Hamilton pe i oH
spatiul de coordonate este} h {p, H} % (59)
In spatiul de impulsuri} C.— [)A( I:I} cu )?zihz (58)
evaluim comutatorul x ’ op
o 1 ol Do) . O p 0
Cep= [x, H}(p- ( H—Hx)go—/ha—p(Hgo) —H(lh)a—pgo
oH - - oH
: <8p wr op 8p> ! op 14

Deci, ecuatia Hamilton pe I oH
spatiul de impulsuri este } ih [X7 H} T op (60)




Partea V

Mecanica Cuantica Relativista



Ecuatia Klein-Gordon pentru particula libera relativista

e iy | S = Ne TR | sau [ p(et)=N e ETPI ] (61)

> Cuantificarea implic3 ~ 0 > 2o , 02
nlocuirea variabilelor EHE:'}'LE Eob=—n ot2 62
n ecuatiile mecanice, ) A " 92 h? (62)
p=—ih T-T= = &
cu operatori. p=p=—Ig" T T T omox2 . 2m

» Dacd pornim de la relatia relativistd intre p si E si facem nlocuirile (62),
1 9% 0% m?c?

E?=pc?+m’ct | — E2p=(p? 2+ mic? — =
i ‘ . i(p ) 2or o2 12

5 \2 9\2
am folosit <iﬁat><p= [(IH&(> C2+m2c4] ®

obtinem Ec. Klein-Gordon pt. particula liberd, cu solutia de und3 plan3 (61).
> Dac3 avem particule de masd m=0 (fotoni), folosim w si k in loc de
E=hw si p=hk. Atunci, relatiile (63) devin

A~ 2 2
-w2:k2c2 — (2)290:(1(2(:2)()0 lai_aizo 64
c2 9t2  Ox? (64)

> Ecuatia (64) este ecuatia diferentiald a undei plane, a cirei solutie este
datd de prima relatie (61).

©=0|(63)




Ecuatia de continuitate

Ecuatia Nerelativistd
(Schrédinger)

H Ecuatia Relativistd - Klein-Gordon

Relat'ia pz 23-d|mens|ona| 4-dimensional
energie- E=— E° o 22 2 2.2
impuls 2m 572:'3 + m-c p= =m-c
F) . 0 -
Trecerea la operatori diferentiali: E — ih 6— p — —ih — = —ihV pt — ’hi =ih0
Ec. de und3 pt. w2, n Py 1% 9% m N =0
particula liber3 at om Ox2 c2 9t2 Ix2 h2 v= ud
2 a2 % 2 2, 2 2
Ec.f:omplex _n o* L 9%y 1 9% 78 ] m°c . _ 8“8“ =0
conjugatd ot | 2m Ox2 2 9t2 Ix? h?2
) aw i o 8% azww B xt= (ct <) xu,( ct, —%)
Inmultirea la ¥* E ot el 2 at? at2 uf , i,
stdnga a ec. —_— N— ——— O(ct) Oxy,
de bazd cu 9 ) ) dp de* \_ 9p 1%}
—ip* (—ip®) S =37 S5 B ¢)=ai o
a ecccla . 2 2,1 % 2 2, * Xt
dreapta cu 71’1[,*87/),81/) P]=0 —i w*a—w—aw ®|=0 [« Op 8‘19
i (ip) si 2m\| ox2  ox2 ox2  ax2 ' - #) =0
(?x“ Ox, Ax,,
adunarea lor ~—_————— n f
2i/0x 18 505 0)= 5 w
k2 i dp " -
Densitatea p=y =] p=- *87778 QD) jD =cp ; j1’2‘35j
si curentul ih oy oyY* ¢ t t*
i T o] o] . .
de probab. Jj= 2’”6) B Ox w) j=— « 9P Op @ H=i(eTote—0te" o)
Ox Ox
Ecuatia de 7] aj 1 9 9j
contiauitate g 0 L 0 Bt =0
ot Ox c ot ox




Densitatea si curentul de probabilitate pentru unda plana

Ecuatia Nerelativistd Ecuatia Relativist3 - Klein-Gordon
(Schrddinger)

|

i 9, . 19 - cu notatia: j* = (cp,j
Ecugtlgde —p+V~j:O 7—p+V»j:0 tia: J (Pyl)
continuitate ot c ot duj* =0

3 =
Densitatea si p=v Y =[y" >0 cp=1i w*ai — oy
curentul de in ot ot JH=i(p*otp — OFp™ ap)
robabilitate P T — T o i
i J= ==V )| o i (urvw - vt )
Folosind solutia de und3 W = Ne ! (Et=pX)/h W = Ne iPx/R
pland a ecuatiei de bazi = Ne—i(u-t—?-;) = Ne ikx
p<X:P,,LX“ :Et—fr;i . o »* = N o (E-t=F-R) /R * = N* e/:p-x/h
k<x:kux"’:wt7k-x:gt7%»x — Nl (wt—KR) = N* el kX
D
ensatea 3! p=IN? co=i(=2iw) N2 = 2w |N|?
curentul de 5 = 2 ol N2 /R
probabilitate T 2 N2 - T 2 ATiA2 =
pt.unda plan3 / m| | J= (2lk) INIZ = 2k|N]
Norma |N| a starilor K-G de und3 plan3 ¢ =N e~ i(wt—kX) oo obtine prin integrarea densit3tii de probabilitate p = const.,
pe un volum cutie L3: /3 cpdx=1 sau 2w \N\2L3 =1 astfel \N|2:1/(2w L3) (65)
L
cp :j° — comp. time-like ) care, din expregiile din 1 P
~ 4-vector j*  tabel, cu |N|? (65), cp=—| s |j=— (66)
Jj — comp. space-like sunt: 13 wl3
Normarea invariant se obtine in cazul in care vom neglija factorul 1/(2w) in (65), adic3 \N\Z = 1/L3 (67)
densitatea cp si curentul de care, din expresiile din 2w L 2k
probabilitate j, invariante, tabel, cu \N\z (67), sunt: cp = = st|J= e (68)

Acum cp si j sunt invariante. cp este proportional cu w. La transformarea Lorentz, elementul de volum suferd o contractie
Lorentz d3x — d3x \/1 — 32; iar, pentru ca cp d3x s5 riman3 invariant, cp se va transforma ca si componenta time-like:

cp — cp//1— B2, iar 5P d*% =2 w este constants.
L



Solutia generala a ecuatiei Klein-Gordon

> Sol. gen. aec. Klein Gordon (63) are mai multe componente, nu doar
solutia (61) Ne~/(«t=k) 3 ecuatiei undelor,

(A e —i(wkt— kx)+B* i(wit—kx) +C efl(wkt+kx)+D* t(wkH—kx)) (69)

1
sp:
P+ - omlse ca sol.K-G

» Folosind notatiile 4-dim: [ p-x=p, x* = Et—p;x
(sumare dup3 indici muti) | k-x = k,x" =wt—kix' = Et—Lxi=(p- x)/h

> Sol. generald K-G (69) 1 ik e ik
ca superpozitie dis- ‘p(X):Z N (A K€ T +Bg € ,> (70)
cret3 de unde plane: k Pk P

» adic3 st3ri proprii etk ik
ortonormate: Pht = JV o k== JV (71)

Am pastrat doar v/ V' la numitor, pt. a obtine ortonormarea starilor ¢y.
1. . 1 .0y
Intr-adevir: /gonr- O dx= V/e’ kexgmikx By = V/e’(k—k )X 3 x = G

» Sol. generald K-G (69)

—ik-x * ik-x
ca superpozitie con- /\/W< k)e +b*(k)e ) (72)

tinua de unde plane: Okt Ok




Solutii Klein-Gordon de energie pozitiva si negativa

> Sol.gen. (69) a ec. K-G are mai multe componente, la fel si ec. undelor, adics:

i(wy t—kx) +B*el wkt—kx)+c e—l(wkt+kx)+D* i(wy tHkx)

o+ - omise ca sol.K-G
- . componente de unda
ecuatii diferentiale
Ae—i(wt—kx) Bei(wt—kx) Ce—i(uH—kX) Dei(mH—kX)
Ec. Klein-Gordon DA DA DA DA
L e e P (E>0;p>0) | (E<0;p<0) | (E>0;p<0) | (E<0;p>0)
Z ot2 - Ox2 h2 e= particule ; miscare antipartic ; miscare particule ; miscare antipartic ; miscare
sens pozitiv in sp. sens negativ in sp. sens negativ in sp. sens pozitiv in sp.
Ec. propagare unde
1 8% 8% DA DA DA DA
2o ax2

» Sol. K-G de ener-
gie pozitiva este:

—i(wy t—kx)

o Ake
(P+7z v 2wk Vv

k

Sol. K-G de ener-
gie negativa este:

Akefi(wk t—kx)

oy

BZ ei(mk t—kx)

P v 2wk %4

> Ec. l. B

=lw = E;=lw>0
2wV \/k90+ + k
Et+
i EC . Val pr ' 6(p_ B* I(wkt_kX)
Ep =E ¢_ E —_
de E <O: - | ik ot (i) == 2orV —hwi o = hwi <0



Probabilitatea si Curentul starilor K-G de energie pozitiva

Ake_l wy t—kx)
> Starea generald Klein-Gordon de energie pozitiva este: <p+227

V2wV
> Probabilitatea: P+:/ cpid®x.  Curentul: J+:/ jed®x.  S3 le evaluim:
13 13
* I (wi t—kx) Ak/efi(wk/tfk’x)

2 e 2T
iZ(,‘w )Ak/e' wk/t—k/x) ZAke—i(wkt—kx)
_ »

0 0
co=i(er %oz - %0 ) -

W VvV 2wk/ 14 vV 2ka
* l (wy t—kx) Ak/e—l(wk/ t—k’x)

— E E s S
. . 8tp+ 8g0+ Y 2wk ( V2wV
i i PR

, i wk/t k' x) —i(wy t—kx)
R e
o 2wk/ Vv P 2ka

La integrarea/cp+d3x sau/j+d3x, produsele de stiri cu k# k' sunt zero (ortonormare).

2 2 2
o /[Z;"Jk'““vk +Z2°jfk'“4k' ] ZPM LA }V SIA-
k |«4k|2 kAP k |Ak|
>y /J+dX /[ o Z2wk _Z ZE|Ak|2>0
k




Probabilitatea si Curentul starilor K-G de energie negativa

* l(wkt—kx)
Py
» Probabilitatea: P— :/ cp_d°x.  Curentul: J_ :/ j_d*x.

13

» Starea generald Klein-Gordon de energie negativa este:

Sa le evaluam:

-ZBke i(wy t—kx) Z(’wk' i(w s t=k"x)

i —
. * 8507 8(,0*_ V 2UJk RV 2wk/V
=N "o ¥)~

(—Iwk/ Bk/e i “"k’ t—k’x) Bzei(wkt—kx)

\V 2wk/ Vv P vV 2wk 14
—i(wy t—kx) i(w s t—k'x)
_isze Z( k Bk’e k _
= i((p* Op_  Op™ )_ V2wV V2w V
U ax ax )

, rwk/t kx) * i(wp t—kx)
. I'Z(I'k Bk e B
vV Zwk/ P vV 2UJkV

La integrarea/cp d*x sau/j d*x, produsele de stiri cu k# k' sunt zero (ortonormare).

BBl >
Y R
k|3k _ kB | 5 ~=[k B, =k g2
J_/ d’ /[ o 2 V ]dx;{w,( o |v= gwlBk\ <0

Bk Wk |Bk
Po=[ep_dbe=[|Szk Bl
/CP 2wk Z 2wy




Ecuatii cuantice relatjviste

In cazul nerelativist folosind expresia energiei: E:2p—m+U si apoi cuantificarea ei prin
trecerea (62) la operatori diferentiali: E — Ezii’z% i P— B:—iﬁﬁz—iﬁa2
X
2 o2
(in cazul unidimensional) = Ecuatia Schrédinger: ihaa—f: (—;—m%—i—U)w
care pentru particula libers U=0 are solutia: P(x, t):;/;(x)e_iEt

Ec. Schrddinger este o ec. diferentiald de ordin | in 8/8t ins3 de ordin Il in 9%/0x>.
Trecerea la cazul relativist implica o tratare echivalenta a spatiului si timpului.
2

L . . - E o . .
In cazul relativist folosind expresia energiei: p-p=p,p"= —2—|p|2:m2(:2 si apoi

trecerea (62) la operatori diferentiali, conduce la ecuatia Klein-Gordon (63):

2 2 2 2 2 2
()~ () -] o 8 g

2
:h® sau gﬁfWJr i

care pentru particula liberd are solutia de und3 pland:  (x, t):e_i(Et_pX)

In aceast3 abordare, ec. K-G are o problema cu densitatea negativd de probabilitate,

pt. solutiile de energie negativd E=—+/p?c2+m?c*. Rezolvarea — Ecuatia Dirac.

In Teoria Cuanticd a Campurilor 1) nu mai descrie o probabilitate, ci un cimp de

particule de spin 0, cu sarcini pozitive si negative.

In loc de o singura ecuatie K-G de ordin doi in t si x, Dirac a c3utat s3 o Tnlocuiasca

cu doud ecuatii de ordin intdi in t si in x, ce pot fi privite ca "radical” din ecuatia K-G.

¥=0/| (63)




Ecuatia Dirac pentru particula libera
. ? a 10 m?c?
> < A (o, 0 0 19N
Ecuatia de und3 relativistd K-G (63) este: (3)(2 +ay2 +822 = 81‘2)1/} i
» C3utdm ec. Dirac, ec. echivalentd K-G, dar de ordin | in 8/8t si 9/0x, ca o ec. radical
din ec.K-G. Pt. aceasta, exprimdm operatorul de ordin Il K-G, ca patratul unui operator

¥

de ordin I: A8X+Bay+C82+éD8t, cu coef. ce trebuie determinati ulterior. Adica,
P24+ +02 — %aﬁ = (Aax—l—BBy—i—CBZ—i—éDat)<A8X+Bay+C82+éD8t) =
= A2+ ABO, D, +ACO,D. + — ADD, 0, + BAD, D+ B2 92 +BCD, 0, + - BDA, D, +
N~~~ Cc —— C

+CAd, 8+ CBO, D, + C292+~ CDA, 8, + L(DAafBXJrDBBtBerDCaz@erLDZatZ)
N~ C c 9

——
» Pt.ca termenii mixti de tip 0;0;=0;0; sa se anuleze, trebuie ca intre coef.s3 avem:
AB+BA=0 ; AC+CA=0 ; AD+DA=0 iar cei la patrat (73)

BC+CB=0 ; BD+DB=0 ; CD+DC=0 A2=B?=(C’=D?*=1

Din dezvoltarea de mai sus ramane: 65+8§+8§ — %8? — operatorul K-G.
» Atunci, cu operatorul diferential de ordin | de mai sus, putem scrie ec. Dirac sub forma:
(A@X+Bay+caz+£08t)¢= =y (74)

care prin ridicare la patrat, tindnd cont de relatiile (73), se regdseste ecuatia K-G (63).



Matricile gamma - Reprezentarea Dirac-Pauli
> Coeficientii A, B, C, D, pentru ca sj satisfac3 relatiile de anticomutare si normare (73),
trebuie sa fie niste matrici, si pot fi scrise sub forma:

A=iv' ; B=in’ ; C=iv’ ; D=~" la D am scos deja in (74) i in fats  (75)
Atunci, relatiile (73) devin, pentru matricile v*(x = 0,1, 2, 3):
2 N2
Y+ =0 pt.p # v (1,v=0,1,2,3) ; (vo) =1; (v’) =-1(i=1,2,3) (76)

> Solutia cea mai simpld pentru matricile v*, care satisfac relatiile de anticomutare (76)
sunt matrici unitare 4 x 4. Una din reprezentarile posibile ale matricilor ~y este:

v°=<(l, PI) ; 7i2< —Oa‘ ‘(T)i) (77)

unde | e matricea identitate 2x 2, 0 matricea nul3 2x2, iar o' matricile de spin Pauli:

e(38) e(07) (3 %)

» Scrise ca matrici 4 x4, matricile y* in reprezentarea Dirac-Pauli, sunt:

100 0 0 001 00 0—i 0010

o010 0] s foo10] L |oo0io| s |0o00-1
00-10]'"lo-100| " |oioo0o| "|-1000 | (9
000 —1 ~10 00 i000 0100

» De notat cd 7* nu este un 4-vector. Componentele v* raméan constante la o
transformare Lorentz.



Reprezentadri chirale (Weyl) matrici gamma

> O alt3 reprezentare posibild a matricilor 7" este reprezentarea chirald (Weyl):

o (0 1 _ 0 —o
»=( 76 ,v<c, ;) (80)
0010 000 000 i 00-10
o [0001 1_00—10 00 —i0 5_[00 0 1) gy
T l1000] " 7 |o10 0 07100'7_1000
0100 100 0 i 0 0-10 0

» O alt3 reprezentare chirald

—~

Weyl) a matricilor y* este:

(1) (5 g) w
0
0

0010 0 01 0 00—/ 0 010
070001 .170 10'270010 _37000*1 (83)
T=l1000] "7 |o-100] "7 |oioo]| "T|-1000

0100 10 00 —i 000 0 100
» Pentru cele doud reprezentari chirale de mai sus, avem:

100 O —10 00
V= ir’yyy = 83_018 respectiv. 7°= in’y'y%y% = 8_01 (1)8 (84)
000 -1 0 001



Ecuatia Dirac pentru particula liberd (de verif.)
Ec. Dirac (74) acum se poate scrie (iyxax+i7yay+ifaz+éy(’atﬂ:%w sau

1000, +i7 =T )= 8, — MY =

(Cy Oy +iy-V 5 )1/1—0 sau (l’y Oy o )w—O (85)

Explicitand in (85) expresiile (79) ale matricilor v, ca suma ponderatd conform (85), a
trei matrici 4 X 4 (constanta mc/h scris3 ca o matrice diagonald), obtinem expresia

matriceald a ecuatiei Dirac:

i mc . .
E(?t—? 0 ’82 I8X+8Y ’(/}l 0
0 Lo - ig.—a, —id, ¥? 0
‘ " i mc - (86)
—182 —Iax_ay —*at—? 0 ¢3 0
i mc 4
. . Iy mc o 0
iOx+0y i07 0 Cat 7

In QFT ec. Dirac descrie comportarea fermionilor de .

spin 1/2. Pt.un fermion liber, func. de und3 este pro- » ¥(x*)=u(p,) e~ )/ (g7)
dusul unei unde plane (61) si a unui spinor Dirac u(p,,)

Inlocuind solutia (87) in ecuatia Dirac (85) avem: (v*pu—mc) u(p)=0 (88)

Pentru o particula in repaus, [ (E -0 El 0 _ me? 0 89
B=0, cu ~° din (77), avem ?—mc u=sat o 1) = \o me2 )¢ (89)



Solutii ecuatia Dirac - particula libera in repaus

Explicitand (89) obtinem ecuatiile cu valori proprii spinoriale:

E 0 0 0 ut mc® 0 0 0 ut
0 E 0 O v 0 m® 0 0 P
= (90)
0 0 —E 0 o 0 0 mc® 0 o
0 O 0 —E u* 0 0 0 mc? u®
sau
Eiv' = mcPu? 1 0 0 0
E2U2 = m62U2 1 0 2 1 3_ 0 4 0
Esi = —mc2u? unde u = 0 =1 =1y =1y (91)
Eut = —mc*u* 0 0 0 1
lar functiile proprii (87) ale fermionilor liberi in repaus, vor fi: Pt =ute  Ent/h
1/)1 _ ule—imc2t/h 1/12 _ u2e—imc2t/h ¢3 _ u3e+imc2t/ﬁ, 1/)4 _ u4e+imc2t/ﬁ, (92)

Deci, spinorii (91) sunt matrici coloan3 1 x 4, adicd avem patru st3ri posibile. Desi
ne-am fi asteptat s3 avem doar doud st3ri de spin 1/2. Cele patru solutii (92) descriu
dou3 stiri de spin (1 si |) cu E=mc? si dou¥ stiri de spin (] si |) cu E=—mc>.



Ecuatia Dirac pentru particula liberd (metoda II)

» In lucrarea originla, Dirac a c3dutat o ecuatia relativista de ordin Tntdi pornind, la fel ca
n cazul Schrédinger sau K-G, de la expresia energiei, insa sub forma unei dependente
lineare de B si m (nu pitratic E>=(p°c®+m’c*) ca in cazul K-G), apoi se face
trecerea obisnuitd la operatori (62) si in final se cautd coeficientii & si 3, adic3,

E:(c&-ﬁ+ﬁm62) —>I::1/J:(co7~fi+ﬂmc2)w (93)
> Cei patru coeficienti aj(i=1,2,3 si 8 se determin3 prin cerinta ca particula libers s3
satisfaca relatia relativista energie-impuls obisnuita:
E2— (ﬁ2c2 + m2c4) . E21/): (3262 + m264>1/) (94)
> Ec.(93) si (94) sunt echivalente. Ridicind la pitrat (93) si egaland cu (94), avem:
E? in j 24 PGy iva s i i~
2= (0‘ ""+5'"C)(O/Pf+5m6)=(oc )2p7 + (o o +ala’) piby + (/B4 Ba’) pime+ B2 m’e?
¢ ~~ —_— —_—— \,1/
=1 -0 -0 —
unde am sumat dupa indicii care se repetd, cu conditia i > j Tn membrul drept.

Comparand cu ° al,az,cf,ﬂ acesti operatori anticomuta intre ei, (95)
(94), observim o (P =C@)P=C)=F=1
Putem gasi o reprezentare i 0 o I 0
| 2 = . =
matriciala 4x 4, dac3 alegem} @ <a’ 0) » B (O —l) (96)

unde elementele sunt matrici 2x2, care in reprezentarea Dirac-Pauli sunt:

0 0 1 0\ . 0 1 0 —i 1 0
0‘(0 0)”_(0 1)’ 'a”’x_(l 0)"”‘(/ o>"’z_(o 71> (o7)



Ecuatia Dirac pentru particula liberd (continuare)
> Legiturile intre matricile A, B, C, D si &/, 3, in reprezentarea Dirac-Pauli sunt:
A=iBa', B=iBa? C=iBa® D=2
sau exprimate cu matricile ~':

A=iv', B=iy, C=iy’, D=7

unde, ; 0 0
0_ o (P 1, 1 Ox

2__n 2 0 Oy 3_ 5 3_ 0 [ep
v =pa —<_Uy 0> v =By —(_Oz o>

cu matricile Pauli: _ (91 — (0 (0
"= \1 o) 7\ o) 27 0 -1

. 1
» In notatiile 8022&, =9 Y)
Ec. Dirac se poate scrie:

F 0 KOV A D — et —
By 5o iRy S —mep =0 sau \:m B, mcw—O‘ (98)




Ecuatia Relativista - Dirac

Relatia £ In reprezentarea Dirac-Pauli In reprezentarea Weyl
energie- —=a-p+pBmc|q=(0 < _(! 0 . —(7 0 _(° !
impls ¢ a(o‘ o) P=lo =) " 2=lo —o)'P=li o
a
Trecerea la operatori diferentiali: E — iha— p — —ihV
t

=

L0y
ih— + iha - V) = Bmcp
dct

inmultim la stdnga cu B si notdm:

=B, 7" = Bak

3-dimensional

4-dimensional

Ecuatia Dirac ih~° (;b + iy gli —mcp =0 (iry" 8, — me) ¢ =0
. . ) 81/)1- ) BwT pt.a reface forma covariantd, inlaturdam minusul
Ecua_tla ItDJrac —ih Oet Wof’haik (7’Yk) —mc 1//’1[:0 de la . De aceea, deoarece 07K = —~vK~0,
l:(;:rjr:ji%s:a Pt - cocnj.hermitic (ﬁ:ransp.& c.c.) - linie Tnmultim_ecuatia Iaodreapta s
notsm: 3 = T/ (spinor adjunct) - linie

Ecuatia Dirac Bw 0 81[’ k - : T T

ih—— h = ho, +mcy =0

adjuncts Det % +I78Xk'y +mcy =0 ROy K
Tnmulfim ec.
< _ 50 ] _
de bazd cu im0 2l 4 ingk 28 ey + _ i}
¢ la stanga, dct Oxk Py oy + (Oud) vHy =
apoi ecuatia o _
adjunctd cu ’AU O'I,D + ih di'y P 4+ mcpyp =0 =0y (Py*) =0
7 la dreapta ct Ox \_“;_’
J

si le adunsm 2 (340 = (paky) =

—— (57%%) + 5 ($7Fw) =0

Ecuatia de continuitate At =0

Densitatea si p=0=Pyp=pty= le >0 i =Pyt

curentul de
probabilitate

i=0
oy =yTyOyky

daci j# e 4-curentul de ELECTRONI, se

Tnmulteste cu sarcina —e: j* =—eyHy




