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M. Penţia
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Partea IV

Mecanica Cuantică Nerelativistă



Comportamentul cuantic - experimentul cu două fante

Experimentul cu biluţe (particule mecanice)
https://www.youtube.com/watch?v=HiAj7S6ko9Q

Rezultatul unui asemenea experiment, aşa cum ne-am aştepta, este
o imagine separată a fiecărei fante, proiectată pe ecran, sub forma
unor benzi.



Experimentul cu unde

In cazul utilizării unei fante, pe
ecran se obţine o imagine cu un
maxim de intensitate, ı̂n aceeaşi
poziţie ca ı̂n cazul anterior al ex-
perimentului cu biluţe.

In cazul a două fante, pe ecran
vor apărea franje de interferenţă,
cu un maxim principal central şi
mai multe maxime secundare lat-
erale, cu intensităţi ce scad spre
marginea ecranului.



Producerea, propagarea şi interferenţa undelor

Producerea şi propagarea undelor
Interferenţa undelor şi detectarea
imaginii de interferenţă.



Experimentul cu fascicul de electroni (particule cuantice)

In cazul unei singure fante, pe
ecran se obţine o imagine cu
un maxim de intensitate, ı̂n
aceeaşi poziţie ca ı̂n cazul ante-
rior al experimentului cu biluţe.
Deci, electronii se comportă ca
particule.

In cazul a două fante, pe ecran
apar franje de interferenţă, cu
un maxim principal central şi
maxime secundare laterale. Deci,
electronii se comportă ca unde,
ca ı̂n cazul experimentului de
interferenţă cu unde.



Ce sunt atunci electronii ? Particule sau unde ?

P1
P12=P1+P2P2

P1=|ψ1|2
P12=|ψ1+ψ2|2P2=|ψ2|2



Observarea electronilor pe ecran (dinamica de particulă)

I Starea de mişcare a particulelor subatomice este exprimată printr-o
funcţie de undă ψ(~r , t), ca funcţie complexă (vezi ı̂n continuare)
luată ı̂ntr-un punct ~r(x , y , z) la momentul t al observării, şi descrie
distribuţia observării incidenţei particulelor ı̂n acel punct şi la acel
moment. Pentru o undă plană avem ecuaţia:

ψ(~r , t)=A e i(~k·~r−ω t) =A
[
cos(~k ·~r−ω t)+i sin(~k ·~r−ω t)

]
(1)

unde k = 2π/λ şi ω = 2πν

I Probabilitatea incidenţei particulei ı̂n elementul d3~r este dată de
pătratul amplitudinii de undă

P(~r , t)= |ψ(~r , t)|2 d3~r (2)

unde |ψ(~r , t)|2 este densitatea de probabilitate:

ρ(~r , t) = |ψ(~r , t)|2 ≡ |〈ψ(~r , t)|ψ(~r , t)〉|2 = ψ∗(~r , t)ψ(~r , t) (3)



Descrierea undelor prin funcţii complexe

Fie unda plană de forma (1): ψ = A e i(kz−ωt)

Am ales direcţia Oz de propagare a undei

pentru z = const. avem
ψa =a e−iωt =a(cosωt − i sinωt)

x =Re ψa =cosωt

y = Imψa =− sinωt
pentru t = const. avem
ψb = b e ikz = b(cos kz + i sin kz)

x =Re ψb =cos kz

y = Imψb =sin kz



Interferenţa undelor ı̂n experimentul cu două fante
I Cele două unde coerente (cu aceeaşi frecvenţă), din experimentul cu

două fante, ajung să interfere. Funcţie de diferenţa de fază ϕ a celor
două oscilaţii ı̂n momentul ı̂ntâlnirii pe ecranul detector, produc
maxime sau minime de interferenţă.
Fie una din unde ψ1, iar cealaltă ψ2 = e iϕψ1. Am specificat prin ϕ
diferenţa de fază ı̂ntre cele două unde.
Să vedem ce semnificaţie şi ce rol are această diferenţa de fază.

I Luăm unda ψ1 de forma (1)
ψ1 =A e i(kz−ωt)

cu direcţia de propagare z
Notăm faza α = kz − ωt


atunci

ψ1 = Ae iα = A (cosα + i sinα)

ψ2 = e iϕψ1 = Ae i(α+ϕ)

ψ2 este ψ1 rotit cu unghiul ϕ.

ψ
1

ψ2

α

y

x

ϕ Funcţiile de undă ψ1 şi ψ2 sunt
reprezentate pe cercul trigonometric
din Figura.



I In Figura 1 avem câteva exemple de unde cu diferenţe de fază
ϕ = π/4, π/2 şi π care se compun ı̂n procesul de interferenţă ducând
la maxime şi minime de interferenţă.

Figura: Componentele y1 =A sinα şi y2 =A sin(α + ϕ) ale undelor ψ1 =A e iα şi
ψ2 =A e i(α+ϕ) pentru diferenţele de fază ϕ = 45o , 90o , 180o .



I Densitatea probabilităţii de particule
(fotoni) corespunzătoare acestor unde
este dată de amplitudinea rezultantă
|ψ1 + ψ2| ı̂n fiecare punct de interferenţă.


ρ = |ψ|2 = |ψ1 + ψ2|2

cu ψ2 = e iϕψ1

I Undele ψ1 şi ψ2 =e iϕψ1 şi complex conjugata ψ∗2 =e−iϕψ∗1

I Densitatea de
probabilitate

}
ρ = |ψ1 + ψ2|2 = ψ2

1 + ψ∗1ψ2 + ψ∗2ψ1 + ψ2
2

= |ψ1|2 + e iϕψ∗1ψ1 + e−iϕψ∗1ψ1 + |ψ1|2

= 2 |ψ1|2 + |ψ1|2
(
e iϕ + e−iϕ

)︸ ︷︷ ︸
2 cosϕ

=2 |ψ1|2 (1 + cosϕ)

I Pt. ϕ = 0
ψ1 = ψ2

}
ρ=2 |ψ1|2 (1+1)=4 |ψ1|2

⇒ maxim de interferenţă

∣∣∣∣
I Pt.ϕ=180o

ψ1 =−ψ2

}
ρ = 2 |ψ1|2 (1−1) = 0

⇒ minim de interferenţă

∣∣∣∣



Cuantificare mărimi fizice: Ecuaţii cu valori proprii (reale)
I Folosind relaţiile ı̂ntre caracteristicile de undă λ, ν şi cele de particulă p,E :

de Broglie: p =
h

λ
=~2π

λ
=~ k şi Planck: E =hν=h

ω

2π
=~ω (4)

I Unda plană (1) ψ(x ,t)= N e−i(ωt−kx) devine ψ(x ,t)=N e−i (E t−p x)/~ (5)

I Căutăm ec. diferenţială ce are ca soluţie funcţia de undă (61). Pentru aceasta

∂ψ

∂t
=− i

~
Eψ

1

;
∂2ψ

∂t2
=−E 2

~2
ψ ;

∂ψ

∂x
=

i

~
pψ

3

; ∇2ψ≡ ∂
2ψ

∂x2
=− 1

~2
p2ψ=−2m

~2
Tψ (6)

I Rel. (6) fac corespondenţa: var. dinamice → operatori → ecuaţii cu valori proprii
I Cuantificarea implică trans-

formarea variabilelor dinami-
ce clasice ı̂n operatori cuan-
tici necomutativi, conf. (6)

E→ Ê = i~ ∂
∂t

E 2→ Ê 2 =−~2 ∂
2

∂t2
x→ x̂=x

p→ p̂ =−i~ ∂

∂x
T→ T̂ =− ~2

2m

∂2

∂x2
=− ~2

2m
∇2

(7)

I [x̂ , p̂]ψ=(x̂ p̂−p̂x̂)ψ=
“
−i~ x

∂

∂x
+i~ ∂

∂x
x
”
ψ=−i~x

∂ψ

∂x
+i~ψ+i~x

∂ψ

∂x
= i~ψ

�
�

�
� (8)

I Cuantificare → atribuirea de valoari proprii discrete pt. fiecare soluţie proprie

I Ecuaţia cu valori proprii (co-
lapsare f.p): pt. energie (61)

˛̨̨̨
ÊψE = EψE sau i~∂ψE

∂t
= EψE (9)

I Soluţia ψE pt. valoarea proprie E =E0, este: ψE (t) = e−i E0t/~ (10)

I Intr-adevăr, dacă ı̂nlo-
cuim (10) ı̂n (9) avem

˛̨̨̨
ÊψE ≡ i~ ∂

∂t
e−i E0t/~ = i~

„
− i

~

«
E0 ψE = E0|{z}

val.pr

ψE|{z}
f.pr

=EψE

Deci, particula ı̂n starea ψE (10) are o energie cuantificată cu val. proprie E =E0.



Cuantificare impuls şi energie
I Cuantificare → atribuirea de valoari proprii discrete pt. fiecare soluţie proprie

I Ecuaţia cu valori proprii pt. impuls
(63) (corespondenţa f.p.-v.p.):

˛̨̨̨
p̂ ψp =p ψp sau −i~∂ψp

∂x
=p ψp (11)

I Soluţia ψp pt. valoarea proprie p =p0, este ψp(x) = e i p0x/~ (12)

I Intr-adevăr, dacă ı̂nlo-
cuim (12) ı̂n (11) avem

˛̨̨̨
p̂ ψp≡−i~ ∂

∂x
e i p0x/~ =−i~ i

~
p0 ψp = p0|{z}

val.pr

ψp|{z}
f.pr

=pψp

I Cuantificarea energiei (stări staţionare): Cuantificarea impulsului: p̂ =−i~ ∂

∂x

conduce la cuantificarea energiei Ĥ≡ T̂ =
p̂2

2m
=− ~2

2m

∂2

∂x2
, adică avem o nouă

I Ec. cu val. proprii pt. energie → Ec. Schrödinger independentă de timp (staţionară):

ĤψE =EnψE − ~2

2m

∂2ψE

∂x2
=EnψE sau

∂2ψE

∂x2
+k2

nψE =0 unde k2
n =

2m

~2
En (13)

I Soluţiile staţionare sunt de forma: ψE (x)=Ae ikx+Be−ikx =C cos kx +D sin kx (14)

I Exemplu - particula ı̂n cutie (vezi mai departe):(
condiţiile
la margine
pt. cutie

ψE (0)=0⇒ C =0
ψE (L)=0⇒ kL=nπ

ff
En=

p2
n

2m
=

~2k2
n

2m
=

~2

2m

“nπ

L

”2

=n2 ~2π2

2mL2
=n2E1



Aplicaţie - Particula ı̂n cutie
I Căutăm energiile (cuantifcate) ale unei particule ı̂ntr-o cutie de lungime L.

I Trecând la funcţii trigonometrice, cu ajutorul relaţiei e iα=cosα+i sinα

soluţia (14) se poate scrie


ψ(x)=C cos kx +D sin kx
C=A+B ; D= i(A−B)

I Folosind condiţiile la margine


ψ(0)=0⇒ C=0
ψ(L)=0⇒ kL=n π

ff
⇒ kn =

n π

L
=

2π

λ

I iar, funcţiile proprii vor fi: ψn(x)=D sin(knx)

I iar, valorile proprii de energie En pt. V =0,

se exprimă din relaţia En =
p2

n

2m
cu pn =~kn

adică En =
~2k2

n

2m
=

~2

2m

“nπ

L

”2

=⇒ En =n2 ~2π2

2mL2
=n2E1

I ψn(x) sunt funcţii proprii ortonormate. Intr-adevăr:

ψn · ψm =

Z L

0

h
sin(knx)·sin(kmx)

i
dx =

1

2

Z L

0

h
cos(kn−km)x−cos(kn +km)x

i
dx (15)

=
1

2

h
sin(kn−km)x−sin(kn+km)x

iL

0
=

1

2

h
sin
“(n−m)π

L
L
”
−sin

“(n+m)π

L
L
”i

=0



Cuantificare moment unghiular. Aplicaţie: atomul Bohr
I Cuantificarea momentului unghiular: Cuantificarea impulsului: p̂ =−i~ ∂

∂x

conduce la cuantificarea momentului unghiular L̂= r p̂ = r

„
−i~ ∂

∂x

«
. Atunci,

I Ecuaţia cu valori proprii pt.
moment unghiular este:

˛̨̨̨
L̂ψL = l ψL sau −i~r

∂ψL

∂x
= l ψL (16)

I Soluţia ψL pentru valoarea proprie l = l0 este: ψL(x) = e ip0x/~ (17)

I Intr-adevăr ı̂nlocuind
(17) ı̂n (16) avem

˛̨̨̨
L̂ψL≡−i~r

∂

∂x
e ip0x/~=−i~r

i

~
p0 ψL = rp0|{z}

val.pr

ψL|{z}
f.pr

= lψL

Deci, particula ı̂n starea ψL (17) are mom. ung. cuantificat cu val. prop. l = rp0

I Exemplu - Cuantificarea momentului unghiular ı̂n cazul atomului Bohr.

fiecare orbită circulară poate cuprinde un număr
ı̂ntreg de lungimi de undă (2πr =nλn)

I Atunci, valorile proprii permise (cuantificate) de moment unghiular vor fi:

l = rpn= r
h

λn
= r

h`
2πr

n

´ =n
h

2π
=n~ unde am folosit (4) pn =

h

λn
(de Broglie)



Ecuaţia Schrödinger independentă de timp - soluţii
I Dacă pornim de la expresia nerelativistă a Hamiltonianului, adică relaţia

ı̂ntre p şi E , şi facem ı̂nlocuirile cu operatori corespunzători (62), avem

p2

2m
+V (x)=E −→ p̂2

2m
ψ+V (x)ψ= Êψ − ~2

2m

∂2

∂x2
ψ+V (x)ψ= i~

∂ψ

∂t
(18)

obţinem Ec. Schrödinger dep. de timp pt. particula liberă, cu soluţia unda plană (61).

I Ec. Schrödinger (18) are o infinitate de soluţii particulare. Interes fizic
prezintă doar cele ce satisfac condiţiile la margine. Aceste soluţii formează
un set complet de funcţii proprii şi valori proprii reale.

I Să studiem ı̂ntâi stările staţionare de energie E =const, cu Hamiltonian-ul

H≡ p2

2m
+V =E −→

(
p̂2

2m
+V

)
ψ=Eψ −→ − ~2

2m

∂2

∂x2
ψ+Vψ=Eψ (19)

Ecuaţia (19) reprezintă Ec. Schrödinger independentă de timp (staţionară)
I Scriem ecuaţia

(19) sub forma

∣∣∣∣ d2ψ

dx2
+k2ψ = 0 unde k2 =

2m

~2
(E − V ) (20)

I Sol. generală a ecuaţiei (20)
se află cu ec. caracteristică

∣∣∣ ψ=Aerx ; dψ
dx = r ψ ; d2ψ

dx2 = r 2ψ

r 2 +k2 = 0 cu soluţiile r1,2 = ±i k (21)

I Atunci, ecuaţia diferenţială (20) are soluţia ψ(x)=A e i kx +B e−i kx (22)



Ecuaţia Schrödinger dependentă de timp - soluţii
I Trecem să rezolvăm

ecuaţia Schrödinger − ~2

2m

∂2ψ

∂x2
+V (x)ψ= i~

∂ψ

∂t
(18)

Căutăm soluţia sub formă factorizată: ψ(x , t) = ψ(x) T (t) (23)

I Inlocuind ı̂n ec.
Schrödinger (18)

(
− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+V (x)ψ(x)

)
T (t)= i~ψ(x)

dT (t)

dt
(24)

I Separând dependenţa
de x ı̂n stânga, iar cea
de t ı̂n dreapta, avem

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
+V (x)ψ(x)

ψ(x)
=

i~
dT (t)

dt
T (t)

=ct =E

I Pentru variabila x , regăsim ecuaţia Schrödinger independentă de timp (19):

− ~2

2m

d2ψ(x)

dx2
=(E−V )ψ(x)

cu sol. ge-
nerală (22)

ψ(x)=
∑

k

(
Ak e i kx+Bk e−i kx

)
(25)

unde k2 =2m(E−V )/~2

I Pentru variabila t, ecuaţia diferenţială ce dă dependenţa de timp este,

i~
dT (t)

dt
=E T (t) (26) cu soluţia

{
T (t)=e−i E t/~ =e−iωt (27)

unde ω=E/~
I Sol. generală (23) a

ec. Schrödinger este

ψ(x , t)=
∑

k

(
Ak e−i(ωt−kx) +Bk e−i(ωt+kx)︸ ︷︷ ︸

omisă ca sol.Sch.

)
(28)



Densitatea şi curentul de probabilitate

I Ec. Schödringer pt. particula liberă
ı̂nmulţintă la stânga cu −iψ∗

−iψ∗× i~
∂ψ

∂t
+

~2

2m

∂2ψ

∂x2
= 0

I Ec. Schödringer complex cojugată
ı̂nmulţintă la dreapta cu iψ

−i~
∂ψ∗

∂t
+

~2

2m

∂2ψ∗

∂x2
=0 × iψ

I Adunarea
rezultatelor

(
ψ∗
∂ψ

∂t
+
∂ψ∗

∂t
ψ

)
︸ ︷︷ ︸
∂

∂t
(ψ∗ψ) =

∂ρ

∂t

− i~
2m

(
ψ∗
∂2ψ

∂x2
− ∂

2ψ∗

∂x2
ψ

)
︸ ︷︷ ︸

∂j

∂x

=0

I
Densitatea şi
curentul de probabilitate


ρ=ψ∗ψ= |ψ|2

j =− i~
2m

(
ψ∗
∂ψ

∂x
− ∂ψ

∗

∂x
ψ

)
I Ecuaţia de continuitate

∂ρ

∂t
+
∂j

∂x
= 0



Măsurarea ı̂n mecanica cuantică
I Conform interpretării şcolii de la Copenhaga a mecanicii cuantice, sistemele

fizice nu au proprietăţi bine definite ı̂nainte de măsurare, iar mecanica cuantică
nu poate prezice decât probabilităţile de a obţine o valoare sau alta. Prin
măsurare, sistemul este afectat, reducând setul de valori probabile la una
singură, cea măsurată.

Dacă funcţia de undă (de probabilitate) evoluează
determinist (conform ecuaţiei Schrödinger), prin
măsurare este separată una din stările posibile
(ex. poziţia de incidenţă a electronului pe ecran
ı̂n experimentul cu doua fante): x̂ |xi 〉 = ai |xi 〉
Cu alte cuvinte, măsurarea a intervenit şi a modificat evoluţia deterministă a
sistemului descris Schrödinger. Se spune că măsurarea unei mărimi fizice conduce
la proiectarea (colapsarea) funcţiei de undă ψ pe spaţiul Hilbert definit de setul
complet de funcţii proprii comune mărimii fizice măsurate. In acest fel, valoarea
măsurată este una din valoarile proprii. La repetarea măsurării, se poate obţine
o altă valoare proprie, cu probabilitatea dată de funcţia proprie corespunzătoare.

De exemplu:

I Dacă se măsoară poziţia particulei, stările proprii posibile sunt |xi 〉, cu valorile proprii

ai : |ψ〉 =
X

ai |xi 〉, iar probabilitatea de a obţine poziţia xi este |ai |2.
I Dacă se măsoară o altă mărime fizică λ, setul de stări proprii posibile este |λi 〉,

iar |ψ〉 =
X

bi |λi 〉, de unde probabilitatea de a obţine starea |λi 〉 este |bi |2.



Măsurarea ı̂n mecanica cuantică

I Funcţia proprie ψp de impuls p̂ nu mai este şi
funcţie proprie de coordonată x̂ , nu mai are
o valoare proprie x0 determinată

˛̨̨̨
˛̨ x̂ψp = xψp

= x exp

»
i

~
p0 x

–
6=x0ψp (29)

I Mărimile (p, x) şi (E , t), sunt observabile complementare,
satisfac relaţia de nedeterminare Heisenberg:

˛̨̨̨
∆x∆p≥~/2 (30)

Aceasta ı̂nseamnă că cele două mărimi nu pot fi determinate simultan cu precizie.
Cu cât determinăm mai precis poziţia particulei, cu atât impulsul ei este mai puţin
precis, şi invers. La fel cu energia şi intervalul de timp.



Valori aşteptate şi relaţii de comutare
I Am văzut că ı̂n cazul poziţiei (29) şi impulsului (11) unei particule, aceste

mărimi nu au simultan valori proprii determinate, ı̂n una şi aceeaşi stare ψ.
I Si celelalte mărimi fizice (operatorii) nu au ı̂ntotdeauna o valoare determinată

Dacă un operator Â depinde de x , p şi t, valoarea medie (aşteptată) este:

〈A〉=
∫

Â(x , p, t) |ψ(x , t)|2dx=

∫
ψ∗(x , t) Â(x , p, t)ψ(x , t)dx≡〈ψ|Â|ψ〉 (31)

I Viteza de schimbare a valorii aşteptate (31) a unui operator Â e dată de:
d 〈̂A〉
dt

=
d

dt

Z
(ψ∗Âψ)dx =

Z 
∂ψ∗

∂t
Âψ+ψ∗

∂Â

∂t
ψ+ψ∗Â

∂ψ

∂t

!
dx =〈∂Â

∂t
〉+ 1

i~

Z
ψ∗(̂AĤ−ĤÂ)ψ dx

unde am folosit ecuaţia Schrödinger (18) i~ ∂ψ/∂t = Ĥψ şi cea complex conju-
gată −i~ ∂ψ∗/∂t =ψ∗Ĥ† precum şi proprietatea Ĥ†= Ĥ (Ĥ este hermitic).

I Relaţia de comutare a doi ope-

ratori Â şi B̂ se defineşte prin:

∣∣∣∣ [
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â (32)

Se spune că doi operatori comută dacă relaţia lor de comutare
[
Â, B̂

]
=0.

I Folosind (32), viteza de variaţie a
valorii aşteptate de mai sus, este:

∣∣∣∣ d〈Â〉
dt

= 〈∂Â

∂t
〉+

1

i~
〈
[
Â, Ĥ

]
〉 (33)

I Dacă operatorul Â nu depinde ex-
plicit de timp (∂Â/∂t = 0), avem:

∣∣∣∣ i~
d〈Â〉

dt
= 〈
[
Â, Ĥ

]
〉 (34)

I In plus, dacă Â comută cu Ĥ, Â e o constantă de mişcare (d〈Â〉/dt = 0).



Descrierea Schrödinger (skip this slide)
I In descrierea Schrödinger evoluţia stării ψ(t) a sistemului cuantic este

dată de ecuaţia Schrödinger (18)

i~
∂ψS

∂t
= ĤψS (35) cu soluţia ψS (t) = exp

[
− i

~
Ĥt

]
ψS (0) (36)

I Căutăm să exprimăm soluţia ψS (t) (36) cu un operator de evoluţie Û(t)
acţionând asupra funcţiei de stare ψS (0) de la momentul iniţial t = 0.

ψS (t) = Û(t)ψS (0) (37)

I Operatorul Û(t) satisface
condiţia de unitaritate,
pt. conservarea normării,

1=〈ψS (t)|ψS (t)〉=〈ψS (0)|Û∗(t) Û(t)|ψS (0)〉

adică Û∗(t) Û(t)= I sau Û∗(t)= Û−1(t)

I dar ψS (t) (37) satisface
ec. Schrödinger (35) i~

∂

∂t
Û(t)ψS (0) = Ĥ Û(t)ψS (0) (38)

de unde ec.
pentru Û(t)

i~
∂Û(t)

∂t
= Ĥ Û(t) (39) =⇒ Û(t) = exp

[
− i

~
Ĥ t

]
(40)

I Deci, comportarea funcţiilor de stare este (36) Comportarea operatorilor

ψS (t)= Û(t)ψS (0)=exp

[
− i

~
Ĥ t

]
ψS (0) (41) ÂS (t) = ÂS (0) = const.



Descrierea Schrödinger

I In descrierea Schrödinger evoluţia stării ψ(t) a sistemului cuantic este
dată de ecuaţia Schrödinger (18)

i~
∂ψS

∂t
= ĤψS (42) cu soluţia ψS (t) = exp

[
− i

~
Ĥt

]
︸ ︷︷ ︸

Û(t)

ψS (0) (43)

I Operatorul Û(t) satisface
condiţia de unitaritate,
pt. conservarea normării,

1=〈ψS (t)|ψS (t)〉=〈ψS (0)|Û∗(t) Û(t)|ψS (0)〉

adică Û∗(t) Û(t)= I sau Û∗(t)= Û−1(t)

I Comportarea funcţiilor de stare este (36) Comportarea operatorilor

ψS (t)= Û(t)ψS (0)=exp

[
− i

~
Ĥ t

]
ψS (0) (44) ÂS (t) = ÂS (0) = const.



Descrierea Heisenberg
I In descrierea Schrödinger, funcţiile de stare ψS (t) variază ı̂n timp, iar

operatorii (observabilele) sunt constante ÂS (t) = const.
I In descrierea Heisenberg, cu o transformare corespunzătoare, dependenţa

de timp se transferă observabilelor, aşa cum este ı̂n mecanică clasică.

I La t =0 funcţiile de stare şi opera-
torii coincid ı̂n cele două descrieri

∣∣∣{ψH (0) =ψH (t)=ψS (0)=const.

ÂH (0) = ÂS (0)= ÂS (t)=const.
(45)

I Deci, comportarea funcţiilor de stare ψH (t)=ψH (0)≡ψS (0)=const. (46)

I Relaţiile (36) şi (45), fac
legătura ı̂ntre ψH (t) şi ψS (t)
prin transf. unitară Û(t)

∣∣∣∣∣∣
ψS (t)=exp

[
− i

~
Ĥt

]
ψS (0)=Û(t)ψH (t) (47)

de unde
ψH (t)=exp

[
i

~
Ĥt

]
ψS (t)=const. (48)

I Ecuaţia Heisenberg, de evoluţie a operatorului

ÂH , este dată de relaţia (34) (pt.variaţia ı̂n timp
a valorii medii 〈Â〉) şi unde ı̂nlocuim ÂH =〈Â〉:

i~
dÂH

dt
=
[
ÂH , Ĥ

]
(49)

I Căutăm operatorii ÂH (t) astfel ca valorile medii (elementele de matrice) (31)
ı̂n descrierea Heisenberg şi Schrödinger să fie egale, folosind (45) şi (47):

〈ψH (t)|ÂH (t)|ψH (t)〉=〈ψS (t)|ÂS (t)|ψS (t)〉=〈ψH (t)|Û∗(t) ÂH (0) Û(t)|ψH (t)〉
de unde ÂH (t) = Û∗(t) ÂH (0) Û(t) (50)



Descrierea Heisenberg (continuare)
I Cu operatorul Û(t) din (47) observabila ÂH (t) (50) din descrierea Heisenberg

este,
ÂH (t) = exp

[
i

~
Ĥ t

]
ÂH (0) exp

[
− i

~
Ĥ t

]
(51)

I Valoarea medie ı̂n ambele descrieri 〈ψH (t)|ÂH (t)|ψH (t)〉= 〈ψS (t)|ÂS (t)|ψS (t)〉
o scriem cu ajutorul funcţiior de stare ψS (0) şi operatorilor ÂH (0) din (45), avem

〈ψS (0)|ÂH (t)|ψS (0)〉 = 〈ψS (t)|ÂH (0)|ψS (t)〉 (52)

Această valoare medie defineşte rezultatul măsurării mărimii A la momentul t.
I Dependenţa de timp se transferă de la funcţia de stare ψS (t) la operator ÂH (t).
I Avantajul descrierii Heisenberg, este legat de faptul că ı̂ntreaga fizică este

conţinută ı̂n operatori, a căror ecuaţii de mişcare (49) sunt asemănătoare
ecuaţiilor mecanicii clasice sub forma ecuaţiilor Hamilton:

q̇ =
∂H

∂p
; −ṗ =

∂H

∂q
(53)

I De exemplu, operatorul impuls uni-
particulă din descrierea Schrödinger,

∣∣∣∣ p̂ = −i~
∂

∂q
(54)

ı̂n descrierea Heisenberg, satisface ecuaţia de mişcare (49)
∂p̂

∂t
=

1

i~

[
p̂(t), Ĥ

]
= −

(
∂

∂q
Ĥ − Ĥ

∂

∂q

)
= −∂Ĥ

∂q
(55)

ecuaţie care coincide cu ecuaţie Hamilton (53) pentru ṗ.



Reprezentări ı̂n spaţiul de coordonate şi cel de impulsuri
I Suma stărilor ϕ(p)e ipx/~ de impuls dat, dă

starea ψ(x) din sp. de coord. Transformata
Fourier: suma stărilor ψ(x)e−ipx/~ de coord.
dată, dă starea ϕ(p) din sp. de impulsuri.

ψ(x) =
1√
2π~

Z
ϕ(p)e ipx/~dp

ϕ(p) =
1√
2π~

Z
ψ(x)e−ipx/~dx

(56)

I Deci, reprezentările ı̂n spaţiul de coordonate şi cel de impulsuri sunt legate prin
conjugare complexă. Adică, dacă facem simultan schimbările: ψ(x)↔ ϕ(p) ;
x ↔ p ; i ↔ −i , obţinem reprezentarea ı̂n spaţiul conjugat.

I Op. impuls p̂ =−i~ ∂
∂x

(57) din sp. de coord. şi op. coord. x̂ = i~ ∂
∂p

(58)

din sp. de impulsuri, sunt legaţi prin conjugare complexă şi x↔p. Verificare:

I Operatorul impuls p̂ ce acţionează asupra unei stări proprii ψp0 (x) ı̂n spaţiul de
coordonate, are ecuaţia cu valori proprii: p̂ψp0 (x)=p0ψp0 (x) unde
ψp0 (x)= 1√

2π~ e ip0x/~ (vezi (12)). Intr-adevăr, cu p̂ =−i~ ∂
∂x

, avem imediat,

p̂ψp0 =−i~ ∂
∂x

“
1√
2π~ e ip0x/~

”
=−i~ 1√

2π~ ì p0
~
´
e ip0x/~ =p0

1√
2π~ e ip0x/~≡p0ψp0

I Operatorul coordonată x̂ ce acţionează asupra unei stări proprii ϕx0 (p) ı̂n spaţiul
de impulsuri, are ecuaţia cu valori proprii: x̂ϕx0 (p)=x0ϕx0 (p) unde
ϕx0 (p)= 1√

2π~ e−ipx0/~ (ϕx0 este transf. Fourier a funcţiei δ(x−x0) vezi

31-Cuantificarea-canonica). Intr-adevăr, cu x̂ = i~ ∂
∂p

, avem imediat,

x̂ϕx0 = i~ ∂
∂p

“
1√
2π~ e−ipx0/~

”
=i~ 1√

2π~ −̀i x0
~ é−ipx0/~ =x0

1√
2π~ e−ipx0/~≡x0ϕx0



Operatorul impuls - operator hermitic

I
Un operator este hermitic dacă operatorul adjunct
(transpus şi complex conjugat) este egal cu cel original:

ff
ô†= ô

Aceasta implică
egalitatea pro-
dusului scalar:

)
〈ψj |ôψi 〉=〈ψj ô

†|ψi 〉 sau

Z
ψ∗j (ôψi )dx=

Z
(ψj ô)∗ψi dx=

Z
ô∗ψ∗j ψi dx

operator transpus ôT → acţionează la stânga

I Pentru p̂ =−i~ d

dx
de verificat:

∞Z
−∞

ψ∗j

“
−i~ d

dx

”
ψi dx =

∞Z
−∞

“
−i~ d

dx

”∗
ψ∗j ψi dx

I

∞Z
−∞

ψ∗j

“
−i~ d

dx

”
ψi dx =−i~

∞Z
−∞

ψ∗j dψi integrând prin părţi:

Z
u dv =uv−

Z
v du

=−i~
»
ψ∗j ψi

˛̨∞
−∞| {z }

=0

−
∞Z
−∞

ψi dψ∗j

–
=

∞Z
−∞

ψi

„
i~ d

dx

«
ψ∗j dx =

∞Z
−∞

„
−i~ d

dx

«∗
ψ∗j ψi dx Q.E.D.



Ecuaţiile Hamilton prin comutatori ı̂n mecanica cuantică
I In spaţiul de coordonate

evaluăm comutatorul

}
Cp =

[
p̂, Ĥ

]
cu p̂ =−i~

∂

∂x
(57)

I Cpψ=
[
p̂, Ĥ

]
ψ=

(
p̂Ĥ − Ĥp̂

)
ψ=−i~

∂

∂x

(
Ĥψ
)
− Ĥ(−i~)

∂

∂x
ψ

=−i~

(
∂Ĥ

∂x
ψ+Ĥ

∂ψ

∂x
−Ĥ

∂ψ

∂x

)
=−i~

∂Ĥ

∂x
ψ

�
��

�
��

I
Deci, ecuaţia Hamilton pe
spaţiul de coordonate este

}
1

i~

[
p̂, Ĥ

]
=−∂Ĥ

∂x
(59)

I In spaţiul de impulsuri
evaluăm comutatorul

}
Cx =

[
x̂ , Ĥ

]
cu x̂ = i~

∂

∂p
(58)

I Cxϕ=
[
x̂ , Ĥ

]
ϕ=

(
x̂ Ĥ−Ĥx̂

)
ϕ= i~

∂

∂p

(
Ĥϕ
)
−Ĥ(i~)

∂

∂p
ϕ

= i~

(
∂Ĥ

∂p
ϕ+Ĥ

∂ϕ

∂p
−Ĥ

∂ϕ

∂p

)
= i~

∂Ĥ

∂p
ϕ

�
��

�
��

I
Deci, ecuaţia Hamilton pe
spaţiul de impulsuri este

}
1

i~

[
x̂ , Ĥ

]
=
∂Ĥ

∂p
(60)



Partea V

Mecanica Cuantică Relativista



Ecuaţia Klein-Gordon pentru particula liberă relativistă
I Ecuaţia de

undă plană
ϕ(x ,t)= N e−i(ωt−kx) sau ϕ(x ,t)=N e−i (E t−p x)/~ (61)

I Cuantificarea implică
ı̂nlocuirea variabilelor
ı̂n ecuaţiile mecanice,
cu operatori.

E→ Ê = i~
∂

∂t
E 2→ Ê 2 =−~2 ∂

2

∂t2

p→ p̂ =−i~
∂

∂x
T→ T̂ =− ~2

2m

∂2

∂x2
=− ~2

2m
∇2

(62)

I Dacă pornim de la relaţia relativistă ı̂ntre p şi E şi facem ı̂nlocuirile (62),

E 2 =~p2c2 +m2c4 → Ê 2ϕ=
(
p̂2c2 +m2c4

)
ϕ

1

c2

∂2ϕ

∂t2
− ∂

2ϕ

∂x2
+

m2c2

~2
ϕ=0 (63)

am folosit
?(

i~
∂

∂t

)2

ϕ=

[(
−i~

∂

∂x

)2

c2 +m2c4

]
ϕ

obţinem Ec. Klein-Gordon pt. particula liberă, cu soluţia de undă plană (61).
I Dacă avem particule de masă m =0 (fotoni), folosim ω şi k ı̂n loc de

E =~ω şi p =~k. Atunci, relaţiile (63) devin

ω2 =k2c2 −→ ω̂2ϕ=
(

k̂2c2
)
ϕ 1

c2

∂2ϕ

∂t2
− ∂

2ϕ

∂x2
=0 (64)

I Ecuaţia (64) este ecuaţia diferenţială a undei plane, a cărei soluţie este
dată de prima relaţie (61).



Ecuaţia de continuitate
Ecuaţia Nerelativistă

(Schrödinger)
Ecuaţia Relativistă - Klein-Gordon

Relaţia
energie-
impuls

E =
p2

2m

3-dimensional

E 2

c2
= ~p2 + m2c2

4-dimensional

p2 = m2c2

Trecerea la operatori diferenţiali: E → i~
∂

∂t
; p → −i~

∂

∂x
≡−i~∇ pµ → i~

∂

∂xµ
≡ i~ ∂µ

Ec. de undă pt.
particula liberă

i~
∂ψ

∂t
+

~2

2m

∂2ψ

∂x2
= 0

1

c2

∂2ϕ

∂t2
−
∂2ϕ

∂x2
+

m2c2

~2
ϕ= 0

 
∂µ∂

µ+
m2c2

~2

!
ϕ = 0

Ec. complex
conjugată −i~

∂ψ∗

∂t
+

~2

2m

∂2ψ∗

∂x2
= 0

1

c2

∂2ϕ∗

∂t2
−
∂2ϕ∗

∂x2
+

m2c2

~2
ϕ
∗= 0

 
∂µ∂

µ+
m2c2

~2

!
ϕ∗ = 0

Inmulţirea la
stânga a ec.
de bază cu
−iψ∗ (−iϕ∗)
a ec. c.c. la
dreapta cu
iψ (iϕ) şi
adunarea lor

 
ψ
∗ ∂ψ

∂t
+
∂ψ∗

∂t
ψ

!
| {z }

∂
∂t

(ψ∗ψ)=
∂ρ
∂t

−

−
i~
2m

 
ψ
∗ ∂

2ψ

∂x2
−
∂2ψ∗

∂x2
ψ

!
| {z }

∂j/∂x

= 0

i

c2

 
ϕ
∗ ∂

2ϕ

∂t2
−
∂2ϕ∗

∂t2
ϕ

!
| {z }

i
c2
∂
∂t

„
ϕ∗ ∂ϕ

∂t
−∂ϕ

∗
∂t

ϕ

«
=
∂ρ
∂(ct)

−

−i

 
ϕ
∗ ∂

2ϕ

∂x2
−
∂2ϕ∗

∂x2
ϕ

!
| {z }
−i ∂
∂x

„
ϕ∗ ∂ϕ

∂x
− ∂ϕ

∗
∂x

ϕ

«
=+
∂j
∂x

= 0

8>>>>><>>>>>:

xµ≡(ct,~x); xµ≡(ct,−~x)

∂µ≡
 
∂

∂(ct)
,−

∂

∂xµ

!
;

∂µ≡
 
∂

∂(ct)
,
∂

∂xµ

!
∂

∂xµ

"
i

 
ϕ
∗ ∂ϕ

∂xµ
−
∂ϕ∗

∂xµ
ϕ

!#
| {z }

jµ

= 0

Densitatea
şi curentul
de probab.

8>><>>:
ρ=ψ∗ψ= |ψ|2

j =−
i~
2m

 
ψ
∗ ∂ψ

∂x
−
∂ψ∗

∂x
ψ

!
8>>>><>>>>:
ρ=

i

c

 
ϕ
∗ ∂ϕ

∂t
−
∂ϕ∗

∂t
ϕ

!

j =−i

 
ϕ
∗ ∂ϕ

∂x
−
∂ϕ∗

∂x
ϕ

! j0 ≡ cρ ; j1,2,3≡~j

jµ= i
`
ϕ
∗
∂
µ
ϕ−∂µϕ∗ ϕ

´
Ecuaţia de
continuitate

∂ρ

∂t
+
∂j

∂x
= 0

1

c

∂ρ

∂t
+
∂j

∂x
= 0 ∂µjµ = 0



Densitatea şi curentul de probabilitate pentru unda plană
Ecuaţia Nerelativistă

(Schrödinger)
Ecuaţia Relativistă - Klein-Gordon

Ecuaţia de
continuitate

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0

1

c

∂ρ

∂t
+ ~∇ ·~j = 0

cu notaţia: jµ =
“
cρ,~j

”
∂µjµ = 0

Densitatea şi
curentul de
probabilitate

8><>:
ρ = ψ∗ψ = |ψ|2 > 0

~j =−
i~
2m

“
ψ
∗ ~∇ψ−~∇ψ∗ ψ

”
8>><>>:

cρ = i

 
ψ
∗ ∂ψ

∂t
−
∂ψ∗

∂t
ψ

!
~j = −i

`
ψ∗∇ψ −∇ψ∗ ψ

´ jµ= i
`
ψ∗∂µψ − ∂µψ∗ ψ

´
Folosind soluţia de undă

plană a ecuaţiei de bază(
p · x = pµxµ = Et −~p ·~x
k · x = kµxµ = ωt −~k ·~x = E

~ t − ~p
~ ·~x

ψ = N e−i (E·t−~p·~x)/~

≡ N e−i (ω·t−~k·~x)

ψ∗ = N∗ e i (E·t−~p·~x)/~

≡ N∗ e i (ω·t−~k·~x)

ψ = N e−i p·x/~

≡ N e−i k·x

ψ∗ = N∗ e i p·x/~

≡ N∗ e i k·x

Densitatea şi
curentul de

probabilitate
pt.unda plană

8><>:
ρ = |N|2

~j =
~p

m
|N|2

8><>:
cρ= i (−2 i ω) |N|2 = 2ω |N|2

~j =−i
“

2 i ~k
”
|N|2 = 2~k|N|2

jµ = 2 pµ|N|2/~

I Norma |N| a stărilor K-G de undă plană ψ= N e−i(ω·t−~k·~x) se obţine prin integrarea densităţii de probabilitate ρ= const.,

pe un volum cutie L3:

Z
L3

cρ d3x = 1 sau 2ω |N|2L3 = 1 astfel |N|2 = 1/(2ω L3) (65)

I cρ = j0 − comp. time-like

~j − comp. space-like

)
4-vector jµ

care, din expresiile din
tabel, cu |N|2 (65),
sunt:

cρ =
1

L3
şi ~j =

~k

ωL3
(66)

I Normarea invariantă se obţine ı̂n cazul ı̂n care vom neglija factorul 1/(2ω) ı̂n (65), adică |N|2 = 1/L3 (67)

I densitatea cρ şi curentul de

probabilitate~j , invariante,

ff
care, din expresiile din
tabel, cu |N|2 (67), sunt: cρ =

2ω

L3
şi ~j =

2~k

L3
(68)

I Acum cρ şi~j sunt invariante. cρ este proportional cu ω. La transformarea Lorentz, elementul de volum suferă o contracţie

Lorentz d3x → d3x
p

1− β2; iar, pentru ca cρ d3x să rămână invariant, cρ se va transforma ca şi componenta time-like:

cρ→ cρ/
p

1− β2, iar

Z
L3

cρ d3~x = 2ω este constantă.



Soluţia generală a ecuaţiei Klein-Gordon
I Sol. gen. a ec. Klein Gordon (63) are mai multe componente, nu doar

soluţia (61) Ne−i(ωt−kx) a ecuaţiei undelor,

ϕ=
∑

k

1√
2ωk V

(
Ak e−i(ωk t−kx)︸ ︷︷ ︸

ϕ+

+B∗k e i(ωk t−kx)︸ ︷︷ ︸
ϕ−

+Ck e−i(ωk t+kx) +D∗k e i(ωk t+kx)︸ ︷︷ ︸
omise ca sol.K-G

)
(69)

I Folosind notaţiile 4-dim:
(sumare după indici muţi)

{
p ·x = pµxµ=Et−pi x

i

k ·x = kµxµ=ωt−ki x
i = E

~ t− pi

~ x i =(p · x)/~
I Sol. generală K-G (69)

ca superpoziţie dis-
cretă de unde plane:

ϕ(x)=
∑

k

1√
2ωk V

(
Ak e−i k·x︸ ︷︷ ︸

ϕk+

+B∗k e i k·x︸︷︷︸
ϕk−

)
(70)

I adică stări proprii
ortonormate:

ϕk+ =
e−i k·x
√

V
; ϕk−=

e i k·x
√

V
(71)

Am păstrat doar
√

V la numitor, pt. a obţine ortonormarea stărilor ϕk .

Intr-adevăr:

∫
ϕ∗k+ · ϕk′+dx =

1

V

∫
e i k·x e−i k′·x d3x =

1

V

∫
e i(k−k′)·x d3x =δkk′

I Sol. generală K-G (69)
ca superpoziţie con-
tinuă de unde plane:

ϕ(x)=

∫
d3~k√

2ωk (2π)3

(
a(~k)e−i k·x︸ ︷︷ ︸

ϕk+

+ b∗(~k)e i k·x︸ ︷︷ ︸
ϕk−

)
(72)



Soluţii Klein-Gordon de energie pozitivă şi negativă
I Sol. gen. (69) a ec. K-G are mai multe componente, la fel şi ec. undelor, adică:

ϕ=
X

k

1√
2ωk V

„
Ak e−i(ωk t−kx)| {z }

ϕ+

+B∗k e i(ωk t−kx)| {z }
ϕ−

+Ck e−i(ωk t+kx) +D∗k e i(ωk t+kx)| {z }
omise ca sol.K-G

«

componente de undă
ecuaţii diferenţiale

Ae−i(ωt−kx) Be i(ωt−kx) Ce−i(ωt+kx) De i(ωt+kx)

Ec. Klein-Gordon

1

c2

∂2ϕ

∂t2
−
∂2ϕ

∂x2
+

m2c2

~2
ϕ= 0

DA
(E>0;~p>0)
particule ; mişcare
sens pozitiv ı̂n sp.

DA
(E<0;~p<0)
antipartic ; mişcare
sens negativ ı̂n sp.

DA
(E>0;~p<0)
particule ; mişcare
sens negativ ı̂n sp.

DA
(E<0;~p>0)
antipartic ; mişcare
sens pozitiv ı̂n sp.

Ec. propagare unde

1

c2

∂2ϕ

∂t2
−
∂2ϕ

∂x2
= 0

DA DA DA DA

I Sol. K-G de ener-
gie pozitivă este:

ϕ+=
X

k

Ak e−i(ωk t−kx)

√
2ωk V

Sol. K-G de ener-
gie negativă este:

ϕ−=
X

k

B∗k e i(ωk t−kx)

√
2ωk V

I Ec. cu val. pr.
de E > 0:

Êϕ+ =E+ϕ+ i~∂ϕ+

∂t
= i~(−iωk )

Ak e−i(ωk t−kx)

√
2ωk V

= ~ωk|{z}
E+

ϕ+ ⇒ E+=~ωk >0

I Ec. cu val. pr.
de E < 0:

Êϕ−=E−ϕ− i~∂ϕ−
∂t

= i~(iωk )
B∗k e i(ωk t−kx)

√
2ωk V

=−~ωk| {z }
E−

ϕ−⇒E−=−~ωk <0



Probabilitatea şi Curentul stărilor K-G de energie pozitivă

I Starea generală Klein-Gordon de energie pozitivă este: ϕ+=
X

k

Ak e−i(ωk t−kx)

√
2ωk V

I Probabilitatea: P+ =

Z
L3

cρ+d3x . Curentul: J+ =

Z
L3

j+d3x . Să le evaluăm:

cρ+= i

„
ϕ∗+

∂ϕ+

∂t
− ∂ϕ

∗
+

∂t
ϕ+

«
=

8>>>><>>>>:
i
X

k

A∗k e i(ωk t−kx)

√
2ωk V

X
k′

(−iωk′)
Ak′e

−i(ωk′ t−k′x)

√
2ωk′V

−

− i
X

k′

(iωk′)
A∗k′e i(ωk′ t−k′x)

√
2ωk′V

X
k

Ak e−i(ωk t−kx)

√
2ωk V

j+=−i

„
ϕ∗+

∂ϕ+

∂x
− ∂ϕ

∗
+

∂x
ϕ+

«
=

8>>>><>>>>:
− i
X

k

A∗k e i(ωk t−kx)

√
2ωk V

X
k′

(ik ′)
Ak′e

−i(ωk′ t−k′x)

√
2ωk′V

−

− i
X

k′

(−ik ′)
A∗k′e i(ωk′ t−k′x)

√
2ωk′V

X
k

Ak e−i(ωk t−kx)

√
2ωk V

La integrarea

Z
cρ+d3x sau

Z
j+d3x , produsele de stări cu k 6=k ′ sunt zero (ortonormare).

I P+=

Z
cρ+d3x =

Z "X
k

ωk

2ωk

|Ak |2

V
+
X

k

ωk

2ωk

|Ak |2

V

#
d3x =

X
k

»
|Ak |2

2V
+
|Ak |2

2V

–
V=
X

k

|Ak |2=1

I J+=

Z
j+d3x =

Z "X
k

k

2ωk

|Ak |2

V
+
X

k

k

2ωk

|Ak |2

V

#
d3x =

X
k

»
k

ωk

|Ak |2

V

–
V=
X

k

k

ωk
|Ak |2>0



Probabilitatea şi Curentul stărilor K-G de energie negativă

I Starea generală Klein-Gordon de energie negativă este: ϕ−=
X

k

B∗k e i(ωk t−kx)

√
2ωk V

I Probabilitatea: P−=

Z
L3

cρ−d3x . Curentul: J−=

Z
L3

j−d3x . Să le evaluăm:

cρ−= i

„
ϕ∗−

∂ϕ−
∂t
− ∂ϕ

∗
−

∂t
ϕ−

«
=

8>>>><>>>>:
i
X

k

Bk e−i(ωk t−kx)

√
2ωk V

X
k′

(iωk′)B∗k′e i(ωk′ t−k′x)

√
2ωk′V

−

− i
X

k′

(−iωk′)Bk′e
−i(ωk′ t−k′x)

√
2ωk′V

X
k

B∗k e i(ωk t−kx)

√
2ωk V

j−=−i

„
ϕ∗−

∂ϕ−
∂x
− ∂ϕ

∗
−

∂x
ϕ−

«
=

8>>>><>>>>:
− i
X

k

Bk e−i(ωk t−kx)

√
2ωk V

X
k′

(−ik ′)
B∗k′e i(ωk′ t−k′x)

√
2ωk′V

−

− i
X

k′

(ik ′)
Bk′e

−i(ωk′ t−k′x)

√
2ωk′V

X
k

B∗k e i(ωk t−kx)

√
2ωk V

La integrarea

Z
cρ−d3x sau

Z
j−d3x , produsele de stări cu k 6=k ′ sunt zero (ortonormare).

P−=

Z
cρ−d3x =

Z"X
k

−ωk

2ωk

|Bk |2

V
−
X

k

ωk

2ωk

|Bk |2

V

#
d3x =

X
k

»
−|Bk |2

2V
− |Bk |2

2V

–
V=−

X
k

|Bk |2=−1

J−=

Z
j−d3x =

Z "X
k

−k

2ωk

|Bk |2

V
−
X

k

k

2ωk

|Bk |2

V

#
d3x =

X
k

»
−k

ωk

|Bk |2

V

–
V=−

X
k

k

ωk
|Bk |2 < 0



Ecuaţii cuantice relativiste
I In cazul nerelativist folosind expresia energiei: E =

~p2

2m
+U şi apoi cuantificarea ei prin

trecerea (62) la operatori diferenţiali: E → Ê = i~ ∂
∂t

; ~p → ~̂p =−i~~∇≡−i~ ∂

∂x

(̂ın cazul unidimensional) =⇒ Ecuaţia Schrödinger: i~∂ψ
∂t

=

„
− ~2

2m

∂2

∂x2
+U

«
ψ

care pentru particula liberă U =0 are soluţia: ψ(x , t)=ψ(x)e−i Et

I Ec. Schrödinger este o ec. diferenţială de ordin I in ∂/∂t ı̂nsă de ordin II ı̂n ∂2/∂x2.
Trecerea la cazul relativist implică o tratare echivalentă a spaţiului şi timpului.

I In cazul relativist folosind expresia energiei: p ·p≡pµpµ=
E 2

c2
−|~p|2 =m2c2 şi apoi

trecerea (62) la operatori diferenţiali, conduce la ecuaţia Klein-Gordon (63):"
1

c2

„
i~ ∂
∂t

«2

−
„
−i~ ∂

∂x

«2

−m2c2

#
ψ=0

˛̨̨̨
˛ : ~2 sau

1

c2

∂2ψ

∂t2
− ∂

2ψ

∂x2
+

m2c2

~2
ψ=0 (63)

care pentru particula liberă are soluţia de undă plană: ψ(x , t)=e−i(Et−px)

I In această abordare, ec. K-G are o problemă cu densitatea negativă de probabilitate,
pt. soluţiile de energie negativă E =−

p
p2c2 +m2c4. Rezolvarea → Ecuaţia Dirac.

In Teoria Cuantică a Câmpurilor ψ nu mai descrie o probabilitate, ci un câmp de
particule de spin 0, cu sarcini pozitive şi negative.

I In loc de o singură ecuaţie K-G de ordin doi ı̂n t şi x , Dirac a căutat să o ı̂nlocuiască
cu două ecuaţii de ordin ı̂ntâi ı̂n t şi ı̂n x , ce pot fi privite ca ”radical” din ecuaţia K-G.



Ecuaţia Dirac pentru particula liberă
I Ecuaţia de undă relativistă K-G (63) este:

„
∂2

∂x2
+
∂2

∂y 2
+

∂

∂z2
− 1

c2

∂2

∂t2

«
ψ=

m2c2

~2
ψ

I Căutăm ec. Dirac, ec. echivalentă K-G, dar de ordin I ı̂n ∂/∂t şi ∂/∂x , ca o ec. radical
din ec.K-G. Pt. aceasta, exprimăm operatorul de ordin II K-G, ca pătratul unui operator

de ordin I: A∂x +B∂y +C∂z +
i

c
D∂t , cu coef. ce trebuie determinaţi ulterior. Adică,

∂2
x +∂2

y +∂2
z −

1

c2
∂2

t =

„
A∂x +B∂y +C∂z +

i

c
D∂t

«„
A∂x +B∂y +C∂z +

i

c
D∂t

«
=

= A2∂2
x| {z }+AB∂x∂y +AC∂x∂z +

i

c
AD∂x∂t +BA∂y∂x +B2∂2

y| {z }+BC∂y∂z +
i

c
BD∂y∂t+

+CA∂z∂x +CB∂z∂y +C 2∂2
z| {z }+i

c
CD∂z∂t +

i

c

„
DA∂t∂x +DB∂t∂y +DC∂t∂Z +

i

c
D2∂2

t| {z }
«

I Pt. ca termenii mixti de tip ∂i∂j =∂j∂i să se anuleze, trebuie ca ı̂ntre coef. să avem:

AB +BA=0 ; AC +CA=0 ; AD +DA=0
BC +CB =0 ; BD +DB =0 ; CD +DC =0

iar cei la pătrat
A2 =B2 =C 2 =D2 =1

(73)

Din dezvoltarea de mai sus rămâne: ∂2
x +∂2

y +∂2
z −

1

c2
∂2

t −→ operatorul K-G.

I Atunci, cu operatorul diferenţial de ordin I de mai sus, putem scrie ec. Dirac sub forma:„
A∂x +B∂y +C∂z +

i

c
D∂t

«
ψ=

mc

~
ψ (74)

care prin ridicare la pătrat, ţinând cont de relaţiile (73), se regăseşte ecuaţia K-G (63).



Matricile gamma - Reprezentarea Dirac-Pauli
I Coeficienţii A,B,C ,D, pentru ca să satisfacă relaţiile de anticomutare şi normare (73),

trebuie să fie nişte matrici, şi pot fi scrise sub forma:

A= iγ1 ; B = iγ2 ; C = iγ3 ; D =γ0 la D am scos deja ı̂n (74) i ı̂n faţă (75)

Atunci, relaţiile (73) devin, pentru matricile γµ(µ = 0, 1, 2, 3):

γµγν+γνγµ=0 pt. µ 6= ν (µ, ν=0, 1, 2, 3) ;
“
γ0
”2

=1 ;
“
γ i
”2

=−1 (i =1, 2, 3) (76)

I Soluţia cea mai simplă pentru matricile γµ, care satisfac relaţiile de anticomutare (76)
sunt matrici unitare 4× 4. Una din reprezentările posibile ale matricilor γ este:

γ0 =

„
I 0
0 −I

«
; γ i =

„
0 σi

−σi 0

«
(77)

unde I e matricea identitate 2×2, 0 matricea nulă 2×2, iar σi matricile de spin Pauli:

σ1 =

„
0 1
1 0

«
; σ2 =

„
0 −i
i 0

«
; σ3 =

„
1 0
0 −1

«
(78)

I Scrise ca matrici 4×4, matricile γµ ı̂n reprezentarea Dirac-Pauli, sunt:

γ0=

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

1CCA ; γ1=

0BB@
0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

1CCA ; γ2=

0BB@
0 0 0−i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

1CCA ; γ3=

0BB@
0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0

0 1 0 0

1CCA (79)

I De notat că γµ nu este un 4-vector. Componentele γµ rămân constante la o
transformare Lorentz.



Reprezentări chirale (Weyl) matrici gamma
I O altă reprezentare posibilă a matricilor γµ este reprezentarea chirală (Weyl):

γ0 =

„
0 I
I 0

«
; γ i =

„
0 −σi

σi 0

«
(80)

γ0=

0BB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

1CCA ; γ1=

0BB@
0 0 0 −1
0 0 −1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

1CCA ; γ2=

0BB@
0 0 0 i
0 0 −i 0
0 −i 0 0
i 0 0 0

1CCA ; γ3=

0BB@
0 0 −1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0−1 0 0

1CCA (81)

I O altă reprezentare chirală (Weyl) a matricilor γµ este:

γ0 =

„
0 I
I 0

«
; γ i =

„
0 σi

−σi 0

«
(82)

γ0=

0BB@
0 0 1 0
0 0 0 1
1 0 0 0
0 1 0 0

1CCA ; γ1=

0BB@
0 0 0 1
0 0 1 0
0 −1 0 0
−1 0 0 0

1CCA ; γ2=

0BB@
0 0 0 −i
0 0 i 0
0 i 0 0
−i 0 0 0

1CCA ; γ3=

0BB@
0 0 1 0
0 0 0 −1
−1 0 0 0
0 1 0 0

1CCA (83)

I Pentru cele două reprezentări chirale de mai sus, avem:

γ5= iγ0γ1γ2γ3 =

0BB@
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

1CCA respectiv γ5= iγ0γ1γ2γ3 =

0BB@
−1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

1CCA (84)



Ecuaţia Dirac pentru particula liberă (de verif.)
I Ec. Dirac (74) acum se poate scrie

„
iγx∂x +iγy∂y +iγz∂z +

i

c
γ0∂t

«
ψ=

mc

~
ψ sau„

i

c
γ0∂t + i~γ · ~∇−mc

~

«
ψ=0 sau

“
iγµ∂µ −

mc

~

”
ψ=0 (85)

I Explicitând ı̂n (85) expresiile (79) ale matricilor γµ, ca suma ponderată conform (85), a
trei matrici 4× 4 (constanta mc/~ scrisă ca o matrice diagonală), obţinem expresia
matriceală a ecuaţiei Dirac:0BBBBBBBBB@

i

c
∂t−

mc

~
0 i∂z i∂x +∂y

0
i

c
∂t−

mc

~
i∂x−∂y −i∂z

−i∂z −i∂x−∂y − i

c
∂t−

mc

~
0

−i∂x +∂y i∂z 0 − i

c
∂t−

mc

~

1CCCCCCCCCA

0BBBBBBB@

ψ1

ψ2

ψ3

ψ4

1CCCCCCCA
=

0BBBBBBB@

0

0

0

0

1CCCCCCCA
(86)

I In QFT ec. Dirac descrie comportarea fermionilor de
spin 1/2. Pt. un fermion liber, func. de undă este pro-
dusul unei unde plane (61) şi a unui spinor Dirac u(pµ)

9=;ψ(xµ)=u(pµ) e−i (pµxµ)/~ (87)

I Inlocuind soluţia (87) ı̂n ecuaţia Dirac (85) avem: (γµpµ−mc) u(p)=0 (88)

I Pentru o particulă ı̂n repaus,
~p =0, cu γ0 din (77), avem

„
γ0 E

c
−mc

«
u =0 sau

„
E I 0
0 −E I

«
u =

„
mc2 0
0 mc2

«
u (89)



Soluţii ecuaţia Dirac - particula liberă ı̂n repaus
I Explicitând (89) obţinem ecuaţiile cu valori proprii spinoriale:0BBBBB@

E 0 0 0

0 E 0 0

0 0 −E 0

0 0 0 −E

1CCCCCA

0BBBBB@
u1

u2

u3

u4

1CCCCCA=

0BBBBB@
mc2 0 0 0

0 mc2 0 0

0 0 mc2 0

0 0 0 mc2

1CCCCCA

0BBBBB@
u1

u2

u3

u4

1CCCCCA (90)

sau8>><>>:
E1u1 = mc2u1

E2u2 = mc2u2

E3u3 = −mc2u3

E4u4 = −mc2u4

unde u1 =

0BB@
1
0
0
0

1CCA u2 =

0BB@
0
1
0
0

1CCA u3 =

0BB@
0
0
1
0

1CCA u4 =

0BB@
0
0
0
1

1CCA (91)

I Iar funcţiile proprii (87) ale fermionilor liberi ı̂n repaus, vor fi: ψµ=uµe−i Eµt/~,

ψ1 =u1e−i mc2t/~ ψ2 =u2e−i mc2t/~ ψ3 =u3e+i mc2t/~ ψ4 =u4e+i mc2t/~ (92)

I Deci, spinorii (91) sunt matrici coloană 1× 4, adică avem patru stări posibile. Deşi
ne-am fi aşteptat să avem doar două stări de spin 1/2. Cele patru soluţii (92) descriu
două stări de spin (↑ şi ↓) cu E =mc2 şi două stări de spin (↑ şi ↓) cu E =−mc2.



Ecuaţia Dirac pentru particula liberă (metoda II)
I In lucrarea originlă, Dirac a căutat o ecuaţia relativistă de ordin ı̂ntâi pornind, la fel ca

ı̂n cazul Schrödinger sau K-G, de la expresia energiei, ı̂nsă sub forma unei dependenţe
lineare de ~p şi m (nu pătratică E 2 =

`
p2c2 +m2c4

´
ca ı̂n cazul K-G), apoi se face

trecerea obişnuită la operatori (62) şi ı̂n final se caută coeficientii ~α şi β, adică,

E =
“

c ~α·~p + βmc2
”
−→ Êψ=

“
c ~α·~̂p + βmc2

”
ψ (93)

I Cei patru coeficienţi αi (i =1, 2, 3 şi β se determină prin cerinţa ca particula liberă să
satisfacă relaţia relativistă energie-impuls obişnuită:

E 2 =
“
~p2c2 + m2c4

”
−→ Ê 2ψ=

“
~̂p2c2 + m2c4

”
ψ (94)

I Ec. (93) şi (94) sunt echivalente. Ridicând la pătrat (93) şi egalând cu (94), avem:

Ê 2

c2
=
“
αi p̂i +βmc

”“
αj p̂j +βmc

”
=(αi )2|{z}

= 1

p̂2
i +(αiαj+αjαi )| {z }

= 0

p̂i p̂j +(αiβ+βαi )| {z }
= 0

p̂i mc +β2|{z}
=1

m2c2

unde am sumat după indicii care se repetă, cu condiţia i > j ı̂n membrul drept.

Comparând cu
(94), observăm


• α1, α2, α3, β aceşti operatori anticomută ı̂ntre ei,
• (α1)2 = (α2)2 = (α3)2 = β2 = 1

(95)

I Putem găsi o reprezentare
matricială 4×4, dacă alegem

ff
αi =

„
0 σi

σi 0

«
, β =

„
I 0
0 −I

«
(96)

unde elementele sunt matrici 2×2, care ı̂n reprezentarea Dirac-Pauli sunt:

0=

„
0 0
0 0

«
, I =

„
1 0
0 1

«
, iar σx =

„
0 1
1 0

«
, σy =

„
0 −i
i 0

«
, σz =

„
1 0
0 −1

«
(97)



Ecuaţia Dirac pentru particula liberă (continuare)

I Legăturile ı̂ntre matricile A,B,C ,D şi αi , β, ı̂n reprezentarea Dirac-Pauli sunt:

A = iβα1, B = iβα2, C = iβα3, D = β

sau exprimate cu matricile γ i :

A = iγ1, B = iγ2, C = iγ3, D = γ0

unde,

γ0 =β=

„
I2 0
0 −I2

«
γ1 =βα1 =

„
0 σx

−σx 0

«

γ2 =βα2 =

„
0 σy

−σy 0

«
γ3 =βγ3 =

„
0 σz

−σz 0

«

cu matricile Pauli: σx =

„
0 1
1 0

«
, σy =

„
0 −i
i 0

«
, σz =

„
1 0
0 −1

«
I In notaţiile ∂0 =

1

c
∂t , γµ=(γ0, γ1, γ2, γ3)

Ec. Dirac se poate scrie:

i~ γ0 ∂ψ

∂ct
+i~ γk ∂ψ

∂xk
−mcψ=0 sau i~ γµ∂µψ −mcψ=0 (98)



Ecuaţia Relativistă - Dirac

Relaţia
energie-
impuls

E

c
=α· p + βmc

In reprezentarea Dirac-Pauli In reprezentarea Weyl

α=

„
0 σ
σ 0

«
, β=

„
I 0
0 −I

«
; α=

„
σ 0
0 −σ

«
, β=

„
0 I
I 0

«
Trecerea la operatori diferenţiali: E → i~

∂

∂t
; p→ −i~∇

=⇒ i~
∂ψ

∂ct
+ i~α ·∇ψ = β mc ψ ı̂nmulţim la stânga cu β şi notăm: γ0 = β, γk = βαk

Ecuaţia Dirac

3-dimensional

i~γ0 ∂ψ

∂ct
+ i~γk ∂ψ

∂xk
− mc ψ = 0

4-dimensional`
i~γµ∂µ − mc

´
ψ = 0

Ecuaţia Dirac
conjugată
hermitic

−i~
∂ψ†

∂ct
γ

0−i~
∂ψ†

∂xk

“
−γk

”
−mc ψ†= 0

ψ† - conj.hermitic (transp.& c.c.) - linie

pt.a reface forma covariantă, ı̂nlăturăm minusul

de la γk . De aceea, deoarece γ0γk = −γkγ0,
ı̂nmulţim ecuaţia la dreapta cu γ0.

notăm: ψ̄ ≡ ψ†γ0 (spinor adjunct) - linie

Ecuaţia Dirac
adjunctă

i~
∂ψ̄

∂ct
γ

0 + i~
∂ψ̄

∂xk
γ

k + mc ψ̄ = 0 i~∂µψ̄ γµ + mc ψ̄ = 0

Inmulţim ec.
de bază cu
ψ̄ la stânga,

apoi ecuaţia
adjunctă cu
ψ la dreapta

şi le adunăm

i~ψ̄γ0 ∂ψ

∂ct
+ i~ψ̄γk ∂ψ

∂xk
− mc ψ̄ψ +

i~
∂ψ̄

∂ct
γ

0
ψ + i~

∂ψ̄

∂xk
γ

k
ψ + mc ψ̄ψ = 0

∂

∂ct

“
ψ̄γ

0
ψ
”

+
∂

∂xk

“
ψ̄γ

k
ψ
”

= 0

ψ̄γµ∂µψ +
`
∂µψ̄

´
γµψ =

= ∂µ
`
ψ̄γ

µ
ψ
´| {z }

jµ

= 0

Ecuaţia de continuitate ∂µjµ = 0

Densitatea şi
curentul de
probabilitate

8>>><>>>:
ρ ≡ j0 = ψ̄γ0ψ=ψ†ψ=

3X
i=0

|ψi |
2
>0

~j ≡ jk = ψ̄γkψ=ψ†γ0γkψ

jµ = ψ̄γµψ

dacă jµ e 4-curentul de ELECTRONI, se
ı̂nmulţeşte cu sarcina −e: jµ=−e ψ̄γµψ


