Capitol 12

Campuri Clasice de Particule Cuantice

Trecerea de la Mecanica Cuantici la Campuri Clasice

Teoria Clasicd a Campurilor face trecerea de la functia de unda (de probabilitate) 1) din
Mecanica Cuanticd la functia de cimp (de particule) ), ce se propagd sub forma de unde.

Functia de undid v (x) din Mecanica Cuantici specificd probabilitatea de a gisi particula in
acel punct (x), printre altele densitatea (de probabilitate) si curentul (de probabilitate).

Functia de cimp @(x*) specificd starea respectivului cAmp, care, in urma cuantificdrii, per-
mite printre altele determinarea densitétii (de particule) si a curentului (de particule).

Trecerea de la Mecanica Clasica la Campuri Clasice

In Teoria Campurilor coordonatele spatiale si timpul nu se mai folosesc ca variabile ce descriu
migcarea *(t). Acuma ele sunt variabile independente, cum inainte era timpul ¢, adica ele
specificd coordonata cAmpului in spatiu-timp.

Din punct de vedere matematic, trecerea de la descrierea miscarii «(¢) din mecanica particulei ,

la descrierea "miscérii” unui cdmp @ (x*), se face prin inlocuirile x — @ sit — x# .

Deci, variabila independentd ¢ din mecanica particulei este inlocuita prin 4-coordonata x* a
campului. 4-coordonata x*, ca variabild independentd de camp, este echivalentd cu timpul ¢
din mecanicd ca variabila independentd functie de care avem descrisd migcarea.

Singurele marimi care variaza acum sunt valorile de camp la trecerea de la un punct la altul
sau de la un moment de timp la altul. Acum avem dependenta valorilor de cAmp " (z#) de
coordonata 4-dim x* = (t,¥).

Pentru a obtine “ecuatiile de miscare” (Euler-Lagrange sau Hamilton) pentru cAmpuri, inlocuim
in formalismul matematic (vezi Tabel de la pag.170) coordonatele generalizate q* din
Mecanica Clasicd (legate de gradele de libertate), prin componentele elementare de camp
@" (x, t) (gradele de libertate) dupd care acum se face dezvoltarea oricdrui cAmp.

La fel ca in Mecanica Cuanticd unde aveam spatiul Hilbert al stirilor proprii, dupd care se dez-
volti orice alti stare cuantici (vezi (5.75) pag. 61). Aici facem inlocuirile: ¢g* — " (xz,t), si
0p"(x,t)

vitezele ¢ prin derivate ¢* — 8,07 (x, t) =
q'p q e (z51) Fry

169



170

CAPITOL 12. CAMPURI CLASICE DE PARTICULE CUANTICE

Tabel 12.1: De la Mecanica Clasicd la Campuri Cuantice - transformare variabile independente

Mairime fizica

Mecanica clasica

Campuri clasice

 9ps

Coordonate : .
generalizate q ¢"(Z,1) (12.1)
Viteze . dq* 8"
generalizate q'= dt " = 9t (12.2)
1 O = (12.3)
Lagrangian L(q% q%) - :
’ = [d% L(¢",0.9")
oL oL
Imp}llsul pi=—— = (12.4)
conjugat aq* 0(Oue™)
t2 . .
Actiunea S,cu | S= / dt L(q% ¢*) S= [d% L(4",dup™) (12.5)
.. t1
variatiadS =0
ddec.demiscarey, 9L d (O oLc oLc
,_<,>:0 =9, [———]=0  (126)
Euler-Lagrange | 0q* dt\0g* ™ 9(Oup™)
Hamiltonian H(qi, Dpi) = piG*—L H(p" ) =nhop"—L  (12.7)
oH
Ecuatii de mis- ¢ aq’ dp” (12.8)
care Hamilton . OH » OH '
§t = 81190 = W




12.1. OSCILATII SI UNDE MECANICE LONGITUDINALE

12.1 Oscilatii si unde mecanice longitudinale

12.1.1 Sistem cuplat de un oscilator longitudinal

Sa considerdm o particuld de masd m legatd elastic prin doud resorturi de constanta elastica
k si lungime lg 1n stare netensionatd, fixate la margini (vezi Fig.12.7). In starea de echilibru,
lungimea fiecaruia din cele doud resorturi este @ > lg. Daci se scoate particula din aceasta
stare si se plaseazd in pozitia initiald (0), dupa care se elibereazd, aceasta incepe si oscileze
sub actiunea fortelor elastice.

I X AX Ax: Iy
| -
— AN\ AAN—

Y

> X

0 a * 2a
Figura 12.1: Un sistem oscilator de masd m cu un singur grad de libertate. Resorturile au
constanta elastica k, lungimea libera (netensionatd) lg, lungimea 1n stare de echilibru a. Pozitia
curentd x realizead alungirile celor doud resorturi Az’ respectiv Azx”’.

In cele ce urmeaza cautam sa scriem ecuatia diferentiald de oscilatie si sd aflim apoi solutia
x(t) ce descrie aceastd oscilatie in timp. Vom face abordarea Lagrange a problemei, deoarece
poate fi usor apoi generalizatd la sisteme cu mai multe grade de libertate, inclusiv la campuri.

Pentru a scrie ecuatia de migcare Euler-Lagrange avem nevoie de lagrangian-ul acestui sistem

Az’ Az’
—— 2 — 2
Ly i k(z—1lo) k(2a—a—1) o
=T-V=—- 5 + 5 (12.9)
Ecuatia Euler-Lagrange (4.4) este OL_d (0oL 0 (4.4)
uatia Euler- ) : () = )
s oz dt \ 9
oL
Folosind expresia lagran- | -—— = —k(a: — lo) —I—k(Za —xT — lo) =2k (a — @)
. . . ox
gianului (12.9), derivatele
cerute in (4.4) sunt: 871-’ —mai
oz

Atunci, ecuatia diferentiala de mi§care’

a oscilatorului unidimensional va fi: ’ mi=—2k(z—a) ‘ (12.10)

Ecuatia (12.10) de oscilatie a masei m supusd actiunii a doud resorturi este identica cu
ecuatia Newton (4.1) sub forma m& = F/— F"’, unde (vezi Figura 12.7):

F'= kAT =—k(z—1ly), iar F’'=—kAZ' =—k(2a—xz—lg),  adici
mi=F —F"=—k(x — lo)+k(2a — x — lg) = —2k(z — a), identici cu (12.10).

La echilibru & = 0, atunci din (12.10) pozitia de echilibru este ¢ = a.
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172 CAPITOL 12. CAMPURI CLASICE DE PARTICULE CUANTICE

Descrierea prin mod de oscilatie de o particula

e Pentru a putea faca mai tirziu generalizarea studiului oscilatiei pentru mai multe corpuri
legate elastic, vom relua problema oscialtiei unei singure mase 1, legata prin doud resorturi
de constanta elasticd k si lungime [y In stare netensionatd, fixate la margini, vezi Fig.12.7,
cu ajutorul noii variabile X (¢) ca abaterea fatd de pozitia de echilibru a:

X(t) = z(t) —a (12.11)

e Tinem cont cd alungirea la echilibru a fiecirui resort este (a — lg). I-ul resort este alungint
suplimentar cu @ — lg, iar al II-lea este alungint cu mai putin de @ —ly. Atunci lagrangian-ul
sistemului, exprimat prin nou variabild X este,

Az’ Az
——— 2 —— 2
e k(X+(a—l0)) k:(X—(a—lo)>
L=T-V = — (12.12)
2 2 2
. OL d /0L
e Ecuatia Euler-Lagrange (4.4) este: ———|—=—=]=0 (4.4)
0X dt \oXx
e Folosind expresia lagrangianului (12.12), derivatele cerute in (4.4) sunt:
oL k(X—l—( ! )) k:(X (a—1 )) 2kX OL _ %
oz ° 0 X
e Atunci, ecuatia Euler-Lagrange de mis- "
. ter-Lagrang ' —2kX =mX (12.13)
care a oscilatorului unidimensional va fi:
e Ciutim solutia ecuatiei (12.13), sub forma: X (t) = A cos wt+ B sin wt (12.14)
Derivata solutiei este: X(t) = —wAsinwt + wBcoswt  (12.15)
X (0) = x° = A=X°
e Folosind conditiile initiale )
X0)=0 — B=0
° Solug.ia ecua;i'ei d.e .mi§ca.re (12.13) X(t) = X° cos wt (12.16)
a oscilatorului unidimensional este:
iar derivatele X si X sunt: X(t)=—Xwsinwt ; X(t)=—X%w?coswt

2
mw
Inlocuind in ecuatia de misgcare (12.13) avem: 2X%= u2X0 unde ;1,2 = % (12.17)

e Adicd avem val(;area propric? u.2 si frecyenga €Ol 29 jar |w?= % (12.18)
respunzitoare w* pentru oscilatia armonica (4.6), m
X(t)=x(t)—a X(t)=x(t)—a
x* x?

0 Na x(t) 0 I 3!3 x(t)
¥ =

(a) Amplitudinea X de mod propriu de (b) Coordonata X (t) = x(t) —a
oscilatie. (12.16) de mod propriu de oscilatie.

Figura 12.2: Miscarea longitudinala oscilatorie a unei mase legatd de doua resorturi, este de-
scrisd de un singur mod de oscilatie, exprimat prin frecventa (12.18) w =+/2k/m
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12.1.2 Sistem cuplat de doi oscilatori longitudinali

e Si considerdm acum doud particule de masa m legate prin trei resorturi de constantd elasticd
k si lungime lg 1n stare netensionatd, fixate la margini (vezi Fig.12.8). In starea de echilibru,
lungimea fiecdruia din resorturi este @ > lg. Daca se scot particulele din aceasta stare si
se plaseaza in pozitia inifiala w‘l’ respectiv acg, dupi care se elibereazd, sistemul incepe sa
oscileze sub actiunea fortelor elastice.

I, X Ax"l_ i, JAX‘_’J’_ 1 _iAX’”
P T
W
| |
\ | =X
/] a & Zaxz 3a

Figura 12.3: Un sistem oscilator longitudinal de doud mase m cu doua grade de libertate.
Resorturile au constanta elasticd k, lungimea libera (netensionatd) lg, lungimea in stare de
echilibru a. Pozifia curentd x realizeazi alungirile celor trei resorturi Ax’, Azx" si Az’

e In cele ce urmeaza cautam sa scriem sistemul de ecuatii diferentiale de oscilatie si sa aflim
apoi solutiile x1 (¢) si z2(t) ce descriu oscilatiile acestor particule in timp. Vom face abor-
darea Lagrange a problemei, la fel ca in cazul anterior.

e Pentru ecuatiile de miscare Euler-Lagrange avem nevoie de lagrangian-ul acestui sistem

Az’ Az’ Az’
m¢2 mj?z k(ml—lo)z k($2—$1—l0)2 kz<3a—m2—l0)2
L=T-V= 21+ 22—[ 5 + > + 5 ] (12.19)

oL d (0L
e Ecuatiile Euler-Lagrange (4.4) sunt: - — <> =0 (t=1,2) (4.4)
Ox; dt \9z;
e Folosind expresia lagrangi- ¢ 9,
anului (12.19) si derivatele Dz =—k(z1 — lo) +k(z2 — x1 — lo)) = —2kz1+kx2
cerute 1n (4.4), obtinem 6L1
ecuatia de migcare pentru — =mai, — ’—Zkzcl + kxo = m;'i:l‘ (12.20)
x1 (e cuplatd cu x2): o
. . e _ T3
La echilibru #; =0 — =g (12.21)

e Folosind expresia lagrangi- ¢ 9,
anului (12.19) si derivatele | 5-—= —k(x2—x1—1lo)+k(8a—x2—1o) =3ka+kx; —2kx
cerute in (4.4), obtinem BLZ

ecuatia de migcare pentru —— = misy — ’3kza + kx, — 2kxy = ms'c'z‘ (12.22)
xo (e cuplatd cu x1): 02

3a + x5

2 (12.23)

La echilibru iz =0 —— ch =
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e Ecuatiile de miscare (12.20) si (12.22) —k (221 — x2) = miy (122
sunt de tip Newton (m& = —kx): —k (—z1 + 2T2 — 3a) = m#a '

e Membrul drept al acestor ecuatii sunt ov

) ) Fy=— =—k (221 —x2)

forte elastice. Pentru a determina poten- oz, (12.25)
tialul din care deriva aceste forte 1l intro- oV )
ducem 1n ecuatiile de miscare (12.24) F>= _87;02 =—k (—w1+2w2—3a)

e Prin integrare (pand la o constantd . 9 9
arbitrari de integrare), obtinem: V= k(ml Tr - T1Ty 3a$2) (12.26)

e Ecuatiile (12.24) formeazd un sistem de ecuatii diferentiale cuplate. Adicd ecuatia pentru
o1 contine x2 si similar, ecuatia pentru o2 contine 1. Solutia evidentiaza acest cuplaj
prin termenul —kx;x2 din V, ceea ce corespunde cuplajului fizic Intre cele doua mase m.

In prezenta cuplajului, solutiile ecuatiilor (12.24) nu mai sunt asa simple. Totusi, pentru
anumite combinatii, solutiile se obtin usor, prin decuplarea ecuatiilor diferentiale respective.

3 e
e Din expresiile (12.21) si| [ ¢ = satay — at=a (12.27)
(12.23) exprimdm coordo- 4 . o
natele la echilibru z$, x$ z8= 3a x5 6atx — 25 = 2a (12.28)
2 4 4
Descrierea prin mod de oscilatie de doua particule
° Int'roducer.n ‘ca noi vari- X1(t) = @1 (t) — x$
abile, deviatia fatda de co- . (12.29)
ordonatele la echilibru: X2(t) = z2(t) — =5

e Folosind (12.29) precum si (12.20) si (12.27) pentru Xl sau (12.22) si (12.28) pentru X2,

ecuatiile de migcare (12.24) pentru noile variabile devin:
1 T2

—2k (X1 4 a) +k (X2 + 2a) = —k (2X; — X3) = mX;

x1 x2 (12.30)
3ka + k (X1 + a) —2k (X2 + 2(1) = —k (—Xl + 2X2) = sz
e Cautim solutiile X7 (t) si X2(t), ca abaterile fatd de pozitia de echilibru, sub forma
X;(t) = Acoswt + Bsinwt cu X;(t) = —w Asinwt + wB cos wt
. (12.31)
X2(t) =Ccoswt+ Dsinwt cu X2(t) = —w Csinwt + wD coswt
e Pentru determinarea con- X1(0) = X9 cu X1(0)=0
stantelor ~de  integrare (12.32)
folosim conditiile initiale: X-(0) = X9 cu X5(0) =0
e Inlocuind conditiile initiale w0
in solutiile generale (12.31), A= Xi(l) B = X1(t) = X7 coswi (12.33)
obtinem constantele si solutiile C = Xg D=0 Xa(t) = Xg cos wt .

corespunzitoare (decuplate):
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Inlocuind solutiile (12.33) in ecuatiile initiale (12.30) pentru X4 si X2, obtinem:

—k (2X) - X9)=—muw?X? . 2 —1)\/Xx? 2 X9

—k (X9 + 2X9) = —mw? X -1 2 )\ X7 X3

9 mw?
unde am notat p“ = %
0
Adicd, am obtinut un sistem de ecuatii 2—p® —1 X1 —0 (12.34)
cu valori proprii p?, pus sub alti forma: 1 22 Xg )
Acest sistem de ecuatii omo- 2—M2 -1
o 2\2
gen, are solutii diferite de zero ) =0 sau (2 - ) —1=0
dacd determinantul este zero: -1 2—p
De aici avem valorile proprii (modu- p? = mwi —1
rile de oscilatie) simultan pentru ambe- 2 . 7k (12.35)
le variabile X1 () si X2(¢) decuplate| < — # = +1 adicd 5 MWl 3
(12.33) ale celor doi oscilatori cuplati: K2 = k
Pentru aflarea vectorilor proprii (am- 2 -1\ (X ? -1 X ? — X0 _ x0
. .« . 0 0 . 0 - 0 1 — 2

plitudinile X7, X3 din (12.33))] \-1 2 /\X, X5
din ecuatia matriceald cu valori pro- (12.36)

prii (12.34), Inlocuim valorile proprii
p? = mw? /k, obtinem:

Amplitudinile (12.78) celor doud moduri
proprii de oscilatie cu frecventele (12.76).

mod lng :X?
mod 2: X9=—X9 wy~+/3=1.732

w1~1

(b)
Coordonatele X1 (t) si Xa(t) (12.29) ce
descriu migcarea (12.33) a celor doud mod-
uri proprii de oscilatie, cu frecventele date

de (12.76) w1 =\/k/m, wa=4/3k/m,

(Dupa M.S.Suzuki si I.S.Suzuki ”Lecture Note on Oscillations and Waves”)
https://www.researchgate.net/profile/Masatsugu_Suzuki

Figura 12.4: Cele doud moduri normale de oscilatie longitudinald de doud mase legate elastic.
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12.1.3 Sistem cuplat de trei oscilatori longitudinali

Sé considerdm acum trei particule de masd m legate prin patru resorturi de constanta elastica
k si lungime lg 1n stare netensionata, fixate la margini (vezi Fig.12.5). In starea de echilibru,
lungimea fiecdruia din resorturi este @ > lp. Daca se scot particulele din aceasti stare si se
plaseazd in pozitia initiald zc(l), ccg respectiv wg, dupa care se elibereaza, sistemul incepe sa
oscileze sub actiunea fortelor elastice. Vom face abordarea Lagrange a problemei.

e 1

) Iy =|J AX L Iy _JAX‘;’L I, %AXQ 1, - ')_(
k | k T k X k
m) m) m)
H 1
0 a 1 2a 2 3a 3 da

Figura 12.5: Un sistem oscilator longitudinal de trei mase m cu trei grade de libertate. Resor-
turile au constanta elasticd k, lungimea liberd (netensionatd) lg, lungimea in stare de echilibru
a. Pozitiile curente x; realizeazi alungirile celor patru resorturi Ax’, Ax’”, Az’ si Azx"".

e Pentru ecuatiile de miscare Euler-Lagrange avem nevoie de lagrangian-ul de tip (4.12) al
sistemului:
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L:T—V:mdﬁ—l—mig mdzg_
2 2
A:I:/ A:E// AQ‘:/“ A:‘BHH
—_— 2 —_—— 2 —_——— 2 ——— 2 (12.37)
k(ml—l()) k:(:cg—lg—azl) k($3—l0—$2) k<4a—l0—:1:3)
a 2 2 + 2 * 2
. oL d (0L .
e Ecuatiile Euler-Lagrange (4.4) sunt: - — — ] =0 (t=1,2,3) (4.4)
8337; dt 61:1
e Folosind expresia lagrangi- ¢ g,
anului (12.37) si derivatele | 5= —k(z1 — lo) +k(z2 — x1 — lo)) = —2k@1 + ka2
cerute 1n (4.4), obtinem 8Ll
ecuatia de miscare pentru — —md — —k(2:1:1 —a:2) =mi, (12.38)
x1 (e cuplatd cu x2): ( 011
La echilibru & =0 — zf=z5/2 (12.39)
e Folosind expresia lagrangi- ¢ g,
anului (12.37) si derivatele Oz =—k(z2—x1—1lo) +k(zz—x2—1lo) =kx1—2kz2+ kT3
cerute 1n (4.4), obtinem 8Lz
ecuatia de miscare pentru = — —k(—sc1—|-2a:2—a:3 = mis (12.40)
2 (e cuplatd cu x1): Otz
La echilibru &3 =0 = xz§= (z+x5)/2 (12.41)
e Folosind expresia lagrangi- ¢ g7,
anului (12.37) si derivatele | 5——= —k(zs—xz2—lo) +k(4da—x3—1lo) =4ka+kxs —2kxs
cerute n (4.4), obtinem 8;
ecuatia de miscare pentru — —mis — —k(—a:2—|—2:c3—4a) =mis| (12.42)
x3 (e cuplatd cu x2): Ot3
La echilibru &3 =0 = =5 = (4a+ z3) /2 (12.43)
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—k (2:131 — :132) = mdil
e Ecuatiile de miscare (12.38)

(12.40) si (12.42) sunt de tip —k (—x1 4 223 — x3) = mi (12.44)
Newton (m& = —kx): —k (—x2 + 223 — 4a) = mdi3
e Din expresiile (12.39), x] = xz5/2 = z{=a (12.45)
(12.41) si (12.43) obtinem e o e e
coordonatele la echilibru T2= (ml + :c3) /2 = T;=2a (12.46)
x€, <, x<: e e e
1> L2 L3 x5 = (4a + :1:2) /2 —_— Ty = 3a (12.47)

Descrierea prin mod de oscilatie de trei particule

e Introducem ca noi vari- X1 (t) =T (t) B wi
abile, deviatia fatd de Xa(t) = x2(t) — x5 (12.48)
ozitia de echilibru:
pozit X3(t) = @3(t) — a5

e Folosind (12.48) precum si ecuatiile (12.38) si (12.45) pentru X 1, (12.40) si (12.46) pentru X 2,
(12.42) si (12.47) pentru X3, ecuatiile de migcare pentru noile variabile devin:
1 T2

— ——— v
—2k (Xl +a) +k (X2—|—2a) =—k (2X1—X2) = le

—— - - -- (12.49)
k (X1 —|—CI,) —2k (X2+2a) —|—k (X3—|—3a) =—k (—X1+2X2—X3) = sz
T2 3

k(X2+42a) —2k (X3+3a) +4ka = —k (—X2+2X3) = mX3

e Cautam solutiile X1 (t), X2(t) si X3(t), ca abateri fata de pozitia de echilibru, sub forma
X;(t) = Acoswt + Bsinwt cu X;(t) = —w Asinwt + wB cos wt

X3(t) = Ccoswt + Dsinwt cu Xa(t) = —w Csinwt + wD cos wt (12.50)

X3(t) = Ecoswt + Fsinwt cu Xs3(t) = —w Esinwt + wF cos wt

) : .
e Pentru determinarea con- X1(0) = X3 cu X1(0) =0

stantelor ~ de integrare X2(0)=X9 cu X2(0)=0 (12.51)
folosim conditiile initiale: 0 .
X3(0) = X3 cu X3(0)=0
e Inlocuind conditiile initiale A=X? B=0 X1(t) = X? coswt
in solutiile generale (12.50), 0 X 0
obtinem constantele si solutiile C=X; D=0 2(t) 2 COS® ( )
corespunzitoare (decuplate): E=X) F=0 X3(t) = X coswt
e Inlocuind solutiile (12.52) in ecuatiile initiale (12.49) pentru X7, X9 si X3, obtinem:
_ 0_ vO0)__ 210 .
kE(2X)—X9)=—mw?X} 2 -1 0) /x0 X0
—k(—X?+2X9—-X2)=—mw?X? sau -1 2 -1 || X2 |=p?| X2
—k (- X0+2X0) = —mw2X? 0 -1 2/)\X3 X3

unde am notat u? = mw?/k
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2—u? -1 0 X7
Adica, am ob;i.r.lutzun sistem dci ecua{ii 12— -1 x0 |=0 (12.53)
cu valori proprii pt“, pus sub altd forma:
0 -1 2—p? X9

Acest sistem de ecuatii omogen, are solutii diferite de zero dacd determinantul este zero:

2—p? —1 0

2
-1 2—p? -1 |=0 sau {(2—;3) —2] (2—p?) =0
0 -1 2—p?

De aici avem valo- s ., (2—V2)k
rile proprii (modurile , PI=2-V2 o wi="
de oscilatie) simul- 2 —pf==%2 ) , 2k
tan pentru Xj(t), adicd pa=2 W= (12.54)
Xz(t) si X3(t) de- “2:2

2 2)k
cuplate (12.52) ale pi=24v2 - wi= ﬂ
celor trei oscilatori: ‘ m
Pentru aflarea vectorilor proprii (ampli- o0 0
tudinile X9, X2 si X9 din (12.52)), 2-10 X3 X3
inlocuim valorile proprii (12.54) in -1 2 -1 || X2 |[=p?| X2 (12.55)
ecuatia (12.53), care pentru fiecare val- 0 —1 2 X§ X§

oare p? =mw? /k, devine:

Ecuatia matriciald (12.55) ne di legatura intre amplitudinile celor trei mase oscilante:

mod I: p2=mwi/k=2-v2 — X9%=X2, XJ=+2Xx¢

pi =mwi/k =2 — X?=-X9, X%=0 (12.56)
mod3: p2 =mwi/k=2+v2 — X{=XJ, XJ=-2X?
Xi(t)
X0 37 06

06

04l

1:4142
02l 02

ool 1.8478 / “H & / X(t)

—04f —04

_o6f —06

() (b)

Amplitudinile (12.56) celor trei moduri Coordonatele (12.48) ce descriu miscarea
proprii de oscilatie cu frecventele (12.54): (12.52) a celor trei moduri proprii de
W1~ V2—V2=0.765; wy ~ V2 = oscilatie, cu frecventele (12.54)

1

414 ;w3 ~\/2+v/2=1.848

(Dupd M.S.Suzuki si I.S.Suzuki “Lecture Note on Oscillations and Waves”)
https://www.researchgate.net/profile/Masatsugu_Suzuki

Figura 12.6: Cele trei moduri normale de oscilatie longitudinald de trei mase legate elastic.
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Tabel 12.2: Oscilatii longitudinale cuplate - REZUMAT

Marime fizica

1 particuld legatd

2 - particule legate

3 - particule legate

e . mi=—2kAx .o mx, = —2kxq1 + kxo
Ecuatii miscare mix, =—2kx1+kxs .
Newton (Az=x—z°) mio =kx1—2kxs+3ka miy = kzy — 2kzy + kg
€ =a 2= 2 misg = kxy — 2kxg + 4ka
X{=x1—x¢
Variabile Xi=z1—x% 1= w}z
decuplate X=z—=z* Xo=xo—x¢ Xo=o2— T
p 272702 X3 =wx3—x§
s mX1=—2kX1+kX
Ecuatii miscare . mXy=—-2kX1+kX2 Lt Lk
mX =—-2kX szszl—sz2+kX3

Lagrange

mXo=kX;—2kX>

mX'3 :k?Xz—sz3

Solutii mod
de oscilatie

X (t) = X%cos wt

X1(t)=X? coswt
X2 (t) = X9 coswt

X1(t)=X9 coswt
X2 (t)= X3 coswt

(decuplate) X35(t) =X coswt
Ecuatia cu o 1\ /x0 %0 2-1 0)/x? X0
lori . — ) h
valori 1:;05;11 2X0 = ;2X0 = 2 1 2 —1| x¢ —u? X9
pi=—— 1 2/\Xx29 X9 0 0
k 0 -1 2/\Xj3 X5
2—vV2)k
2 PRSPPI L PP, Sl L
— m
Valori proprii | H =2 m 2
) 2k o k H§:2 — Wy =—
(frecventa w;) —_— W= N% =1 — wi=— m 3
m (2+V2)k
pi=2+v2 — w§:7m
Vectori proprii X9 = X9 X3 =X?, X3= \/in?
(amplitu- X0 ! Xg = —X?, Xg =0
dini X9) X3 =-X7
i 2 ! X9=Xx9 X9=-v2Xx9
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12.2  Oscilatii si unde mecanice transversale

12.2.1 Sistem cuplat de un oscilator transversal

e Sd considerdm o masd m legatd pe un elastic fixat la margini (vezi Fig.12.7), care se poate
migsca doar pe directie transversald.

a i a

(a) (b)

Figura 12.7: Un sistem oscilator cu un grad de libertate. (a) masa m este in repaus in starea
initiald, legatd pe un elastic tensionat F'; (b) starea acestuia la un moment ¢ Tn miscare oscila-
torie transversald de deplasare y fatd de pozitia de echilibru.

o Initial masa este in repaus, aflatd sub tensiunea (forta) F' din elastic (Fig.12.7 (a))
Apoi se elibereazd sistemul, care incepe sd oscileze (Fig.12.7 (b)).

Fie y(t) deplasarea transversald fatd de pozitia de echilibru (coordonata) la un moment dat,
a cdrei variatie Tn timp va trebui sd o descriem.

Ecuatia de miscare (tratarea Newton)

e Cdutdm ecuatia de miscare a masei m folosind intai descrierea Newton (F' = myg)).

e Asupra masei m (vezi Figura 12.7), avand abaterea
la momentul ¢ fatd de pozitia de echilibru y(t), se F. = 2F sin « (12.57)
exercitd o fortd de revenire Fj. la starea de echilibru
din partea celor doud tensiuni F' laterale:

Nota: In cele ce urmeazd notim y(t) = y

Y

e Pentru deplasiri ¢y mici sin a = tga, avem: sina = —(———= = (12.58)
JaZ 1o

SHES

e Forta de revenire la echilibru F' (12.57), folosind
(12.58), si notdnd kT = F'/a (echivalentul con- F, = —2ky (12.59)
stantei elastice pentru migcarea transversald), este:

e Ecuatia de miscare Newton, de tip m& = F, este

= : ; , mij = —2kry| (12.60)
aici o ecuatie de oscilator armonic:
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Determinarea energiei potentiale V'

Metoda I

ov
Fo=——=—"2kpy (12.61)
dy

e Determindm potentialul din care deriva forta (12.59)
prin introducere Tn ecuatia de miscare (12.60), apoi

prin integrare (pand la o constantd arbitrard),

obtinem: V = kry? (12.62)

Metoda II
e Energia potentiala acumulati in coarda elastica poate fi calculati si ca lucrul mecanic pentru

alungirile > A£ ale celor doui segmente de coarda.
2

t=Va?fy?~a+ ;LG (12.63)

unde am folosit dezvoltarea binomiald (a 4+ b)” = a™ + na™ b + ...
(aici n = 1/2) si neglijarea termenilor de ordin superior):

e Intdi, pentru deplasdri y mici (y < a),
lungimea acestor segmente este (Fig.12.7):

e Atunci alungirea A¢, fata de lungimea
initiald a a fiecdrui segment, este:

A= (12.64)

e Se presupune ca tensiunea F' din coardd, pentru orice alungire A ¥, este constantd. Atunci,
energia potentiald acumulatd Tn coarda elastica este egald cu lucrul mecanic total pentru
alungirile A¥ ale segmentelor de coarda:

2

V = 2FAL = 2F L — kpo?
2a

unde am notat: E (12.65)
a

. kr =
(nu e const. elastica) T

relatie identicd cu (12.62)

Ecuatia de miscare Euler-Lagrange

e Pentru aflarea ecuatiei de miscare Euler-Lagrange

R YL N 2
avem nevoie de lagrangian-ul acestui sistem: L=T-V= 2 Yy kry® (12.66)

o Ecuatia Euler-Lagrange (4.4) este: oL _ d (8L> =0 (4.4)
oy dt \ 9y
oL
e Folosind expresia lagrangi- aiy =—2kry
anului (12.66) si derivatele oL
cerute in (44), obtinem |~ =mgy = [mj = —2kry] (12.67)

ecuatia de migcare pentru y: Y
identicd cu cea obtinuta in tratarea Newton (12.60).

181
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12.2.2 Sistem cuplat de doi oscilatori transversali (tratare Newton)

e Si consideram un sistem de doud mase m legate pe un elastic fixat la margini (vezi Fig.12.8),
care se pot misca doar pe directie transversald.

a

(@ (b)

Figura 12.8: Un sistem oscilator cu doud grade de libertate. (a) cele doud mase 1 sunt In
repaus, legate pe un elastic tensionat F'; (b) starea lor la un moment ¢ in miscare oscilatorie
transversald de deplasiri y; respectiv ys.

e Putem privi acest sistem cu doud grade de libertate ca un solid ce contine doar doi atomi ce
pot vibra 1n structura solidului. Atomii, fiecare de masa m, sunt legati elastic, atat Intre ei cat
si de margini.

Initial atomii sunt in repaus, aflati sub tensiunea (forta) F' din elastic (Fig.12.8 (a))
Apoi se da un impuls sistemului de doi atomi, care Tncep si oscileze (Fig.12.8 (b)).

Fie yr(t), (r = 1, 2) deplasarile lor transversale (coordonatele) la un moment dat, a cdror
variatie In timp va trebui sd o descriem.

e Cdutdm ecuatiile de miscare ale celor doud mase m folosind descrierea Newton (F' =ma).

e Asupra primului atom (vezi Figura 12.8 (b)),
avand deplasarea yi(t), se exerciti o fortd de F, = Fsina— Fsin8 (12.68)
revenire in starea de echilibru:

Nota: In cele ce urmeazd notdm y;(t) = y;

. Y1 Y1
sina = —— =~ —
e Pentru deplasiri y; si y2 Va2 +y? a
e . 12.69
mici sin =~ tg, avem: ind Ya — 1 vy ( )
Va2 + (y2 — y1)? a
e Fortele de revenire la echilibru
Fy (12.68) si similar F», folosind Fy = —kr (2y1 — y2)
(12.69), si notand kr = F/a (12.70)
(echivalent  constanta  elastica F; = —kr (2y2 — y1)
transversala), sunt:
e Ecuatiile de miscare Newton, de tip —kr (2y1 — y2) = mii
mi = —kx (B.1) Anexa B, (a se . (12.71)
compara cu (12.30) sunt : —kr (2y2 — y1) = my2
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ov
e Pentru a determina potentialul din F=- @ =—kr (2y1—Yy2)
care deriva fortele (12.70) le egalam ! (12.72)
.. . Vv
cu ecuatiile de migcare (12.71) F=— =—kr (2y2—y1)
O0y2
e Prin integrare (pand la o constanti . 5 5
arbitrari de integrare), obtinem: V =kr <y1 Ty Y y2> (12.73)

e Ecuatiile (12.71) formeaza un sistem de ecuatii diferentiale cuplate. Adicd ecuatia pentru
y1 contine yo si similar, ecuatia pentru ys contine y;. Solutia evidentiazd acest cuplaj prin
termenul —k7y1y2 din V, ceea ce corespunde cuplajului fizic intre cele doud mase m.

In absenta acestui cuplaj ecuatiile de miscare (12.71) mij; = —2k7y; descriu doud oscilatii
armonice independente, fiecare cu frecventa w = +/2kr/m.

In prezenta cuplajului, solutiile ecuatiilor (12.71) nu mai sunt asa simple. Totusi, pentru unele
combinatii particulare, solutiile se obtin usor, prin decuplarea ecuatiilor diferentiale respective.

@) (b)
Figura 12.9: Miscarea unui sistem oscilator cu doud grade de libertate, pentru cele doud moduri
normale de oscilatie: (a) yg = yg — mod de oscilatie cu frecventa wy = \/kr/m si

) y9=—y9 — mod de oscilatie cu frecventa wy = \/3kr/m.

Ecuatiile de doi oscilatori cuplati (metoda matriciala)

e Dacd  cdutdm solutiile 0 it
ecuatiei de migcare (12.71) ni(t) =yie (12.74)
sub formd de oscilatii y2(t) = yge_i“’t

armonice (4.13):

o Inlocuind solutiile (12.74) in ecuatiile initiale (12.71) pentru y; si y2, obtinem:

—k (29} — y3) = —mw?y? 2 —1\(y9 e
sau =u
—k (—y(l) —+ 2yg) = —mwzyg -1 2 'yS yS

o mw?
unde am notat p“ = &
- . . .. 2 0
e Adicd, am obtinut un sistem de ecuatii 2—p” —1 Y1 —0 1275
cu valori proprii 2, pus sub alti formi: 1 22 " - (12.75)
2
e Acest sistem de ecuatii omo-| [2—p? —1
c e 2)2
gen, are solutii diferite de zero .| = 0 sau (2—p*)"—1=0
dacd determinantul este zero: -1 2—p
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2

e De aici avem valorile proprii (modu- pt = mer 4
rile de oscilatie) simultan pentru ambe- 9 . kr (12.76)
le variabile y1(t) si y2(t) decuplate 2—p"=+1 adicd 2 _ mws 5
(12.75) ale celor doi oscilatori cuplati: H2 kr o
3 wi = kr/m
e De unde, frecventele corespunzitoare (12.77)
celor doui valori proprii pu? sunt w% = 3kr/m
. .. 0 0
e Pentru aflarea vectorilor proprii (am- 2 -1\ (yy Y1 0 0
itudinile 49, yQ di i =1 = Y1 = Y2
plitudinile ¥, y5 din (12.74)) din -1 2 )\y? Y9
ecuatia matriceald cu valori pro- (12.78)
prii (12.75), inlocuim valorile proprii 2 —1)/(y? y? 0 o
2 __ 2 . . =3 — = —
i = mw; /k, obtinem: 1 2 /{9 Y9 Y1 Y2
y? = yg (12.79)

y? = —y9 (12.80)

Ambele mase au pozitii inifiale opuse ; oscileaza in antifazi cu frecventa wa (vezi Fig.12.9b).

12.2.3 Sistem cuplat de trei oscilatori transversali

e Fie o coarda elasticd Intinsa de lungime 44, sub tensiune F’, fixata la capete. De-a lungul
acesteia sunt atagate la distante egale a, trei particule de mase egale m, vezi Figura 12.10.
Dacid se scot particulele din aceastd stare si se plaseaza in pozitia initiald y? , yg respectiv yg ,
dupa care se elibereazd, sistemul incepe sd oscileze sub actiunea fortelor elastice.

Figura 12.10: Un sistem oscilator transversal de trei mase m cu trei grade de libertate. Resor-
turile au constanta elasticid k, lungimea liberd (netensionatd) lg, lungimea in stare de echilibru
£. Pozitiile curente y; realizeaza alungirile celor patru resorturi Aly, Afa, Al si Aby.

o In cele ce urmeazd ciutdm sd scriem sistemul de ecuatii diferentiale de oscilatie si s aflam
apoi solutiile y1(¢), y2(t) si y3(t) ce descriu oscilatiile acestor mase in timp. Vom face
abordarea Lagrange a problemei, la fel ca in cazul oscilatiilor longitudinale. Pentru aceasta
avem nevoie de exprimarea energiilor cinetice T' si potentiale V' ale sistemului nostru.
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e Energia cineticd de oscilatie pe

1
_ - 22 | 22 | .2
verticald a Intregului sistem este: T=_m (yl +v2 + y3) (12.81)

2

e Pentru determinarea energiei potentiale avem nevoie de evaluarea alungirii A#; pentru
fiecare din cele patru segmente de coardd. Lungimea acestor segmente (v. Figura 12.10)
este:

\/a2 + 93 ; \/a2 + (y2 —y1)? 3 \/a2 + (ys — y2)? ; \/m (12.82)

e Pentru deplasiri y mici (y < a), aceste lungimi, printr-o dezvoltare binomiald (a + b)™ =

a™ +na™ b+ ... (aicin = 1/2) si neglijarea termenilor de ordin superior, devin:
yf (y2 — y1)2 (ys — y2)2 y§
at+_—~ 3 at+—7p—— 3 @+ —F7—— ;5 a+ (12.83)
2a 2a 2a 2

e Atunci alungirile AZ;, fata de lungimea initiald a a fiecdrui segment, sunt:

2 N2
an=:1 Apy= 2=

_ 2 2
_ (ys — y2) N
a 2a

s AY
’ 3 2a 2a

(12.84)

e Se presupune ca tensiunea F' din coardd, pentru orice deplasare A¥£;, este constanta.

Atunci, energia potentiald acumulatd in coarda elasticd este egald cu lucrul mecanic total
pentru alungirile > A#; ale segmentelor de coarda:

F
V=F(Ali+Aly+Als+Aly) = o [yf+(yz —y1)2+(y3—yz)2+y§}

(12.85)

QN

unde am notat:
=kr(y? +v2 + v3 — y1y2 — y2y3) } T

(nu e const. elasticd)
De remarcat prezenta termenilor mixti y;1y2 $i Y2ys, care indicd cuplajul ecuatiilor de miscare.

e Pentru ecuatiile de miscare Euler-Lagrange avem nevoie de lagrangian-ul acestui sistem:

m . . .
L= (93 4+ 92+ 93) — kr (v2 + y3 + ¥2 — y1y2 — Y2y3) (12.86)
oL d /0L
e Ecuatiile Euler-Lagrange (4.4) sunt: - — =0 (t=1,2,3) (4.4)
dy; dt \9y;
e Folosind expresia lagrangi- ¢ g,
anului (12.86) si derivatele | 5= —kr (2y1 — y2)
cerute 1n (4.4), obtinem oL
ecuatia de miscare pentru mi——— — ’mgl = —kr (2y; — y2)‘ (12.87)
y1 (e cuplatd cu y2): 0Y1
e Folosind expresia lagrangi- ¢ [,
anului (12.86) si derivatele | = —kr (—y1 + 2y2 — y3)
cerute 1n (4.4), obtinem
A ) T .
ecuatia de miscare pentru Z gy, — ’myz = —kr(—y1 + 2y — y3)‘ (12.88)
y2 (e cuplatd cu y; si y3): 092
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o Folosind expresia lagrangi- ¢ [,

anului (12.86) si derivatele =—kr (—y2 + 2y3)

. ) Oys
cerute 1n (4.4), obtinem oL
ecuatia de miscare pentru ~ —mys R ’mry3 = —kr(—y2 + 2y3)‘ (12.89)
y3 (e cuplatd cu y2): 0Ys3

P
e Ecuatiile de miscare (12.87) mij = —kr (2y1 — y2)

(12.88) si (12.89) sunt de tip os- myz = —kr (2y2 — y1 — y3) (12.90)

cilator armonic (my = —ky): .
mijs = —kr (2yz — y2)

e Cautam solutiile y1(t), y2(t) si ys(t), ca abaterile fatd de pozitia de echilibru, sub forma

y1(t) = Acoswt + Bsinwt cu ¢1(t) = —w Asinwt 4+ wB cos wt
y2(t) = Ccoswt + Dsinwt cu P2(t) = —w Csinwt + wD cos wt (12.91)
ys3(t) = Ecoswt + Fsinwt cu y3(t) = —w Esinwt + wF coswt

_ .0 . _
e Pentru determinarea con- y1(0) = vy cu 91(0) =0
0

stantelor ~de  integrare y2(0) = y5 cu y2(0)=0 (12.92)

folosim conditiile initiale: .
! ! y3(0) = yg cu y3(0) =0

e Inlocuind conditiile initiale A=9y? B=0 y1(t) = y7 coswt
in solutiile generale (12.91), 0 0
= = t) = y, coswt 12.93
obtinem constantele si solutiile C=vy; D=0 y2(8) = 9 ( )
corespunzitoare (decuplate): E=y) F=0 y3(t) = y3J coswt

o Inlocuind solutiile (12.93) 1n ecuatiile initiale (12.90) pentru y1, y2 i Y3, obtinem:

—mwzy(l) = —2kTy(1) —HcTyg y? 2-10 y?
—mw2yg = k:Tyg — 2k:Tyg —|—k:Tyg sau w2 yg =(-1 2 -1 yg
—mw?y3 =kry3 —2krys Ys 0 -1 2/\¥3
2
mw
unde am notat p? = (12.94)
kr
e Adicd, am obtinut un sistem de ecuatii cu valori proprii:
2-1 0 [y e 2—u? -1 0 Yy
-1 2 -1 yg =p? yg sau -1 2—p? -1 yg =0 (12.95)
2
0 -1 2/\y2 Y2 0 -1 2-p7/ \y2

sistem identc cu cel din cazul oscilatiilor longitudinale (12.53), cu deosebire ca acum k — k.

e Acest sistem de ecuatii omogen, are solutii diferite de zero dacéd determinantul este zero:
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2—p? -1 0

2
-1 2—p? -1 |=0 sau [(2—;12) — 2] (2—p?) =0
0 -1 2—pu?
e De aici avem valorile proprii p? w% = M
(12.94) (modurile de oscilatie| o _ p==42 m
de frecventi w;) simultan pen- dica 2 2kr
. adicd wy = ——
tru variabilele wy1(t), y2(t) > m
si y3(t) decuplate (12.93) ale po=2 (2 + V2)kr
celor trei oscilatori cuplati: wg ="
m
e Pentru aflarea vectorilor proprii (am-
prop 2 -1 0 [y° y?

plitudinile y?, yg si yg din (12.93)),

inlocuim valorile proprii (12.96) in -1 2 -1 yg = u% yg
ecuatia (12.95), care pentru fiecare va-
loare p2 = mw? /kr, devine:

0 —1 2 Y9 Y3

187

(12.96)

(12.97)

Ecuatiile matriceale (12.97), pentru fiecare din valorile proprii ,u%, ne dau legétura Intre ampli-

tudinile celor trei mase oscilante Tn cadrul fiecarui mod de oscilatie:

2
mw
mod I: p? = k1:2—\/§ — Y =vs ¥ =2y
T
2
mw
mod 2: p3 = k2:2 — Y =—9y2 4yI=0
T
2
mw
mod 3: ,ugz 3 —24v2 — yi’:yg, y3=—\/§y?

kr

(12.98)
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Xi(t)

0.6
0.4

0.2

—o2l 18478 / %(t) g / X(t)

=04 —0.4

(a) (b)
Amplitudinile 3?9, 39 si y$ (12.98) | Miscarea oscilatorie (12.93) a celor 3 mase,
ale celor trei moduri de oscilatie cu | cufrecventele (12.96) w3 = (2—v/2)kz/m,

frecventele (12.96). w2 =2kr/m, w2=(2+v2)kr/m
mod 1: ygzy? yg:\/ﬁy? mod I: w; ~ V2 —+/2=0.765
yg:—y? yg:O wo ~v \/5 = 1.414

mod3: y9=99  yI=—v2y? mod 3: wg ~ 2+ v/2 =1.848

(Dupa M.S.Suzuki si I.S.Suzuki “Lecture Note on Oscillations and Waves™)
https://www.researchgate.net/profile/Masatsugu_Suzuki

Figura 12.11: Cele trei moduri normale de oscilatie transversald permise, corespunzdtor grade-
lor de libertate ale celor trei mase legate la distante egale pe o coarda elastica.

Sistem cuplat de trei oscilatori transversali (tratare Lagrange)

e Fie o coarda elasticd intinsd de lungime 4a, sub tensiune F', fixatd la capete. De-a lungul
acesteia sunt atasate la distante egale a, trei particule de mase egale m, vezi Figura 12.12.

Figura 12.12: Sistem mecanic oscilator unidimensional de trei particule legate elastic.

e Pentru a putea generaliza la cazul unui oscilator cu numdr infinit de particule legate elas-
tic, vom trece sd determindm ecuatiile de miscare ale celor trei particule, prin tratarea la-
grangiand a miscdrii sistemului. De aceea vom exprima ntai energiile cineticd si potentiala.

e Energia cinetica de oscilatie pe
verticald a Intregului sistem este:

1
T=_m (93 + 93 + 92) (12.99)

e Pentru determinarea energiei potentiale avem nevoie de evaluarea alungirii pentru fiecare
din cele patru portiuni de coarda. Lungimea acestora (vezi Figura 12.12) este:

a? +yi ; \/a2 + (2 —v1)* 5 \/a2 + (y3 —y2)° 5 /a2 +y3 (12.100)



