Capitol 13

Cuantificarea campurilor clasice

13.1 Oscilatorul armonic

13.1.1 Oscilatorul armonic in mecanica clasica

e Conform Newton F' = m&. Un corp de masd m, sub
actiunea fortei elastice F'(x) = —ka, are ec. de miscare

a3

OL d/o0L
—() =0 (13.2)
Oxr dt\ox

_ . m ., K o oL oL
cu Lagrangian-ul: L(x, &) :T—V:E:c ——z = - 5

e Dupd cum am vazut, aceeasi ecuatie (13.1) se poate
obtine si cu ajutorul ecuatiei Euler-Lagrange:

d (OL
deunde mi = p <3>’ ecuatia (13.2) conduce imediat la ecuatia (13.1).
T

e De asemenea, aceeasi ecuatie (13.1) se poate OH . oOH .
. . . .. . . —=—p ;3 — =& (13.3)
obtine si cu ajutorul ecuatiilor Hamilton: ox dp
- P’ Kk, O0H p O0H
cu Hamiltonian-ul: H (x,p)=T4+V =—+—2° — — = ; ——— =K
2m 2 dp m Oz
(13.3) (13.3)
OH "_\ OH "_.
deunde p=m— "="mzx si kKe=——"="—p=—ma adica (13.1)
op ox

e Prin integrarea ecuatiei de miscare se obtine "traiectoria” & = x(t) a particulei.
In cazul de fatd, miscarea oscilatorie armonicd,

x(t) =x0 cos(wt) =a e*“l+a*et*t cu wz\/? (13.4)
m

e Cuantificarea migcdrii oscilatorii se face prin trecerea la operatori.
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13.1.2 Cuantificare oscilator armonic (formalism Dirac)

e Un oscilator armonic clasic, are energia totald exprimata prin Hamiltonian:

2 2 2
H(m,p)=T+V:p—ntf.a:?:p—+m°'J xz? am folosit (13.4) k=mw? (13.5)
2m 2 2m

e Cuantificarea oricarui sistem clasic se face cu ajutorul Hamiltonian-ului, prin

trecerea la 2 me? cu operatorii corespunzitori
) (2,p)=T4+V =—+—22 |variabilelor conjugate canonic| [&,p]=1ih
operatori 2m 2 . .
ce satisfac relatia de comutare:
- si rezolvarea ecuatiei de undi cu valori si functii proprii de energie: T Vn=Epn (13.6)

e De exemplu, in cazul oscilatorului armonic cuantic, folosim formalismul Dirac pentru
aflarea valorilor F,,.

e Inlocuim & si p cu operatorii her- w . )
mitici redusi X si P (adimensionali): =\ 5 s P= ] =t (13.7)
[mw
Intr-adevar, [X P] XP - PX = \/ :f:, f)
mwh
° Hamiltonian—ul P2 mw? L, mwh ., mw? o R /sy oo
devine: H=— = P+ X = —(X +P > (13.8)
2m 2 2m 2 mw 2
Dacid X si P ar fi numere reale, acesta este Hamiltonian-ul clasic (13.5)
o . A hw o Al A L a
Dacd X si P sunt operatori, H se poate scrie: H= 5 (X —iP) (X +iP) (13.9)
at a

o Astfel, Dirac trece la opera-
torii adimensionali & si a:

(X+iP) ; a*:\g(f(—uﬂ cu[a,at]=1 | (13.10)

Intr-adevar,

Tra  wom .
[a, aT] =3 [X—l—z'P,X—iP}
1
2

similar [&T,d} = -1
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e Hamiltonian-ul (13.9) va fi: H=hwa'a ori H=hwaa' (ambiguitate de ordonare).

e Putem exprima operatorii her-
mitici X si P cu ajutorul @ si

X=—_(a+a') ; P:i(a—aﬂ‘)

(13.11)

“ . 1 1
e Am vdzut X X?="(a+a'")(a+a'")==(a*+aa"+a'a+(a")?)
Hamiltonian-ul H:<X2+P2> 2 2
(12.11); 2 P=—"(a—a")a—a)=—3 (a>~aa'-a'a+(a")?)
e Folosind relatia de comu- hiw ( ata l)
L hwys a'a+
tare aat — afa = 1, H=ﬁ<X2+P2) ﬁ( aa’ + a'a ) = 2/ (13.12)
Hamiltonian-ul devine: 2 atatl aat—1 hw (&&T — %)

. . N 1
e Evaluam si relatiile de comutare [H s EL] , [H s dq pentru Hamiltonianul H = hw (&&T — —)

] -
1n mod similar

[FI, af} = t+hwat

Rezolvarea ecuatiei cu valori proprii de energie

[hw (aaT _ %),a} — fiw (a [aT,&} 4 {a,a} aT) — _hwa

~—

-1 0 (13.13)

e Presupunem ci 1, este stare proprie a hamiltonianului H V= Ep, (13.6), cu energia Ey,.

Sa studiem acum actiunea comutatorilor [IEI , &} si [ﬁ y &T} asupra functiei de stare y,.

[ﬂ, a} Pn = —hwathn

Havy,, — a Hy,, = —hwéa,
~——
En"/)n
H (atpn) — En(a%pn) = —hw (an)
H(avy) = (En—hw) (avs,)

adica (dwn) ~ 1)1 este functie proprie pentru
Hamiltonianul H, cu valoarea proprie E,, — hw.

Deci, a1y, este starea cu energia coborata cu fw.

[FI, a’f}pn — hwate,

adica (dh/:n) ~ 1n41 este functie proprie pentru
Hamiltonianul H, cu valoarea proprie E,, + hw.

Deci, a1, este starea cu energia ridicati cu fiw.

e Cu operatorii @' de creare si @ de anihilare stiri se pot obfine toate stirile de energie ale
oscilatorului armonic. Totusi, nu putem cobori sub zero energia oscilatorului armonic.
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Pentru a opri ca operatorul de coborare a sa duci la stdri de energie negativa, prin aplicarea
succesiva asupra functiei de stare 1), va trebui sa facem ca functia proprie insési sd devind
zero, pentru energia minima. Adica pentru starea fundamentala cerem ca: a9 = 0

Deoarece H (13.12) contine a pe pozitia necesard, putem scrie energia starii fundamentale:

. St 1 ~t fuw hw
Ao = hw(a a+ —)¢0 — hwat avo +—1po = — 1o (13.14)
2 ~~ 2 2
0
1
Deci energia stirii fundamentale este: Ey = Ehw (13.15)
Identificim operatorul numir de stiri: N =ala (13.16)

Studiem acum actiunea operatorului numadr de stari asupra functiei ¥, = |n).

Am vizut cd a1, este legat de [n — 1) iar  afap,, este legat de |n + 1).

Separat, operatorii @ [ g|n)=+/n|n—1) cu al0)=0 si |[||0) ||2: 1
de anihilare si a¥ de
creare stdri, conduc la (&T)n (13.17)

stdrile (normate): afjn)=vn+1n+1) = )= ! 10)

S N :ATA :AT — =
Operatorul NV {N|n) alajn)=aly/n|n —1) n=0,1,2,..) (13.18)

numdir de stari =+/ny/n|n)=n|n)
Setul complet de vectori de
bazi |n) sunt functii pro-
prii din ecuatia cu valori

A 1 1
H |n) :hw(&Td—F 5) |n) =hw <n + 2> n) =E,|n) (13.19)
proprii H|n) = Ep|n)

Adicd valorile proprii 1
cuantificate de energie ale E,= <n + 2> hw [(n=0,1,2..) (13.20)
oscilatorului armonic sunt

1
In starea fundamentala n =0, FEg= Ehw #0
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13.2 Campuri clasice

13.2.1 Camp scalar clasic liber

e Solutiile ecuatiei (12.133) de cdmp (scalar) liber real @y (Z,t) si imaginar ¢ (&, t) sunt unde
plane:
or(Z,t) =og e MR ox (g 1) = afe @R (absentd in NRQM) (13.21)

Nota: @ si ¢y, sunt cdmpuri diferite.
e Solutia generald este o superpozitie de ¢ si 0¥ cu notatia k+x = wt — k-&
d*k . .
7,t) = [——— (an e+ afeit) (13.22)
‘P( ’ ) \/W k
la numitor 4/ (27r)3 introdus pentru uz ulterior

e Cu relatiile de bazi: E=lw, p=hk, 2%=ct, k°=w/c=E/hc
Pentru h=c=1 avem d*k=dk®d3k=dE d3p=d*p

e Cu legitura intre p'si F (conservare energie): §(p*—m?)=46(E>*—|p] 2_m?)

p(Z,t)= {ake_ip'w—l-aZeip'w} 6(p2—m2) (13.23)

[ d'p

V(2m)3
a3p . _ . .

= / dE §(E*—|p)? _m2)[ake—z(E(mt—p-m) +aze'L(E(ff)t—p-m)]

Vv (2m)?

e Deoarece E este functie de |p], efectudm integrala / dE §(E*—|p|? —m?)

1
folosind relatia pentru functia 6[ f ()] = W&(w —x0), unde f(E)=E?—|p]> — m?2,
x|,

pentru xq solutia ecuatiei f(z) =0, aici z = E, adici E2—|p]2 — m? = 0,
avem solutia de energie pozitivi Eq () = +1/|8]*+m?2
e Solutiile de cdmp (scalar) liber real oy, (E, t) vor fi:
d3p
V(27)3 2E(P)
d3k

V(27)3 2w (k)

= in variabilele(Eg, ) @(&,t) = / [ake_i(EOt_ﬁ'ﬁ) —|—a,’:ei(E°t_ﬁ'£)} (13.24)

=> in variabilele(wo, k) @ (&, t) :/ [ake_i(wot—’z'f) +aze’i(wot—5-5@’)} (13.25)



