11.2. OSCILATII SI UNDE MECANICE TRANSVERSALE

11.2.3 Sistem cuplat de trei oscilatori transversali

e Fie o coardi elasticd intinsd de lungime 4a, sub tensiune F', fixatd la capete. De-a lungul
acesteia sunt atagate la distante egale a, trei particule de mase egale m, vezi Figura 11.11.
Daci se scot particulele din aceasta stare si se plaseaza in pozitia initiala y? , yg respectiv yg ,
dupai care se elibereazd, sistemul incepe sd oscileze sub actiunea fortelor elastice.

Figura 11.11: Un sistem oscilator transversal de trei mase m cu trei grade de libertate. Resor-
turile au constanta elasticd k, lungimea liberd (netensionatd) lg, lungimea in stare de echilibru
a. Pozitiile curente y; realizeaza alungirile celor patru resorturi A€y, Ala, Als si Aly.

e In cele ce urmeazi cdutdm sd scriem sistemul de ecuatii diferentiale de oscilatie si sd aflam
apoi solutiile y1(t), y2(t) si ys(t) ce descriu oscilatiile acestor mase in timp. Vom face
abordarea Lagrange a problemei, la fel ca in cazul oscilatiilor longitudinale. Pentru aceasta
avem nevoie de exprimarea energiilor cinetice T' si potentiale V' ale sistemului nostru.

e Energia cineticd de oscilatie pe

1
_ - .2 .2 .2
verticald a Intregului sistem este: T=_m (yl +y2 + y3) (11.92)

2

e Pentru determinarea energiei potentiale avem nevoie de evaluarea alungirii A#; pentru
fiecare din cele patru segmente de coardd. Lungimea acestor segmente (v.Figura 11.11)
este:

a? +yi ; \/G2+(y2—y1)2 ; \/a2+(’y3—’y2)2 ; \/m (11.93)

e Pentru deplaséri y mici (y < a), aceste lungimi, printr-o dezvoltare binomiald (a + b)™ =

a™ +na™ b+ ... (aicin = 1/2) si neglijarea termenilor de ordin superior, devin:
2 )2 a2 2
ot Vb gy lzmw)t o )T s (11.94)
2a 2a 2a 2

e Atunci alungirile AZ;, fata de lungimea initiala a a fiecdrui segment, sunt:

2 _ 2 _ 2 2
A=Yl A=W g, s N Y g
2a 2a 2a 2a

e Se presupune ci tensiunea F' din coardd, pentru orice deplasare A¥£;, este constanta.

Atunci, energia potentiald acumulatd n coarda elasticd este egald cu lucrul mecanic total
pentru alungirile Y A¥; ale segmentelor de coarda:
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F
V=F (AL +AL+ AL+ ML) = [y +u2—y1)*+ (s —v2)* +u3]

=kr(y? + y3 + ¥2 — y1y2 — Y2y3)

(11.96)
unde am notat:

(nu e const. elasticd)

} F
kp = —
a

De remarcat prezenta termenilor mixti Y3y si y2y3, care indicd cuplajul ecuatiilor de miscare.

Ecuatiile de miscare

Pentru ecuatiile de migcare Euler-Lagrange avem nevoie de lagrangian-ul acestui sistem:

m . U .
L= (95 +95 +95) — kr (y7 +v3 + 5 — y1yz — y2vs) (11.97)
oL d [OL
e Ecuatiile Euler-Lagrange (3.4) sunt: - — < - ) =0 (t=1,2,3) (3.4)
y; dt \9y;
e Folosind expresia lagrangi- ¢ [,
anului (11.97) si derivatele B =—kr (2y1 — y2)
A . Y1
cerute 1n (3.4), obtinem oL
ecuatia de miscare pentru — =mi = —k7 (2y1 — y2) = mij (11.98)
y1 (e cuplatd cu y2): 011
e Folosind expresia lagrangi- ¢ [,
anului (11.97) si derivatele 2 =—kr (—y1 + 2y2 — ys3)
cerute 1n (3.4), obtinem oL
ecuatia de miscare pentru —=myz = —kr(—y1 +2y2 —y3z)=mii2 (11.99)
y2 (e cuplatd cu y; si y3): 0y2
e Folosind expresia lagrangi- ¢ [,
anului (11.97) si derivatele dys =—kr (—y2 + 2ys3)
cerute in (3.4), obtinem oL
ecuatia de migcare pentru — —mys = —kr (—y2 + 2y3) = mijs (11.100)
y3 (e cuplatd cu y2): 093
—kr (2y1 — = my
e Ecuatiile de miscare (11.98) T (2y1 — y2) = mi
(11.99) 51 (11.100) sunt de tip os- —kr (2y2 — y1 — y3) = mya2 (11.101)

cilator armonic (—ky = my)):

—kr (2y3 — y2) = mijs

Observatie importantd: Ecuatiile miscdrii transversale (11.101) pentru y1, y2 si Y3, sunt simi-
lare cu cele ale migcarii longitudinale (11.49) pentru X1, X2 si X3 (descriind pozitiile curente
fatd de pozitiile de echilibru), prin inlocuirea constantei elastice k — kr = F/a.

Solutiile ca moduri independente de oscilatie

e Cautam solutiile y1(t), y2(t) si ys(t), ca abaterile fatd de pozitia de echilibru, sub forma

y1(t) = Acoswt + Bsinwt
y2(t) = C coswt + D sin wt
y3(t) = Ecoswt + Fsinwt

cu Y1(t) = —w Asinwt + wB cos wt

cu Yz2(t) = —wCsinwt 4+ wD cos wt (11.102)

cu Ys3(t) = —w Esinwt + wF coswt
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_ ,0 . _
e Pentru determinarea con- y1(0) = Y1 cu 91(0) =0
stantelor de integrare y2(0) =99 cu  P2(0) =0 (11.103)

folosim conditiile initiale: .
! ! y3(0) = yg cu y3(0) =0

e Inlocuind conditiile initiale A=4) B=0 y1(t) = y7 coswt
in solutiile generale (11.102), 0 0
obtinem constantele si solutiile C=y; D=0 y2(t) = y; cosw ( )
corespunzitoare (decuplate): E=y) F=0 y3(t) = y3 coswit

Amplitudinile si frecventele modurilor independente de oscilatie

e Inlocuind solutiile (11.104) in ecuatiile initiale (11.101) pentru y1, y2 si y3, obtinem:

—mw2yg = —2kTy?—|—k:Tyg ytl) 2-10 ytl)
—mwzyg = k:Ty? — 2/<:Tyg + k:Tyg sau ,u2 yg =|-1 2 —1 yg
—mw?yd =kryd —2kry) Y3 0 —1 2 Yy
o mw?
unde am notat ne = . (11.105)
e Adica, am obtinut un sistem de ecuatii cu valori proprii: T
2-10)/y y? 2—u? -1 0 y)
-1 2 -1 yg =p? yg sau -1 2—u2 -1 yg =0 (11.106)
2
0 -1 2/\y2 y9 0 =1 2=p7/ \4g

sistem identc cu cel din cazul oscilatiilor longitudinale (11.53), cu deosebire ca acum k — k.
e Acest sistem de ecuatii omogen, are solutii diferite de zero dacéd determinantul este zero:

2—pu? —1 0

2
-1 2—p?> -1 |=0 sau [(2—;3) — 2] (2—p?)=0
0 -1 2—pu?
( —
e De aici avem valorile proprii p12 w% = m
. . . m
Elll.fIOS) (n}odurllel deloscﬂape 9 _ sz ++/2 ok
e recyer}ga w;) simultan pen- adici w% _ 2RT (11.107)
tru variabilele y1(¢), y2(t) si LN m
ys(t) c?ecuplate .(11.104}.) ale . (24 V2)kr
celor trei oscilatori cuplati: w3 = ———
m
e Pentru aflarea vectorilor proprii (am- 2-10 y? y?
litudinile y9, y9 si y? din (11.104)),
P vi> Uz §1 ¥z din (11 104)) 1 2 1|49 |=p2 |48 (11.108)

inlocuim valorile proprii (11.107) in
ecuatia (11.106), care pentru fiecare va- 0 —1 2 yg yg
loare p2 = mw? /kr, devine:
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Ecuatiile matriceale (11.108), pentru fiecare din valorile proprii uf, ne dau legdtura Intre am-
plitudinile celor trei mase oscilante in cadrul fiecdrui mod de oscilatie:

2
mw

mod I: p? = ” L —2_v2
T
2
mw

mod2: p2 = k2:2

T
mw3

mod 3: p2 = . =242
T

(a)

Amplitudinile y‘l), yg si yg (11.109)
ale celor trei moduri de oscilatie cu
frecventele (11.107).

mod 1: yg = yg yg = \/Ey?
yg=—1) y3=0
mod 3: yg =y? Yy = —ﬂy?

— Y =93, yd =2y}

— Y2 =190 38 =—-v2y

(b)

Miscarea oscilatorie (11.104) a celor 3 mase,
cu frecventele (11.107) w? = (2—v/2)kr/m,
w2=2kr/m, w2=(2+v2)kr/m

mod I: w; ~ V2 —+/2=0.765

wy ~ V2 =1.414

mod3: wg ~ V24412 =1.848

(Dupa M.S.Suzuki si I.S.Suzuki “Lecture Note on Oscillations and Waves™)
https://www.researchgate.net/profile/Masatsugu_Suzuki

Figura 11.12: Cele trei moduri normale de oscilatie transversald permise, corespunzdtor grade-
lor de libertate ale celor trei mase legate la distante egale pe o coarda elastica.
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11.2.4 Sistem cuplat de n oscilatori transversali

e Considerdm o coarda elasticd intinsa Intre doud extremitati fixe, de care sunt fixate n mase
egale m, aflate la distante egale a 1n starea de echilibru (vezi Fig.11.13). Studiem oscilatiile
transversale ale acestor mase legate elastic, pe directia y.

e Pozitiile pe axa  a maselor oscilante sunt:  x; = ta (¢t=1,2,...,n) (11.110)
e Conditiile la margine sunt: Yo = Un+1 =0 (1110
m
F
E/
- m " F m
| m F
m ! : e m : !
Eyl :yZ :y3 :Ly_4 ________ n=2 E n—1 Eyn
xl X X3 Xy Xp—2 Xn—1 Xy
a a a a a a a

Figura 11.13: Un sistem oscilator transversal de » mase legate elastic.

e Cautam ecuatiile de miscare pentru acest sistem de oscilatori cuplati. Pentru acest lucru,
considerdm o sectiune de coardd intre elementele ¢ — 1 si ¢ + 1 (vezi Fig. 11.14). In
procesul de oscilatie deplasdrile fatd de pozitiile de echilibru sunt y;_1, y; $i y;4+1. Cele
doua portinui de coarda din stdnga si dreapta elementului ¢ formeaza unghiurile 8; respectiv
01 cu orizontala.

Figura 11.14: Segment de coardd dintr-un oscilator transversal cu n mase legate elastic.

e Pentru deplasdri vy sin ; ~ tg0; = Yi — Yi—1
mici |Ay;| < a, avem a (11.112)
0 ~ sin 0 = tgo. sin ;.1 ~ tg0;,1 = Yit1 — Yi
a

Ecuatiile de miscare

e Si cdutdm ecuatia de miscare pentru elementul 2. Acesta este supus actiunii a doua forte:
tensiunea F' din stanga si din dreapta lui.
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e Ecuatia de miscare (Newton) este: | —Fsin0; 4+ Fsin0;11 = my; (11.113)
e In aproximatia unghiurilor mici F
(11.112) ecuatia de miscare se poate m (Oiy1 — 0;) = U (11.114)
scrie:
e Folosind relatia (11.112) pentru ex- wa (Yie1 — 2Y; + Yit1) = s (11.115)
primarea unghiurilor prin coordo- F k
natele y;, ecuatia de miscare devine: unde am notat w(z) - - T
ma m

e Cum nu e nimic special in alegerea secventei ¢, aceleasi ecuatii (11.115) sunt valabile pentru
toate secventele? = 1, ..., n, adicd pentru Intregul sir de mase oscilante de-a lungul corzii.
Exceptie fac punctele de capat ¢ = 0 si ¢ = n + 1. Cu toate acestea, ecuatia de miscare
(11.115) poate include si aceste puncte, prin conditiile de margine yo = 0 $i Yyp+1 = 0
cerute de orice ecuatie diferentiald de ordin doi. Acestea cer ca punctele extreme sa aibe o
deplasare transversala zero.

Solutiile ca moduri independente de oscilatie

e Cautdm solutiile ecuatiei de miscare
(11.115), ca moduri normale de yi(t) = Asin(kr x;) cos(wt — ¢) | (11.116)
oscilatie, la fel ca in cazul (11.67) al D——
oscilatiilor longitudinale, sub forma
de oscilatii armonice:

Amplitudine ce variaza si-
nusoidal de-a lungul corzii

e Aceastd solutie, sub forma factorizata ca produs de o componenta spatiald si una temporald,
descrie o migcare oscilatorie armonicd simpld (in fazi, cu aceeasi frecventd w pentru toate
elementele), specificata prin constantele A > 0, kr > 0, w > 0, ¢ = const. Mai mult,
oscilatiile au o amplitudine A sin(kr ;) care variazi sinusoidal de-a lungul axei « a corzii,
adica este periodica in spatiu, avand lungimea de undd A = 27 /kr. Solutia (11.116) este o
unda stationard, adicd amplitudinile maxime si minime rdman in aceeasi pozitie . Evolutia
undei este periodica atat in spatiu cat si in timp.

Frecventele modurilor independente de oscilatie (componenta temporald)

e Pentru determinarea frecventelor w de mod de oscilatie in timp, inlocuim (11.116) in (11.115):
ng [sin(sz:B,-_l) —2sin(krz;)+sin(krxit1 )} cos (wt—¢) =
= —w?Asin(krx;) cos (wt— @)

.1 G _ . NG .
wg [51n (k:T (x; —a) ) —2sin(krz;)+sin (kT (zi + a) )] = —w?sin(krx;)
wg [cos kra — 2 + cos k:Ta} sin(krz;) = —w? sin(krx;)

unde am folosit sin(adb) = sinacosb * sinbcosa

a
— |w = 2wp sin (k:T 2> am folosit 1 — cos @ = 2sin? (6/2) (11.117)

Deci frecventele de mod normal w sunt direct legate de valorile kz = g (vezi In continuare).
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Lungimile de undd ale modurilor independente de oscilatie (componenta spatiald)

Folosind conditia la margine, ypy1 = 0 - [k 1 0
<azn+1 = (n+1)a>, apoi din (11.116) avem:| L ¥ntl= Sm[ v(n +1) a} N
—_———
=
e Adica valorile permise (cuantificate) pentru T = Jm
vectorul de unda kr; = 27 /A; sunt date de: J a(n+1) (11.118)

J=12,...,n)
e j se numeste numdir de mod de oscilatie. krj specificd vectorul de undd k = 27/ din
componenta spatiald a undei plane: sin(kx—wt). Un numéir de mod j mic indica un numér
de undd k7 mic, adicd o lungime de undd A; mare (vezi Fig.11.15).

MW%%

3 4
5 6
W .

9 H-%w

Figura 11.15: Componenta spatiald A sin(kr;x) de unde stationare a unui sistem
oscilator transversal de 10 mase legate elastic. Sunt figurate modurile normale de
oscilatiej=1,2,3,4,5,6, 8,9, 10, corespunzitor fiecdrui grad de libertate.

e Am vizut (11.117), componenta temporald specificatd prin frecventa wj, este direct legata
de cea spatiald, specificatd prin vectorul de undd kr j, astfel frecvengele cuantificate sunt:

.
wi=2wpsin [ kr;— | =2 wp sin| ———
I i2 " 2(n+1) (11.119)

(7=1,2,...,n)

relatie identicd cu (11.69)

Fiecare grad de libertate prezintd caracteristici ondulatorii cuantificate, diferite Tn spatiu si timp.
In spatiu, aceste moduri normale de oscilatie se deosebesc prin lungimile de unda specificate de
kr;=2m/A; prin relatia (11.118), asa cum se vede in figura 11.15.

In timp, avem cuantificarea frecventellor w;, specificate prin relagia (11.119). Deci, numdrul
gradelor de libertate (10 in cazul din Figurd) este egal cu numarul de mase oscilante legate elastic.
Fiecare grad de libertate este o marime cuantificata cu frecvente (lungimi de undd) diferite in
spatiu si in timp.
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Tabel 11.3: Oscilatii transversale cuplate - REZUMAT

Marime fizica 1 particuld legata

2 - particule legate 3 - particule legate

Ecuatii migcare
F ) —2kry=my

a

=

) —2kr y1+kr y2 = mij
—2kr y1tkr y2=m iz .
.. | kryi1—2kr y2+kr ys= mio
kr y1—2kr y2=m 3

kr y2 —2kr y3s = mijs

Solutii mod

de oscilatie | y(t) =y° cos wt

y1(t) =92 cos wt
y1(t) =y? coswt !
y2(t) =y3 coswt

y2(t) =y9 cos wt
(decuplate) 2 ys(t) =92 cos wt
Ecuatia cu o 2 -1 0)\([y Yy
valori proprii o s o 2 —1)(y? o[ Y1 5
mw? 2" =pty =p -1 2 —1||y9|=~"|y9
p= 12/ \v2 Y9
A 2 2 0 0
T 0 -1 2/ \y; Ys
2—V2)kr
3k u%=2—\/§—>wf=¥
, . p?=2 — pi=3 — wi="—- "
Valori proprii p; 2_9 _, 2= kr
(frecventa w;) w2 = 2kr 24 kT My = 27 m
=1 — Wwy=— 24+/2)kr
m | i va . Ve
m
0_ ,0 0 — /240
Vectori proprii o ¥y =3¢ yﬁ _ yl’o vz 0 _ 0y1
(amplitudini y?) y Y0 = —y0 Ys = 7Y Y27
2 ! ys =yl ¥ =—v2y

Tabel 11.4: Oscilatii transversale de n particule legate elastic - REZUMAT

Mairime fizica

Expresia matematica

Ecuatiile migcarii

kr

(unde kr= E) — (yi—l — 2y; + yi+1) = 9; i=1,2,...,n)
a
Solutii ca moduri _ . .
) o yi(t) = Asin(kr x;) cos(wt — @) (i=1,2,...,n)
independente de oscilatie
Componenta spatiala jm
(lungimea de undi stationard) kr; = m (1=12,...,n)

ij = 27\'/>\j

Componenta temporald

(frecventa de oscilafie w;) “i

. a . Jjm .
= 2wy sin ijE =2 wq sin m (71=12,...,n)




Tabel 11.5: Oscilatii transversale cuplate - REZUMAT

Ecuatii miscare

Solutii mod de

Ecuatia cu valori proprii

. o 2 Valori proprii p; Vectori proprii
m
Sistem o — F oscilagie 2= ht (frecventa w;) (amplitudini y?)
legat = (decuplate) kT g
1 particul . 2k
Iiar | —2kr y=mij y(t) =y° coswt 2y° = p?y° =2 —wi="" y°
egatd
.. pi=3 —wi= 3kr 0
2 particule | —2kry1tkryz =mij | y1(t) =y} cos wt 2 -1\ /y? 9 y? 1 1 Yy = Y,
.. =H
legate kry1—2kry2=mij2 | y2(t) =yjcoswt | \-1 2 /\y) v2) | p2=1 — wi= kr Y9 =~y
m
pi=2—2 —
e (2—V2)kr
— = i —.,0 1
I2ckTy1 ZZTyz +kmyl y1(t) =y coswt 2 -1 0\ /0 y? mk yI =199, 9= ﬂy?
3 particul TY1—4«RTY2 TY3 — /0 2 _ 2__ T
Il)zgzitc:e Dy Y20 =vzcoswt L1 2 1|0 = p? |yl | HE=2 — Wi = yd=—-9?, ¥3=0
— 4,0 0 0
bra— 2k — e, | a(®) =3 coswt| \o —1 2/ \y y
T2y = My ° ¥l pi=24v2 — yg =y? ¥l =-v2y
. (2+V2)kr
wy=-—"-"--—
m

ATVSIAASNVIL AJINVIAW AANN IS IILVTIIDSO TI1

g6l
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11.3 Mecanica Campurilor Clasice

e Sistemele mecanice sunt caracterizate printr-un numér de grade de libertate. De exemplu, un
pendul uni-dimensional are un singur grad de libertate, exprimat prin unghiul de oscilatie.
Doud pendule legate intre ele prezintd doud grade de libertate (vezi sectiunea 3.3, pag.31).

Un camp scalar ¢(&, t) corespunde unui sistem cu un numar infinit de grade de libertate,
avand in fiecare punct &, valoarea ¢ (&, t), variabild si in timp.

e Descrierea cuanticd a campurilor implicd Intdi descrierea mecanicd a sistemelor continui (a
campurilor) cu un numar infinit de grade de libertate si apoi cuantificarea acestora. Aceste
douad aspecte trebuiesc clar separate.

In acest sens am urmdrit urméitoarea secventd:

1. descrierea unui sistem mecanic cu numadr finit de grade de libertate

2. trecerea la un numar infinit de grade de libertate, dar tot in descrierea clasica - camp clasic
3. trecerea la cuanticarea sistemului mecanic finit

4. trecerea la cuantificarea campului

11.3.1 Sistem mecanic oscilator transversal continuu (coarda oscilanta)

e Modelul unidimensional al unei coarde elastice de n mase oscilante, cu n grade de liber-
tate, dezvoltat in sectiunea 11.2.4 poate fi extins prin cresterea gradelor de libertate n odata
cu descresterea distantei Ax = a dintre componente (Figura 11.13), astfel incat lungimea
coardei L = na sd rfdimand constantd.

e Generalizand cazul a trei oscilatori transversali din sectiunea 11.2.3, expresiile energiei ci-
netice (11.92) si a energiei potentiale (11.96), avem:

n
o Energia cineticd a n-mase oscilante, similar (11.92) T = % Z yf (11.120)
i=1

e Energia potentiald a n-mase oscilante (folosim Az = a), similar (11.96)
F F& Yit1— Y\ F [ oy
V=— 1—y) ==Y Az : /dac —= 11.121
2a ;)(yﬁ_l vi) 2 iZO < Ax 2 ox ( )
= = 0

cu condifiile la margine (11.111):  yo=Yn4+1=0

(11.120) si (11.121)
ne da lagrangian-ul

m F
L=T-V =72 9——> (yiq1—v)® (11122
2 < Y; 2a i=0(yz+1 y’L) ( )

. OL d [(OL
e Ecuatiile Euler-Lagrange (3.4) sunt: _ — ) =0 (3.4)
OJy; dt \ 9y;
e Folosind lagrangianul (11.122) si derivatele cerute in (3.4), obtinem ecuatiile de migcare
oL ov. F
:_8y,- = g [(y'i-i-l - yz) - (yi - yi—1)}

dy;

oL :[(y”l — i) — (31— v ) | = mi (11.123)
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e Trecand la o distributie continud, ecuatia de miscare (11.123) se poate scrie:

(vt a) - v@) ~ (v@ v - )] = Fai@) (11.124)

y@@+a) -y  dy
Ax ox

e lalimita Ax = a — 0, avem

z+a/2

trecind @ = Ax de langa p, in membrul sting la numitor, acesta devine:

F y(w+a)—y(w)_y(w)—y(w—a)]N F | 9y 9y 79
Ax Az Az Az | 0T |pqq/2 OT|p_q)2 ox?
Atunci (11.124) te scri Oy _po_

unci (11. se poate scrie: — —F— =

P TR ,
— v = (11.125)
. . %y 0%
Comparand cu ecuatia undelor: — —v"—= =0
ot? Ox?

e Lagrangianul pentru o coardd oscilant (sistem cu numdr infinit de grade de libertate, este:

Oy(z,t)

2
o ) (11.126)

L
1 1
L:T—V:/E(:c)das cu E(w)zzpyz(w,t)—2p02<
0 ———
T v

e Oscilatiile transversale ale coardei continui de mase vor putea fi folosite la descrierea
oscilatiilor, prin amplitudinea ¢(x,t) de deplasare fata de pozitia de echilibru a fiecirui
element dl de coardi din jurul punctului de coordonata o la momentul £. In acest fel am
trecut de la un sistem discret, cu numdr finit de grade de libertate, deplasirile y; (), la unul
cu numdr infinit de grade de libertate, cAmpul de deplasiri ¢(x, t) (vezi Figura 11.16).

Yy i-1

S

Figura 11.16: Trecerea de la un sir discret legat de n-mase oscilante cu numdr finit de grade de
libertate, la o coardd continud cu un numdr infinit de grade de libertate (camp).
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11.3.2 Descrierea mecanic lagrangiana a campurilor clasice

Sd incercdm sa folosim descrierea lagrangiand a ecutiilor de miscare din mecanica clasica la
ecuatiile corespunzdtoare de evolutie pentru cAmpuri. In acest scop va trebui sd trecem de la
un sistem mecanic cu un numar finit n de grade de libertate la unul infinit n — oo. Pentru
claritate, vom considera la inceput un sistem unidimensional (miscarea pe verticald) descris
prin evolutia in timp a coordonatei y;(t) pentru cele ¢ = 1, 2,...,n componente. In acest
fel in locul ecuatiei de miscare din mecanicd cu solutia y;(t) (11.116), vom cduta solutia
¢(x, t) de evolutie a cAmpului (amplitudinii de cAmp).

e In fiecare punct x avem céte un element (un grad de libertate) ¢(x, t), astfel ca sistemul

de camp prezintd a infinitate continud de grade de libertate.

e In cazul cAmpurilor apare o particularitate legatd de faptul cd ¢ este o functie continud

de x, astfel ca lagrangianul £ depinde de ¢ si ¢ =0¢ /Ot, dar si de ¢/ dx (nu doar
de ¢ si ¢ echivalentele pentru x si & din mecanici), adica: £ = L(¢, Oxp, Op)

e Energia totald a sistemului unidimensional de coardi oscilantd, este exprimata att prin 9¢¢

(termen energie cineticd) cat si O5¢ (termen energie potentiald) ca o suma (integrald) de
aceste energii, cu m = pdx:

% [p 2 pvz 2
E:/ 5<8t¢) +7(am¢) }dm (11.127)
0
e Adica densitatea de lagrangian de o
camp (ce depinde atit de 95 ¢ cat si L = §(3t¢> _ ﬂ( m¢) (11.128)

e Si trecem la formularea lagrangiand

e Actiunea este definitd (11.5) prin in-

de 9:¢) este:

Alegerea s-a facut cu factorii p - densitate masicd si v - viteza, din motive de dimensionalitate
corectd pentru £ (energie/volum). Echivalentul mecanic cu ¢ — x, este L = mwv? /2.

L(, 8up, Bep) — / dz L(¢, Du, Ds)
(11.129)

S = /dt L(, 8ph, Dscb) (11.130)

cu ajutorul densitétii de lagrangian £

tegrala temporald din Lagrangian

e Conform principiului minimei actiuni,

ecuatia de evolutie a campului ¢ este
stabilitd de anularea variatiei actiunii| 0S5 = / dt SL(¢p, 0y, Orp) = 0 (11.131)
(vezi (C.2) Anexa C, pag.266):

6S = /dt/[ad) a(awqb) o( ””‘Z’Ha(aip)‘s(at‘b)} dx (11.132)

Integrand prin pérti termenii cu d(9,¢) si 6 (@) la fel ca in mecanici (pag.30) obtinem

o5 = [a [ar { (a(gf@) ~ 5 (fﬂ({jﬁvfmﬂ‘;"b =0
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e 35 = 0 pentru orice d¢ dacd integrantul este zero. Astfel obtinem ecuatia Euler-Lagrange
pentru cadmp (similar cu cazul din mecanica clasica (3.10) pag.30):

oL 0 oL o oL
= = - — =0 (11.134)
06 0z \0(8.0)) 0t \8(9:0)
e Generalizarea la un cAmp 3-dimensional conduce la ecuatia Euler-Lagrange pentru cimp:
oL oL o oL
— V|l -=———)=0 (11.135)
¢ (Vo)) 0t \9(ae)
e Inlocuind £ (11.128) 1n ecuatia 9 9
Euler-Lagrange pentru camp (11.134) @ - l@ =0 (11.136)
; ox2 w2 ot?
obtinem,

adica am obtinut ecuatia de propagare a undelor, de data asta plecand de la ecuatia Euler-
Lagrange pentru camp.



