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9.9 Transformari de calibrare pentru cimpul electromagnetic

e In expresia (8.35) a campului B prin potential: B=V x A
si In expresia (8.36) a campului E prin potentiale: E = —V¢ — —

intervin doar derivatele acestor potentiale. De aceea, in determinarea functiilor de potential
o(x,y, 2z, t) si ff(a:, Y, z, t), pentru nigte functii de cAmp E(m, Y, z,t) si E(a:, Y, z,t)
date, va trebui sd alegem constantele de integrare potrivite.

In acest fel obtinem calibrarea valorilor de potential.

e De exemplu dacd luam doar campul elec- ¢ =¢p+ C (9.46)
trostatic E = —qu prin adiugarea la .
potentialul ¢ a unei marimi C' indepen- nu modificd F, &
dentd de coordonate (VC' = 0), se obtine B L —— .
calibrarea potentialului scalar ¢ E'=-V((@p+ C)=-Vo=

9.9.1 Transformari de calibrare pentru potentialele ¢ si A
e Pentru a pastra invariant cimpul magnetic (8.35): B=VxA

putem face o transformare generald a potentialului vector A, prin addugarea gradlentulul
(derivata spatiald a) unei functii scalare 'y, deoarece rotor de gradient este zero: v xVx 0.
In acest fel realizdm calibrarea potentialului A. Ca urmare,

e Potentialul vector /T, dupa trans—} A=A + ﬁx 9.47)
formarea de calibrare, va fi,

cu derivata spatiala
Intr-adevar, B'=VXA'=Vx(A+Vx)=VxA=B

— —
e Transformarea A’ = A

+VX] E=-Vo—— =-Vo—— —
(9.47) asigurd invarianta B, dar 9 9A ot ot
nu si invarianta E: = _§< s hufnl
' E ¢+ 8t) ot
L N A
e Pentru a asigura si invarianta cAmpului electric (8.36) E = —Vq& -ve

dupd cum in transformarea de calibrare (9.47) la potentialul vector A am
addugat derivata spatiala ex aici, la potentialul scalar ¢ adaugdm derivata
temporald —dx /0t, care anuleaza noul termen apérut dx /9t mai sus, resta-
bilind si invarianta E.

brare a potentialului scalar ¢ este ¢ =0 - ot (9.48)

cu derivata temporald

Astfel, transformarea de cali—} ox
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e Intr-adevdr, acum avem invarianta atat a campului electric E (8.36) cat si a campului
magnetic B (8.35):

o 0A
¢————v¢+ ﬁx——@ﬁx—— o =E
(9.49)

— VX A=V x <A—|—Vx> VxA=B

e In concluzie, transformarea cAmpului electric, datd de variatia dx /0t a potentialului
scalar (9.48), este compensatd de variatia Ay a potengialului vector (9.47) (vezi
termenii ce se anuleazd reciproc in expresia E’ (9.49)). B si E riman neschimbate
daci folosim o functie scalard de calibrare (gauge) x (7, t) si transformidm simultan atét
A (adunand derivata spatiald) (9.47), cat si ¢ (adunand derivata temporald) (9.48). De
aceea, cAmpurile de calibrare de tip x (&, t) se mai numesc si cAmpuri de compensare.

e Nota importanta: Céand se va trece la cuantificarea campurilor, potentialele joaca rolul
functiilor de unda din mecanica cuantica.

9.9.2 Ecuatia campului x de calibrare Lorenz

e Transformdrile de calibrare pentru A=A + 6)(
potentialul vector A (9.47) si poten- dx (9.50)
tialul scalar ¢ (9.48), am vazut sunt: ¢'=¢— ot

e Transformairile de calibrare (9.50) ( A")/ = AF — 9y 9.51)
se pot scrie sub forma covarianta (4-
dimensionald) unde AH = (q,’), ff) ;5 Ay = ((j), —A*)

e Calibrarea Lorenz (8.42) exprima o relatie N 1 0¢
intre potentialele ¢ si A, VA= 2 ot (9.52)

e Inlocuind (9.50) in calibrarea Lorenz (9.52) pentru A’ si @', avem,

° 10¢" - o 10¢ 1 8%
At G =V AT G aan =
sau
V-A+ i% = i& — V2x =0/ ecuatia undelor (9.53)
c2 Ot c? ot?
=0 (9.52)

e Rezultd ci atat A’ si @’ catsi A si ¢ satisfac (pentru orice unda scalard x) transformarea
de calibrare Lorenz (9.52).

e Observatie. In calibrarea Lorenz toate marimile au comportament ondulator: potentialul

scalar ¢, potentialul vector A, campul electric E, campul magnetic B si campul scalar
de calibrare x.
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Exemplu de camp de calibrare x pentru potentialul A
e Fie un camp magnetic B de compo-
nente By=0, By=0 si B.=b.| , _084, 094, ransf. 0.47) ~ 9A!  pal,
Conform definitiei (2.6), componenta =7 oz dy = oz Oy
B.=(Vx ff)z este:
e O reprezentare posibild a Campulul Bcu
ajutorul potentialului vector A poate fi Az=0, Ay=bz, A.=0
cea de componente:
e Aceastd reprezentare nu este unica.
Daci facem o transformare de calibrare , adicd Vyx =cy si Vyx =czx
(c se va determina imediat)
A" = Ay + Vypx =0
e Ca urmare a transformdrii de calibrare A”m A» ::__me b + _'(_: Y
(9.47), noul potential vector A va fi: vy yX =0T TCce
A=A, +V.x=0+4+0
dacd alegem calibrarea ¢ = —b, noile o o o
componente de potential vector devin } — Az=-by, 4,=0 A.=0
e O altd Teprezentare posibild a aceluiasi
camp B cu ajutorul potentialului vector Ap=—— y, Ay=—-z, A.,=0
A, poate fi: 2
=—— c
e Pentru aceeasi transformarea de cali- z = e 2X = 2 Y Y
l-orare., (c se va determina A’; =A,+Vyx=—x+cx
imediat)
Al =A, 4+ V.x=0+0
dacd alegem -calibrarea ¢ = — noﬂe} — A‘; —0, A‘; —bax, A‘/z -0
componente de potential vector devm
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9.10 Invarianta de calibrare in electrodinamica clasica (Rezumat)

Am vazut

e Ecuatia Maxwell (2?.c) V-B=0 (??.0)

—

sugereaza existenta unui potential vector A pentru B_UxA (8.35)

campul magnetic B (8.35) (divergentd de rotor = 0)

Calibrarea potentialului vector A permite addugarea
derivatei spatiale (gradientul) unui cAmp scalar arbitrar A'= A+ Vx 9.47)
X la potentialul vector A (rotor de gradient = 0) (9.47)

aceastd transformare nu modificd cAmpul magnetic B ’ —  invarianta cmpului B.
B =VXxA=Vx(A+Vx)=VxA=8 (9.54)
- : . . OB
e Similar, ecuatia Maxwell (2?.b) VXE=—"" (22.b)
ot
sugereazd existenta unui potential scalar ¢ pentru ~ - oA
campul electric E (8.36) (rotor de gradient = 0) E=-V¢— ot (8.36)
Calibrarea potentialului scalar ¢ permite addugarea 9
derivatei temporale a unui cAmp scalar arbitrar x la ¢’ =¢ — gx (9.48)
potentialul scalar ¢ (9.48) at
aceasta transformare nu modlﬁca campul electric E invarianta Campulu1 E.
8A 8 _,
_—V¢————V¢ i 7oL ¢>—— E (959
e Calibrarea Lorenz (8.42) exprimd o relatie Intre - 1 9¢
potentialele ¢ si A, VA= e ot (8.42)
Pentru transformdrile de calibrare A’ (9.47) si @’ (9.48) i 9%x vy — 0 9.53)
obtinem ecuatia campului de calibrare x c2 Ht2 X = ’
e In notatii covariante, folosind expresia 4-dimensionali FH = grAY — 9V A" (9.36)
a campului electromagnetic prin tensorul F'#¥ (9.36) AP = (¢, j)
Calibrarea 4-potentialului A¥, conform (9.47) si (9.48)| ( A“)' = AH* — 9Hx (9.56)
aceasta nu modificd campul electromagnetic F'*¥ | —— invarianta cAmpului F*¥

In concluzie: Folosind diverse 4-potentiale (A*)’, ce diferd prin derivatele unui cAmp scalar
arbitrar 'y, putem descrie aceeasi electrodinamicd (campuri electromagnetice).

e Cele doua ecuatii Maxwell de mai sus (??.c) si (?2.b) se

A v [T Rl DN VAL
pot scrie sub forma identitétii Bianchi (9.45) OTFHY + OHFY  + 0" F =0 (9.45)

Celelalte doua ecuatii Maxwell (??.a) si (2?.d) de

: OuFH* = —pog¥ 9.42
asemenea se pot scrie sub forma compacta ® HoJ ©-42)




9.11 Rezumat

IVINNZAY I1°6

- Stura B A S Ecuatie propagare
Legit 1]
Ecuatiile Ii/[axwﬂl cgdtura e «amp st Calibrare potentiale Ecuatia potentialelor potentiale
pentru campuri potential i
(p=0,5=0)
V-B=0 6(6 X j) =0 Calibrare potential ff(inva.rian;a B)
7
B - - = .
(1 I ’'=A+Vx (VXxVx=0)
= 3=V xA=VxA=B
(5) ‘ (11)
l Calibrare potentiale A si ¢ (invarianta E)
6 <E A Ecuatie camp de calibrare x
- - 0B X|\E+ 5] =0 I = A+¥ ( 9 o\ sau4-dimensions
BFa 22 t = X +— Vx| sau 4-dimensional =
V X E+ ot 0 —_— o (’)ta (A“)I: Ak — gry Fie calibrarea Lorenz pentru
_V¢ ¢l ¢ - 7X <_67X> — - 3¢’ 1 32
- ot ot V-A"+ poeo— - =0 —ZX w20
2 v ot 2 942 X
— B=-2_9s" |, __o& Gy 0A 04 oo o TN SN B
ot ==t ~ ¢——§—5/éx— o+ Bt Koo X—HoCo o0 =
- —
7_3714_60575 = 0 (Lorenz)
(6) - ot - 13
a2) a3
Calibrarea Coulomb: V- A = 0
) S L) e 9¢
Calibrarea Lorenz: V- -A= “0605 — Sursa de potential A divergent este Bt
o 15) = p
_, 0A _, ——— (V o A) — V2¢ =
E=—-——-V ot 9?2 19?2
G.FE=" ot ¢ — € poeol?l _ = P 107 G2y
€0 . 99 ot? € c? ot?
_—uge()a (Lorenz)
)
— — BE - — — = %) BZA' - = a¢ =, - x4 BZA’ — - 2 1
VXB_MOEOE:MOJ B=V XﬂA Hoo—n — VZA+V <M0605 + V- A) = poJj Ho€o 25 = V2A = poj lﬁ'?’)t? _V2A=0
_ 0A —_— c
@ E = ~5r Vo = 0 (Lorenz)
®) 10
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Capitol 10

Campuri de calibrare (gauge)

10.1 Transformari de calibrare pentru campul electromagnetic

e Am vizut, cu ajutorul transformarilor de calibrare (9.50) (pag.156), am obtinut un camp
scalar x care modifica potentialele scalar ¢ si vector A, fird a modifica insa si cAmpurile
E si B ce deriva din aceste potentiale.

. . . ’_— 9x
e Deci, transformirile de calibrare (9.50) pentru =0 — ot (9.50)
potentialele scalar ¢ si vector A sunt . L '
! — A + X
N . B —
sau n notafii {A (o, A’)_’ (A“)': Ab_ iy ©.51)
4-dimensionale I — (at’ —V)
o Aceste transformadri padstreaza invariante:
— componentele de camp E (9.55) si B (9.54)
— elementele tensorului de camp EM ey (9.36)
— ecuatiile Maxwell omogene O\Fup + 0, F,\+0,F\, =0 (9.45)
— ecuatiile Maxwell neomogene O FH = pgj” (9.42)

in plus, indici existenta unui cAmp de calibrare x (&, t) ce satisface aceeasi ecuatie de
propagare a undelor (9.53)

e O transformare de calibrare globald (independentd de coordonate) cum ar fi translatie cu o
valoare constantd a potentialului scalar ¢’ = ¢+ C' (9.46) implicd o lege de conservare.
In acest caz avem de a face cu conservarea sarcinii electrice (vezi teorema Noether), prin
ecuatia de continuitate (conservarea curentului) (9.25).

e Daci extindem transformarea de calibrare a potentialului electrostatic (scalar) ¢ (9.50), la o
transformare de calibrare locald, dependentd de coordonate, cu midrimea — 0y /9t, aceasta
implica invarianta ecuatiilor Maxwell printr-o schimbare simultand a potentialului vector A
cu 6)(, prin aparitia unui camp de calibrare .

e Putem generaliza: cind o invariantd globald este extinsd la una locald, aceasta atrage existen-
ta unui camp de calibrare (compensare) ce asigurd invarianta locala a ecuatiilor de miscare.

160
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10.1.1 Particula incarcata in camp electric si magnetic (tratare clasica)
Forta Lorentz

e Asupra unei particule, cu sarcind electricd

q ce se migcd cu viteza ¥ in cAmp electric = ( = -»)

s = F=q|E B 10.1

E si camp magnetic B, actioneaza forta q TUX ( )

Lorentz:
e Exprimarea E si B prin potentialele scalar S S % L A Sur

¢ si vector A este: (vezi 8.4, pag. 132) E=-V¢ ot B=Vxa (102
e Inlocuind (10.2) in (10.1), obtinem: F=q <_§¢ — {;A + X (VX _’)>

t

e Dezvoltarea dublului produs vectorial % (6 X A’) — 6({; . A’) —(7- 6) A

—

conduce la expresia fortei Lorentz: F:q(—Vd) — [a + (7 - V)A} + V(7 - A)>

d . OA(Z,t) - dx; 0A(Z,t) OA I
d —A(Z,t)=—F7 —————=—+4(v-V)A
a g ot +; dt  Ox; ot TV
e In final, expresia fortei Lorentz este: ﬁ:q(— Vo — d;‘_f 1V (F - A*)> (10.3)
dt ’

e Pentru a scrie ecuatia de miscare a unei particule de sarcind q aflatd in cAmp electric si mag-

netic stationar, avem nevoie de Lagrangian-ul (3.17) si Hamiltonian-ul (3.20) corespunzator.
ma?

2

e Pentru miscarea unidimensionala: T=

iar V:—/F(:c) dx
e Forta Lorentz (10.3) F(x), inde-
A Fea(-Ve+9( A
pendentd de timp (E = 0): q( ¢+V(@ )>

Lucrul mecanic elementar efectuat de aceasta forta este:

do d(7-A) -
dLmec:F-d:c:—qd—d:c—l-q dr=—qdp+qd@-A)
x
Deci, in final, energia potentiala este: V= —/F(a:) de=qdp—qzA (10.4)
mi?2

S P Y _ : . oL .
e Lagrangian-ul: | L=T—-V = 2 qo+ gt Al p p= B;i::mm—i_qA (10.5)

J

unde 7 = gz este curentul sarcinii q.

- . . . ma? . ma?
e Hamiltonian-ul: H:p:c—Lz(maH—g/A/)a:— 2 —|—q¢>—q/%4 = 2 + qo
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—qA ) —qA)?
e Inlocuind & — p din (10.5) &=L 2 obtinem H= (”2‘1) +qd| (10.6)
m
. . (p—qA)*
Deoarece H = F energia totald, atunci T om =F —q¢
m
e In absenta cAmpului electromagnetic (¢ =0, A =0), 15 Lz
energia totald a particulei este doar energia ei cinetica: T 2m
. . . n . ) —agA
e Deci, cpnmbupa cam[.)ulAul elef:t.ro p — (p —qA) sau Pu — D — qA, (10.7)
magnetic se traduce prin Tnlocuirile: E — (E — q9¢)

10.2 Transformari de calibrare in mecanica cuantica

10.2.1 Ecuatia Schrodinger pentru particula in camp electromagnetic

e Hamiltonian-ul, ca energia totald E a par- (p—qA)? A
ticulei in camp electric si magnetic, expri- “om +qgp=F (10.8)
mat prin operatori, este dat de (10.6) m
e Ecuatia Schrodinger se obtine prin inlo- ST - B EBe—ih 9] 426
cuirile cu operatorii diferentiali (4.26) p—=p==—1 ’ —ETWe (4.26)
1 oY (x,t
adici [(— ihV — qA) q¢]¢(m t) = ih v(@,t) (10.9)
2m ot
1 . 7 o )
sau — = zh(V — qu) 1/:(3: t) = + —qo |Y(x,t) (10.10)
2m h ot h
———— ~—_————
D Do
sau 1 ~\2 .
—(— ihD) W(x,t) = il D° (x,t) (10.11)
2m
e A seremarca introducerea Tn ecuatia Schro- D =v-— 3 qA
dinger pentru particula incarcatd aflata in h (10.12)
camp electromagnetic, a noilor operatori co_ O ()
diferentiali D si D in locul V si 8/8t. D=+ a9
corespunzatori mdrimilor p si F, similar (4.26): p— —ihD ; E — ihD° (10.13)
10.2.2 Transformarea de calibrare a ecuatiei Schrodinger
e Am vizut pag.160, cd potentiale nu sunt unice, ele
pot fi alese diferit, printr-o transformare de calibrare A A=A+ 6X
(9.50). In urma acestor transformdri insd, componen- (9.50)
tele B (9.54) si E (9.55) ale unui camp electromag- b— ¢ =¢p— % ’
netic, riman neschimbate. La fel rdiman neschimbate si
ecuatiile Maxwell (7.13)
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e Solutia ¥ (x, t) a ecuatiei Schrodinger (10.11) descrie complet starea cuanticd de miscare a

particulei incdrcate in potentialele ¢ si A.

Dacid facem aceleasi transformari (9.50) ale potentialelor si in ecuatia Schrodinger (10.10),
solutiile vor descrie oare aceeasi stare fizica ca solutiile 1 (x, t) ale ecuatiei initiele (10.10) ?

Sd facem deci transformadrile de calibrare (9.50) in ecuatia Schrodinger (10.10) pentru particula
in cAmp electromagnetic. Obtinem ecuatia Schrodinger pentru noua functie ¥’ (x, t):

! 'ﬁViA’z’t—'hai”t 10.14
| in(V = faa) [ W@ n =i o4 Tad JW@n a0
\ﬁ_/ \ﬁ—/
D/ DO/
sau
21 (— ihD ')21,0'(:1:, t) = ih (DO ’) W' (2, t) (10.15)
m

S& vedem acum care este legdtura intre 1)’ (solutia ecuatiei (10.15) dupd transformarea de cali-
brare a potentialelor electromagnetice) si v (solutia ecuatiei initiale (10.11)). In acest fel vom
determina conditiile cerute ca 1)’ si descrie aceeasi stare fizici 1), deci ca transformarea de cali-
brare pentru ecuatiile Maxwell sd pastreze simetria (invarianta) si pentru ecuatiile Schrodinger.

Folosind relatiile de calibrare (9.50) ce leagd potentialele A si ¢ de A’ si @', ciutdm relatiile
intre stirile ¥ (x, t) si ¥’ (x, t) ce satisfac ecuatiile Schrodinger (10.11) si respectiv (10.15).

Sd cutim legdtura intre starea initiald v (x, t) si cea finald ¢’ (x, t), sub forma inmultirii cu

un factor de fazi e*9X/" | care nu modifici starea cuantici. Aceasti legituri contine acelasi
camp de calibrare x (, t), folosit in (9.50), ce va trebui determinat. Apoi sd stabilim conditiile
in care aceastd legdturd este asigurata.

Transformarea de calibrare (gauge) a stérii Schro- .
dinger v (x, t) este realizatd printr-o deplasare de Y (z,t) = e IX/ M op(x, t) (10.16)
fazd gx(x, t) locald, la noua stare ¢’ (x, t)

1) si @’ descriu aceeasi stare fizicd. Intr-adevir, densitatea de probabilitate a stirii fizice re-
spective este |1|2 = |1’|2. Conform (10.16) ele se deosebesc printr-un factor de fazi, care in
modul la pitrat se anuleazi: |1)|% =" v’ =p*p.

Deci, aceastd transformare de calibrare, sub forma (10.16), nu modifica marimile observabile
fizic. Este echivalenti cu o rotatie (6.19) de unghi q x(=x,t) !, unde x(z,t) este aceeasi
functie de calibrare din cazul (9.50) al transformadrii potentialelor ¢ si A.

'Fie starea v de forma A
Y = e'* = cosa +isina Y ———(P———:\V

i i &

"/’I: e = etlate) *

b’ este 1 rotit cu unghiul ¢.
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e Si trecem acum sd verificdm cd, la fel cum transformarea de calibrare (9.50) a potentialelor
¢ si A nu modifica ecuatiile Maxwell, nici transformarea de calibrare (10.16) a functiilor
de stare ¥ (x, t), nu modifici ecuatia Schrodinger.

e Pentru aceasta vom inlocui functia transformatd v’ (x,t) (10.16) 1n ecuatia Schrodinger
transformata (10.15).

— Intdi determinim actiunea operatorului D’ din (10.15) la puterea intai, cu transfor-
marea de calibrare (9.50) pentru A’ = A+ Vx i (10.16) pentru v’ = eWX/hz[):

— =
D'y’ = (V — ;;LqA'> P = [V — ;qA — ;q(Vx)] [eiq"/h 14 ‘ calculam derivata V
:WJF e /(v ;quiqx/h¢ _W
— eiqx/h<v— 2qA>¢:ein/hﬁ¢ (10.17)
D
sau lj/¢' — etax/h 1“)1/, (10.18)

e Desi factorul de fazd x(x, t) este afectat de operatorul gradient V el trece mai departe de
operatorul D’ pe care il schimbd in operatorul D. Transformarea de calibrare (10.18) a
derivatei covariante D1 se face la fel ca tansformérea (10.16) ¥ (x, t) — 9’ (x, t).

e Similar (10.18), actiunea operatorului (ﬁo)/ o, ' )
din (10.15), folosind transformarea de cali- (D%) 'y’ = etax/h (Dow) (10.19)
brare (9.50) pentru ¢’ = ¢p— dx/Ot, va da:

e Sd trecem acuma la ecuatia Schrodinger cu transformarea de calibrare (10.15), adica

—— repetdam aceleasi operatii ce ne-au condus la D'y’ = et9%/" Dap (10.18)
de data asta pentru pdtratul operatorului din aceastd ecuatie,

1 ~ \2 . 1 N2
—(— ihD’) W = e’qx/ﬁ—(—z’ﬁp) W ‘ folosim (10.11)
2m 2m
| —

— etax/h (ihﬁoz,b) ‘ folosim (10.19)
= ih D% 4’ (10.20)
e Ecuatia Schrodinger pentru 1)/, dupd transformarea de calibrare (10.15), este identicd cu

ecuatia Schrodinger (10.11) initiala pentru ).

Astfel am verificat c¢i transformarea (10.16) de calibrare a functiei de stare v» — 1/, asigurd

invarianta ecuatiilor Schrodinger pentru o particula incércata aflata in cAmp electromagnetic (10.11),
folosind acelasi cAmp local de calibrare x (x, t).
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Invarianta observabilelor la transformarea de calibrare electromagnetica

e Si ardtim acum cd v gi v’ descriu si aceleasi observabile.
Aceasta este clar pentru densitatea de probabilitate |1|? = |1’|2, deoarece conform (10.16) ele
se deosebesc printr-un factor de fazi, care in modul la pitrat este unitar: |1p’|2 = 1p*4p’ = p*p.

e Totusi, unele observabile ce contin operatori derivate ca V sau 0 /0t, de exemplu curentul (4.48):
¥* (V) — (V4p*)p, nu sunt invariante.

e Se poate verifica cd acest curent nu este invariant la transformarea de calibrare (10.16) 1) — v/,
deoarece faza x (x, t) depinde de x. Totusi putem obtine un curent invariant de calibrare (gauge)
daci inlocuim in expresia curentului V. — D (si 8/8t — D?0), atunci

¢*'(1‘)’¢') - q,b*e—in(Dz,b) — *D b (10.21)

e In acest fel identitatea stérilor fizice descrise prin 1) si 1)’ se restabileste, inclusiv curentul sau
chiar observabilele exprimate cu aceste functii de stare. De altfel, egalitatea dintre primul si
ultimul termen din (10.21) reprezinta invarianta de calibrare.

e In notatii 4-dimensionale, sub forma Lorentz co-
variantd, transformarea de calibrare electromag- Al — ATH = AF — OFx
neticd, simultan a 4-potentialului A* (9.50) si a . (10.22)
functiilor de stare 1), se poate scrie: Y — = etax/h Y

e La fel, derivatele (10.12) si actiunea lor (10.18)
si (10.19) asupra functiilor de stare 1), ce asigura
invarianta la transformarea de calibrare (10.22),
definesc derivatele covariante de calibrare:

3”—>1§“EB“+EqA“
h (10.23)

1“)’#¢/ — etax/h 1“)M¢

e In concluzie, orice ecuatie cuanticd ce contine operatorul d* poate fi facuta invarianta la o
transformarea de calibrare (10.22). In particular, invarianta ecuatiilor Maxwell si a ecuatiei
Schrodinger pentru particula liberd, dupd conectarea interactiei electromagnetice, se asigura
prin includerea unui potential de compensare x (x,t). Aceasta presupune transformarea de
calibrare (a potentialelor electromagnetice si a functiilor de stare 1)) conform (10.22), si
inlocuirea derivatelor cu derivatele covariante (10.23).

e In rezumat: Am plecat de la transformarile de calibrare (9.50) ale potentialelor electromag-
netice A* — A" = AH — 9H, care pistreazi invariante ecuatiile Maxwell.

e Pentru o particuld incércata q in camp electromagnetic, asigurarea invariantei ecuatiei cuantice
de migcare (ecuatia Schrodinder) implicd includerea unei deplasdri de faza pentru starea de
particuld liberd: 1 (x,t) — ¥’ (x,t) = e?IX/Map(x, t).

o In acest fel transformarea de calibrare ¢ — ¢ =¢—0x/0t
electromagneticd, ce asigurd invarianta ,
ecuatiei de miscare (Schrodinger) cu aju- A— A"=A+Vx (10.24)

torul cAmpului scalar x (x, t), este data de:

P — P (x,1) = eI/ M p(a, t)
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e Deci, noi am plecat de la ecuatia Schrodinger de miscare a unei particule incarcate in camp
electromagnetic (10.9), ca fiind cunoscutd:

[1<— 1hV — qA)2—|- q¢]¢(m,t) — iha’lbgz,t)

2 (10.9)
apoi am aplicat transformarea de calibrare (10.24) a potentialelor si a functiei de stare si am obtinut
invarianta de calibrare a ecuatiei Schrodinger.

A se remarca faptul ca nu avem o invarianta in cazul ecuatiei Schrodinger de particula libera (sau a
oricdrei ecuatii cuantice de particuld liberd). Adicd, daca ¢ (x, t) este solutia ecuatiei Schrodinger
de particuld liberd, v’ (x, t) nu mai este solutie a aceleiasi ecuatii Schrodinger, deoarece acum
V si 0/0t actioneazi si asupra x (x,t). Ecuatia Schrodinger trebuie modificatd prin inlocuirea
derivatelor cu derivatele covariante (10.23). Dar noua ecuatie Schrodinger nu mai descrie migcarea
unei particule libere. Adica apare un camp de forte Tn care se migcd particula noastrd. Acest camp
este, in acest caz, cAmpul de potentiale electromagnetice A*.

Procedura inversa. Introducere campuri de calibrare.

Putem introduce un cadmp de calibrare (in cazul de fatd cAmpul electromagnetic A*) in urma
unor transformari locale de faza prin cerinta de invariantd de calibrare (gauge) a ecuatiilor de
miscare.

In cazul nostru, impunem modificarea ecuatiei de miscare Schrédinger pentru particula libera:

1 oY
— (—ihV)? ¢ = ih 10.25
om (—ihV)" ¢ =i ot ( )
prin transformarea locala de faza P — P (x,t) = @) (a, t) (10.26)

dar aceastd transforare nu asigurd invarianta ecuatiei Schrodinger de particuld liberd.

Pentru a satisface invarianta la o transformare locala de faza (10.26), trebuie sd modificim ecuatia
Schrodinger de particuld liberd, prin inclderea unor termeni care sd compenseze aparitia termenilor
in urma derivatelor V si @/t asupra factorului de fazd a(x, t).

Deci, pentru a face o transformare locald de fazi, trebuie sd introducem un camp de forte anume,
care sa modifice in sens invers starea particulei incircate. De fapt noi stim ca acest camp este
cel electromagnetic A* = (¢, A), care trebuie inclus cu ajutorul factorului de faza a(x,t) =
q x(x, t). Astfel ecuatia Schrodinger (10.25) pentru particula liberd, se modifica la forma (10.10)

L in(v - A)zw( ty=in( 2 1 Lae |u(ant) (10.10)
2m ’ hq TE = ot hq a:, '
—_——— —_——————
D Do
, 10a
¢ — @ = ¢ — *E
cu conditia ca A si ¢ sa satisfaca transfor- q (10.27)
marea de calibrare A A=At EVa
q

In acest fel ecuatia Schrodinger descrie interactia unei particule incircate cu un camp elec-
tromagnetic A, ¢.



