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9.9 Transformari de calibrare pentru cimpul electromagnetic

e In expresia (8.35) a campului B prin potential: B=V x A
si In expresia (8.36) a campului E prin potentiale: E = —V¢ — —

intervin doar derivatele acestor potentiale. De aceea, in determinarea functiilor de potential
o(x,y, 2z, t) si ff(a:, Y, z, t), pentru nigte functii de cAmp E(m, Y, z,t) si E(a:, Y, z,t)
date, va trebui sd alegem constantele de integrare potrivite.

In acest fel obtinem calibrarea valorilor de potential.

e De exemplu dacd luam doar campul elec- ¢ =¢p+ C (9.46)
trostatic E = —qu prin adiugarea la .
potentialul ¢ a unei marimi C' indepen- nu modificd F, &
dentd de coordonate (VC' = 0), se obtine B L —— .
calibrarea potentialului scalar ¢ E'=-V((@p+ C)=-Vo=

9.9.1 Transformari de calibrare pentru potentialele ¢ si A
e Pentru a pastra invariant cimpul magnetic (8.35): B=VxA

putem face o transformare generald a potentialului vector A, prin addugarea gradlentulul
(derivata spatiald a) unei functii scalare 'y, deoarece rotor de gradient este zero: v xVx 0.
In acest fel realizdm calibrarea potentialului A. Ca urmare,

e Potentialul vector /T, dupa trans—} A=A + ﬁx 9.47)
formarea de calibrare, va fi,

cu derivata spatiala
Intr-adevar, B'=VXA'=Vx(A+Vx)=VxA=B

— —
e Transformarea A’ = A

+VX] E=-Vo—— =-Vo—— —
(9.47) asigurd invarianta B, dar 9 9A ot ot
nu si invarianta E: = _§< s hufnl
' E ¢+ 8t) ot
L N A
e Pentru a asigura si invarianta cAmpului electric (8.36) E = —Vq& -ve

dupd cum in transformarea de calibrare (9.47) la potentialul vector A am
addugat derivata spatiala ex aici, la potentialul scalar ¢ adaugdm derivata
temporald —dx /0t, care anuleaza noul termen apérut dx /9t mai sus, resta-
bilind si invarianta E.

brare a potentialului scalar ¢ este ¢ =0 - ot (9.48)

cu derivata temporald

Astfel, transformarea de cali—} ox
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e Intr-adevdr, acum avem invarianta atat a campului electric E (8.36) cat si a campului mag-

netic B (8.35):
Fot ag ;/é Fo A _
_—— X e JE—
ot ot (9.49)

—VxA = Vx(A+vx) VxA=B

¢_

e In concluzie, transformarea campului E prin variatia spatiald a componentei dx /0t a

potentialului scalar (9.48), este compensatd de variatia temporald a componentei ﬁx a
potentialului vector (9.47) (vezi termenii ce se anuleazd reciproc in expresia E’ (9.49)).
La fel, campul B este invariant la transformarea potentialului vector cu gradientul 6)(.
Deci, E si B, 1a fel si ecuatiile Maxwell, rdman neschimbate (invariantd) dacd facem
simultan transformarile de calibrare (9.47) si (9.48) ale potentialelor electromagnetice. De
aceea, cAmpurile de calibrare de tip x (&, t) se mai numesc si cAmpuri de compensare.

e Nota importanti: Cind se va trece la cuantificarea campurilor, potentialele joacd rolul
functiilor de unda din mecanica cuantica.

9.9.2 Ecuatia campului x de calibrare Lorenz

e Transformirile de calibrare pen- = — %
tru potentialul scalar ¢ (9.48) si ot (9.50)
p?ten;ialul vector A (9.47), am A=A + ﬁx
vazut sunt:
sau sub formi 4-dimensionald A:L =A,—08,x sau AM=AF—09*x (9.51)
d ¢/c
Ap= (¢/c —A> ;o Ak = ( i
unde componentele si operatorii 1
4-dimensionali sunt 1 — 0O
o, = <8t V) ; o =|c
N —V
e Calibrarea Lorenz (8.42) exprimd o relatie Intre poten-
. . -" . . . o . . 1 a .
tialele ¢ §1VA. Var.lag.la spatiald 31 potenpa.lulul Yector estef 1 7¢ LV.A=0 9.52)
compensatd de variatia temporald a potentialului scalar. c2 Ot
e Inlocuind (9.50) in calibrarea Lorenz (9.52) pentru A” si ¢/, avem,
1 0¢' o 10¢ 18*x = -
V- A= —— - 24 V. A4+Vix=
c2 ot + c2 ot 2 ot? + VX
- L9 . 4| 18X g2 ia undel 9.53)
—_— A= ——F — = ecuatia undelor .
c? ot c? ot? X !
=0 (9.52)

e Rezultd ci atat A’ si @’ cat si A si ¢ satisfac (pentru orice unda scalara x) transformarea
de calibrare Lorenz (9.52).

e Observatie. In calibrarea Lorenz toate marimile au comportament ondulator: potentialul

scalar ¢ si vector A, campul electric E si magnetic B, si cAmpul scalar de calibrare x.
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Exemplu de camp de calibrare x pentru potentialul A

e Fie un camp magnetic B de compo-
nente Bp=0, B,=0 si B,=b. B.— 0A, _ 0A, transf. (9'47)B _ 3A; 0A/

27 9r oy

Conform definitiei (2.6), componenta =7 oz dy
B.=(Vx ff)z este:

e O reprezentare posibild a Campulul Bcu
ajutorul potentialului vector A poate fi
cea de componente:

A,=0, A,=bz, A,=0

e Aceastd reprezentare nu este unica.
Daca facem o transformare de calibrare

(c se va determina imediat)

adica Vyx=cy si Vyx=cx

A;: _’m + Vex=0+cy
AZ/ y—i—Vyx bx+cx

e Ca urmare a transformarii de calibrare
9. 47) A= A—I—Vx, noul potential vec-

tor A’ va fi: Al =A, +V.x=0+0
: I — _— =
componente de potential vector devin == by, Y ==0
e O altd Teprezentare posibild a aceluiasi b
camp B cu ajutorul potentialului vector Ap=—— y, Ay= 5 z, A,=0

A, poate fi:

1

b
A=A, +Vox=——y+ec
e Pentru aceeasi transformarea de cali- * * 2X = 2 Y Y

brare, (c se va determina

imediat)

dacd alegem -calibrarea ¢ = > noile

dacd alegem calibrarea ¢ = —b, no1le} i A —0, A =

componente de potential vector devm
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9.10 Invarianta de calibrare in electrodinamica clasica (Rezumat)

e Ecuatia Maxwell (7.13.c) V-B=0 (7.13.0)

sugereazd existenta unui potential vector A pentru
campul magnetic B (8.35) (divergenta de rotor = 0)

—

V xA (8.35)

&
Il

Calibrarea potentialului vector A permite addugarea
derivatei spatiale (gradientul) unui cAmp scalar arbitrar A=A+ Vx (9.47)
X la potentialul vector A (rotor de gradient = 0) (9.47)

aceastd transformare nu modifici cAimpul magnetic B ’ —  invarianta cAmpului B.
B =VXxA=Vx(A+Vx)=VxA=8 (9.54)
- : . . 9B
e Similar, ecuatia Maxwell (7.13.b) VXE=—"" (7.13.b)
ot
sugereazd existenta unui potential scalar ¢ pentru ~ - A
campul electric E (8.36) (rotor de gradient = 0) E=-V¢— ot (8.36)
Calibrarea potentialului scalar ¢ permite addugarea 9
derivatei temporale a unui cAmp scalar arbitrar x la ¢ = ¢ — ox (9.48)
potentialul scalar ¢ (9.48) ot
aceastd transformare nu modiﬁcﬁ campul electric E invarianfa campului E.

—8 =-V V/%— — -V —aA—E’ (9.55)
d) T as ¢ t Tar a/éx— E— .

e Calibrarea Lorenz (8.42) exprimd o relatie intre potentialele

- — — 1
¢ si A, variatia spatiald a potentialului vector este egald cu V-A= —72% (8.42)
variatia temporala de sens invers a potentialului scalar. c* ot
Pentru transformdrile de calibrare A’ (9.47) si ¢/ (9.48) 1 9%x Uiy — 0 9.53)
obtinem ecuatia campului de calibrare x c2 ot2 X = ’

Y = gHAY — OV AV (9.36)
e In notatii covariante, folosind expresia 4-dimensionala ®/c
a campului electromagnetic prin tensorul F'#¥ (9.36) AP = ( )

A
Calibrarea 4-potentialului A*, conform (9.47) si (9.48)| AP = AF — gty (9.56)
aceasta nu modificd campul electromagnetic F'*¥ | ——  invarianta cAmpului F*¥

In concluzie: Folosind diverse 4-potentiale A, ce diferd prin derivatele unui cAmp scalar x,
putem descrie aceeasi electrodinamicd (cAmpuri electromagnetice).

e Cele doud ecuatii Maxwell de mai sus (7.13.c) si (7.13.b)

A uv [7% ni 7N VAL —
se pot scrie sub forma identitdtii Bianchi (9.45) OFHT +ORFY+9"F =0 (9.45)

Celelalte doud ecuatii Maxwell (7.13.a) si (7.13.d) de

. O F* = —pugjg¥ 9.42
asemenea se pot scrie sub forma compacta ® Hod (0-42)




9.11 Rezumat

IVINNZAY I1°6

- Stura B A S Ecuatie propagare
Legit 1]
Ecuatiile Ii/[axwﬂl cgdtura e «amp st Calibrare potentiale Ecuatia potentialelor potentiale
pentru campuri potential i
(p=0,5=0)
V-B=0 6(6 X j) =0 Calibrare potential ff(inva.rian;a B)
7
B - - = .
(1 I ’'=A+Vx (VXxVx=0)
= 3=V xA=VxA=B
(5) ‘ (11)
l Calibrare potentiale A si ¢ (invarianta E)
6 <E A Ecuatie camp de calibrare x
- - 0B X|\E+ 5] =0 I = A+¥ ( 9 o\ sau4-dimensions
BFa 22 t = X +— Vx| sau 4-dimensional =
V X E+ ot 0 —_— o (’)ta (A“)I: Ak — gry Fie calibrarea Lorenz pentru
_V¢ ¢l ¢ - 7X <_67X> — - 3¢’ 1 32
- ot ot V-A"+ poeo— - =0 —ZX w20
2 v ot 2 942 X
— B=-2_9s" |, __o& Gy 0A 04 oo o TN SN B
ot ==t ~ ¢——§—5/éx— o+ Bt Koo X—HoCo o0 =
- —
7_3714_60575 = 0 (Lorenz)
(6) - ot - 13
a2) a3
Calibrarea Coulomb: V- A = 0
) S L) e 9¢
Calibrarea Lorenz: V- -A= “0605 — Sursa de potential A divergent este Bt
o 15) = p
_, 0A _, ——— (V o A) — V2¢ =
E=—-——-V ot 9?2 19?2
G.FE=" ot ¢ — € poeol?l _ = P 107 G2y
€0 . 99 ot? € c? ot?
_—uge()a (Lorenz)
)
— — BE - — — = %) BZA' - = a¢ =, - x4 BZA’ — - 2 1
VXB_MOEOE:MOJ B=V XﬂA Hoo—n — VZA+V <M0605 + V- A) = poJj Ho€o 25 = V2A = poj lﬁ'?’)t? _V2A=0
_ 0A —_— c
@ E = ~5r Vo = 0 (Lorenz)
®) 10
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Capitol 10

Campuri de calibrare (gauge)

10.1 Transformari de calibrare pentru campul electromagnetic

e Am vizut, cu ajutorul transformérilor de calibrare (9.50) (pag.156), am obtinut un camp
scalar x care modificd potentialele scalar ¢ si vector A, fird a modifica insd si campurile
E si B ce deriva din aceste potentiale.

Deci, transformdrile de calibrare (9.50) pentru =¢— (9.50)
potentialele scalar ¢ si vector A sunt )
é L A=A+ VX
. . z ~ o,
sau in not.apl Ar—| ¢ or—| ¢ AT = AR _ Py ©9.51)
4-dimensionale - -
A -V
Aceste transformari pdstreaza invariante:
— componentele de camp E (9.55) si B (9.54)
— elementele tensorului de camp EM ey (9.36)
— ecuatiile Maxwell omogene O\Fu +0,F,\+0,F\, =0 (9.45)
— ecuatiile Maxwell neomogene O FH = pog” (9.42)

— in plus, indic# existenta unui cAmp de calibrare x (&, t) ce satisface aceeasi ecuatie de
propagare a undelor (9.53)

O transformare de calibrare globald (independentd de coordonate) cum ar fi translatie cu o
valoare constanti a potentialului scalar ¢’ = ¢+ C' (9.46) implici o lege de conservare.
In acest caz avem de a face cu conservarea sarcinii electrice (vezi teorema Noether), prin
ecuatia de continuitate (conservarea curentului) (9.25).

Dacié extindem transformarea de calibrare a potentialului scalar ¢ (9.50), la o transfor-
mare de calibrare locald (dependentd de coordonate) cu mirimea — 8/ 9t, aceasta asigura
invarianta ecuatiilor Maxwell doar printr-o schimbare simultani si a potentialului vector A
cu 6){. In acest fel invarianta este asiguratd prin aparitia acestui cimp de calibrare x.

Transformarile locale de calibrare (9.50), atrag ex1sten§a unui camp de calibrare (compen-
sare) x(x, t) ce as1gura invarianta observabilelor B si E si implicit a ecuatiilor Maxwell
(ecuatii de “migcare” pentru campul electromagnetic).

160
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10.1.1 Particula incarcata in camp electric si magnetic (tratare clasica)
Forta Lorentz

e Asupra unei particule, cu sarcind electricd

q ce se migcd cu viteza ¥ in cAmp electric = ( = -»)

s = F=q|E B 10.1

E si camp magnetic B, actioneaza forta q TUX ( )

Lorentz:
e Exprimarea E si B prin potentialele scalar S S % L A Sur

¢ si vector A este: (vezi 8.4, pag. 132) E=-V¢ ot B=Vxa (102
e Inlocuind (10.2) in (10.1), obtinem: F=q <_§¢ — {;A + X (VX _’)>

t

e Dezvoltarea dublului produs vectorial % (6 X A’) — 6({; . A’) —(7- 6) A

—

conduce la expresia fortei Lorentz: F:q(—Vd) — [a + (7 - V)A} + V(7 - A)>

d . OA(Z,t) - dx; 0A(Z,t) OA I
d —A(Z,t)=—F7 —————=—+4(v-V)A
a g ot +; dt  Ox; ot TV
e In final, expresia fortei Lorentz este: ﬁ:q(— Vo — d;‘_f 1V (F - A*)> (10.3)
dt ’

e Pentru a scrie ecuatia de miscare a unei particule de sarcind q aflatd in cAmp electric si mag-

netic stationar, avem nevoie de Lagrangian-ul (3.17) si Hamiltonian-ul (3.20) corespunzator.
ma?

2

e Pentru miscarea unidimensionala: T=

iar V:—/F(:c) dx
e Forta Lorentz (10.3) F(x), inde-
A Fea(-Ve+9( A
pendentd de timp (E = 0): q( ¢+V(@ )>

Lucrul mecanic elementar efectuat de aceasta forta este:

do d(7-A) -
dLmec:F-d:c:—qd—d:c—l-q dr=—qdp+qd@-A)
x
Deci, in final, energia potentiala este: V= —/F(a:) de=qdp—qzA (10.4)
mi?2

S P Y _ : . oL .
e Lagrangian-ul: | L=T—-V = 2 qo+ gt Al p p= B;i::mm—i_qA (10.5)

J

unde 7 = gz este curentul sarcinii q.

- . . . ma? . ma?
e Hamiltonian-ul: H:p:c—Lz(maH—g/A/)a:— 2 —|—q¢>—q/%4 = 2 + qo
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—qA _ —qA)?
e Inlocuind & — p din (10.5) &=L 2 obtinem H= (”2‘1) +qd| (10.6)
m
B . ) . (p—qA)?
Deoarece H = FE energia totald, atunci om =F —q¢
m

e In absenta campului electromagnetic (¢ =0, A =0), B Lz

energia totala a particulei este doar energia ei cinetica: T 2m
e Deci, cpntribu;ia cﬁmpulAui elef:t.ro— p — (p —qA) sau Pu — Pu — qA, (10.7)

magnetic se traduce prin Inlocuirile: E — (E — q9¢)

10.2 Transformari de calibrare in mecanica cuantica

10.2.1 Ecuatia Schrodinger pentru particula in camp electromagnetic

e Hamiltonian-ul, ca energia totald E a par- (p—qA)? A
ticulei in camp electric si magnetic, expri- ~2m +qgp=F (10.8)
mat prin operatori, este dat de (10.6) m
e Ecuatia Schrodinger se obtine prin inlo- ST - E—Ee—ih 3] 426
cuirile cu operatorii diferentiali (4.26) p—=p==1t ’ TETWe (4.26)
1 2 oY(x,t
adica —(— thV — qA) + qo | P(x,t) = ik (@, t) (10.9)
2m ot
1 , i 2 (o i
sau — = zh(V — qu> P(x,t) = ih| — 4+ —qod |Y(z,t) (10.10)
2m h ot  h
N—— ——
D Do
sau 1 . 2 .
—(— th) W(z,t) = ih Do ¥ (x, t) (10.11)
2m
e A se remarca introducerea in ecuatia Schro- 0 T
: o o s Do= — + —q¢
dinger pentru particula incdrcatd aflatd in ot h 10.12
camp electromagnetic, a noilor operatori i (10.12)
diferentiali Dg si D in locul 8/t si V De= Vi — - qAx (k=1,2,3)
sau
definiti ca derivatele covariante de calibrare D. — 7 A . 10.13
D,, pentru campul electromagnetic: p=0ut %q p (1=0,1,2,3) (10.13)

corespunzdtori marimilor p si E, similar (4.26): pr — —ihDy ;3 E — ihDgy  (10.14)

10.2.2 Transformarea de calibrare a ecuatiei Schrodinger

e Am viazut pag.155, cé potentiale nu sunt unice, ele pot fi alese , dx
diferit cu transformarile de calibrare (9.50). In urma acestora, ¢— ¢ =¢— ot
componentele B (9.54) si E (9.55) ale campului EM rdman N I
neschimbate. La fel raiman si ecuatiile Maxwell (7.13). A— A=A+ Vx
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Solutia ¥ (x, t) a ecuatiei Schrodinger (10.11) descrie complet starea cuantici de migcare a
particulei incércate in potentialele ¢ si A.

Daci facem aceleasi transformari (9.50) ale potentialelor si in ecuatia Schrodinger (10.10),
solutiile vor descrie oare aceeasi stare fizica ca solutiile v (x, t) ale ecuatiei initiele (10.10) ?

Sa facem deci transformadrile de calibrare (9.50) in ecuatia Schrodinger (10.10) pentru particula
in cAmp electromagnetic. Obtinem ecuatia Schrodinger pentru noua functie ¥’ (x, t):

L infy = tga) v =in( 2 4 P qe | (ant 10.15
m[—z< _ﬁq )]w(w,)—z a+£CI¢ P'(x,t) (10.15)
—_——— —_——————
D’ Dq’
sau
1 2
S (— ihD ') V' (x,t) = ih (DO ’) W' (2, 1) (10.16)

S& vedem acum care este legétura Intre 1)’ (solutia ecuatiei (10.16) dupi transformarea de cali-
brare a potentialelor electromagnetice) si @ (solutia ecuatiei initiale (10.11)). In acest fel vom
determina conditiile cerute ca 1)’ sd descrie aceeasi stare fizici 1, deci ca transformarea de cali-
brare pentru ecuatiile Maxwell si pastreze simetria (invarianta) si pentru ecuatiile Schrédinger.

Folosind relatiile de calibrare (9.50) ce leagd potentialele A si ¢ de A’ si @', ciutdm relatiile
intre stirile ¥ (x, t) si ¥’ (x, t) ce satisfac ecuatiile Schrodinger (10.11) si respectiv (10.16).

Sd cdutim legdtura intre starea initiald v (x, t) si cea finald ¢’ (¢, t), sub forma inmultirii cu

un factor de fazi e*9X/" | care nu modifici starea cuantici. Aceastd legituri contine acelasi
camp de calibrare x (x, t), folosit in (9.50), ce va trebui determinat. Apoi sd stabilim conditiile
in care aceastd legdtura este asigurata.

Transformarea de calibrare (gauge) a stérii Schro- .
dinger ¥ (x, t) este realizata printr-o deplasare de P (z,t) = e x/h P (x,t) (10.17)
fazd qx(x, t) locald, la noua stare ¢’ (x, t)

1 si 1P’ descriu aceeasi stare fizicd. Intr-adevir, densitatea de probabilitate a stirii fizice res-
pective este ||? = |1’|2. Conform (10.17) ele se deosebesc printr-un factor de fazi, care in
modul la pitrat se anuleazi: |1)|% =" v’ =p*p.

Deci, aceastd transformare de calibrare, sub forma (10.17), nu modifica marimile observabile
fizic. Este echivalenti cu o rotatie (6.19) de unghi q x (=, t) !, unde x(z,t) este aceeasi
functie de calibrare din cazul (9.50) al transformadrii potentialelor ¢ si A.

'Fie starea v de forma A
Y = e'* = cosa +isina Y ———(P———:\V

i i &

"/’I: e = etlate) *

b’ este 1 rotit cu unghiul ¢.
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e Si trecem acum sd verificdm cd, la fel cum transformarea de calibrare (9.50) a potentialelor
o si A nu modifici ecuatiile Maxwell, nici transformarea de calibrare (10.17) a functiilor
de stare ¥ (x, t), nu modifici ecuatia Schrodinger.

e Pentru aceasta vom inlocui functia transformati v’ (x,t) (10.17) in ecuatia Schrodinger
transformata (10.16).

—— Intii determindm actiunea operatorului D’ din (10.16) la puterea intai, cu transfor-
marea de calibrare (9.50) pentru = A’ = A+ Vx i (10.17) pentru 1)’ = e*9X/Mqp:

DI

D'y’ = (V — ;LqA'> P’ = [V — qu — zq(Vx)] [eiq"/h 14 ‘ calculam derivata V

h h
:W-i- eiQX/h<V1,b) — ;quin/h1P —W
_ eiqx/h<v_ %qA>¢:eiqx/ﬁD¢ (10.18)
—_———
D
sau D’y = e*9X/T Do (10.19)

e Desi factorul de fazd x (x, t) este afectat de operatorul gradient V el trece mai departe de
operatorul D’ pe care il schimbd in operatorul D. Transformarea de calibrare (10.19) a
derivatei covariante D) se face la fel ca tansformarea (10.17) ’(x,t) = e*? X/ Tap.

e Similar (10.19), actiunea operatorului (DO)/ ) .
din (10.16), folosind transformarea de cali- (Do)’ = etax/h <D01p> (10.20)
brare (9.50) pentru ¢’ = ¢ — dx/dt, va da:

e Sd trecem acuma la ecuatia Schrodinger cu transformarea de calibrare (10.16), adica
— Ciautdm si actiunea derivatei covariante de ordin doi (D’ ) 21/)' . Pentru aceasta, repetim

operatiile (10.18) ce ne-au dat rezultatul actiunii derivatei covariante de ordin intai (10.19):

(D/)2¢/:D/ (D'y")=D’ (ein/hD¢> — {V _ %qA _ :’LQ(VX)] [ein/hD’(/)}

_E i iqgx/h _i igx/h _E i
_We V(D‘/’) pade (D’/’) W (10.21)

= etax/h(v - %qA)sz = el aX/h D2y,
—_———
D

o Intr-adevir, ecuatia Schrodinger (10.16) este invariantd la calibrarea (10.17). Folosind (10.21),

1 2 . 1 2
—(— z'hD’) W = e’qX/h—<—ihD> W ‘ folosim (10.11)
2m 2m
—_—

— etax/h (z‘thb) ( folosim (10.20)
= ih Do’ ¢’ (10.22)

Astfel am verificat c¢i transformarea (10.17) de calibrare a functiei de stare v» — 1/, asigurd
invarianta ecuatiei Schrédinger (10.16) pentru o particuld incarcatd aflatd in camp electromagnetic
(10.11), folosind acelasi camp local de calibrare x(x, t).
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Invarianta observabilelor la transformarea de calibrare electromagnetica

e Si ardtim acum cd 1 si v’ descriu si aceleasi observabile.
Aceasta este clar pentru densitatea de probabilitate |1p|? = |1’|2, deoarece conform (10.17) ele
se deosebesc printr-un factor de fazi, care in modul la pitrat este unitar: |1p’|2 = 1p’*1p’ = p*p.

e Totusi, unele observabile ce contin operatori derivate ca V sau 0 /0t, de exemplu curentul (4.48):
¥* (V) — (V4p*)ap, nu sunt invariante.

e Se poate verifica cd acest curent nu este invariant la transformarea de calibrare (10.17) 1 — v/,
deoarece faza x(x, t) depinde de x. Totusi putem obtine un curent invariant de calibrare (gauge)
daci nlocuim in expresia curentului V. — D (si 8/8t — Dy), atunci tinant cont si de (10.19),
avem

™! (D'T/)/> — 1[)*6_in (einDT/J) =Y*D (10.23)

e In acest fel identitatea stérilor fizice descrise prin 1 si @’ se restabileste, inclusiv curentul sau
chiar observabilele exprimate cu aceste functii de stare. De altfel, egalitatea dintre primul si
ultimul termen din (10.23) reprezintd invarianta de calibrare.

e In notatii 4-dimensionale, sub forma Lorentz co- A ;
s . ] pn— A W= A, — Oux
variantd, transformarea de calibrare electromag (10.24)
neticd, simultan a 4-potentialului A, (9.50) si a b s = eiax/hy .
functiilor de stare 1), se poate scrie:
e La fel, tindnd cont de
1 . 10) o :
BH:<8t V> Au:< —A> 9. —D. = _|_'L
= - q A
. c ' . c . (7 7 wTy w (10.25)
derivatele (10.12) si actiunea lor (10.19) si D' — eiax/h D
(10.20) asupra functiilor de stare 1), definesc I‘¢ — ¢ ¥
derivatele covariante de calibrare:

e In concluzie, orice ecuatie cuanticd ce contine operatorul 9" poate fi facuta invarianta la o
transformarea de calibrare (10.24). In particular, invarianta ecuatiilor Maxwell si a ecuatiei
Schrodinger pentru particula liberd, dupd conectarea interactiei electromagnetice, se asigurd
prin includerea unui potential de compensare x (x,t). Aceasta presupune transformarea de
calibrare (a potentialelor electromagnetice si a functiilor de stare 1) conform (10.24), si
inlocuirea derivatelor cu derivatele covariante (10.25).

e Inrezumat: Am plecat de la transformadrile de calibrare (9.50) ale potentialelor electromag-
netice A, — AL = A, — 9, care pistreazd invariante ecuafiile Maxwell.

e Pentru o particuld incércatd g in camp electromagnetic, asigurarea invariantei ecuatiei cuantice
de migcare (ecuatia Schroédinder) implicd includerea unei deplasiri de fazd pentru starea de
particuli liberd: 1 (x,t) — ¥’ (x,t) = e?IX/Map(x, t).

e In acest fel transformarea de calibrare elec- ¢ — ¢ =¢—0x/0t
tromagneticd, asigurd invarianta ecuatiei ,
de miscare (Schrodinger) cu ajutorul A— A'= A+ Vx (10.26)

campului scalar x(x,t), sub forma trans- , iax/h
formadrilor: Y — Y(x,t) = "IN p(x, 1)
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Rezumat

e Deci, noi am plecat de la ecuatia Schrodinger (10.9) de miscare a unei particule Incdrcate Tn
camp electromagnetic, aici scrisd sub forma:

1 . 2 L 0Y(x,t
[2771 (— 1thV —qA ) ] P(x,t) = (zhét’) —qo ) Y(z,t) (10.9)
e Am aplicat transformarea de ¢ — ¢ =¢—x/0t
calibrare (10.26) a potentialelor ,
electromagnetice (¢, A) si a A— A=A+ Vx (10.26)
functiei de stare ¥ (x, t), b — (@, t) = eI IX/N g (a, £)

e Am obtinut noua formi (10.15) a ecuatiei Schrodinger exprimati prin noile potentiale (¢’, A”)
si noua functie de stare ¥’ (x, t).

[2171(_ 1hV —(IA/ )2] ,lp/(m’t) = (’Lha’lpla(f’t) _q¢/ >¢,($,t) (10.15)

adicd am obtinut aceeasi forma (10.9) a ecuatiei Schrodinger.

e Am demonstrat 1n acest fel, invarianta de calibrare a ecuatiei Schrodinger prin introducerea in
ecuatia Schrodinger de particula liberd a unui cAmp electromagnetic de compensare, cu ajutorul
termenilor suplimentari g A si g¢ de potentiale electromagnetice, care satisfac transformirile
de calibrare (10.26).

e A seremarca faptul cd nu avem invariantd de calibrare doar prin transformarea de faza a functiei
de stare 9 — )’ (10.17), in cazul ecuatiei Schrodinger de particuld liberd (sau a oricirei
ecuatii cuantice de particula liberad).

Adicad, daci v (x, t) este solutia ecuatiei Schrodinger de particuli liberd, v (x, t) nu mai este
solutie a aceleiasi ecuatii Schrodinger, deoarece acum V si 8 /8t actioneazi si asupra x (x, t).

De aceea, pentru a compensa noii termeni aparuti, ecuatia Schrodinger trebuie si ea modifi-
catd, prin introducerea derivatele covariante (10.25), care sd actioneze in compensarea noilor
termeni.

Acum 1nsd, noua ecuatie Schrodinger (10.15) nu mai descrie migcarea unei particule libere.
Adicd noii termeni inclugi: —qA si  +q¢, indicd un cAmp de forte suplimentar, in
care se migcd acum particula noastrd. Acest camp de compensare (calibrare) este in cazul de
fatd, cAmpul electromagnetic, exprimat prin potentiale electromagnetice ¢ si A.
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Procedura inversa. Introducere campuri de calibrare.

e In sectiunea anterioara am plecat de la transformarea de calibrare a potentialelor A si ¢
pentru a obtine invarianta ecuatiilor Maxwell.

e Am introdus o interactie cu un cimp cuantic v (, t) de particule Schrodinger, care pentru a
rimane invariantd de calibrare am introdus o transformare de fazi localid e? 9X(®:t) 3 acestui

camp .

e Invers, ludm un camp cuantic Schrodinger, in interactie cu un alt cAmp necunoscut. In urma
aplicirii campului Schrodinger a unei transformari de fazi locale €(*Y)_ pentru a asigura
invarianta de calibrare a noii descrieri de interactie, trebuie sd 1i aplicim si acestui nou cAmp
o transformare corespunzitoare de calibrare.

e (Ca verificare, sd vedem cum obtinem campul electromagnetic ca un camp de calibrare.
Reludm procedura inversd pentru obtinerea campului de calibrare electromagnetic (a
potentialelor) A* pentru un camp Schrodinger, nerelativist, prin cerinta de invarianta de
calibrare (gauge) a ecuatiei Schrodinger.

In cazul nostru, impunem modificarea ecuatiei de miscare Schrodinger pentru particula libera:

1 oY
— (—ihV)*p = ih— 10.27
2m (—thV) ¢ =1 ot ( )
prin transformarea locald de fazi W — P’ (z,t) = @) 4 (x, t) (10.28)

dar aceastd transforare nu asigurd invarianta ecuatiei Schrodinger de particuld liberd.

Pentru a satisface invarianta la o transformare locald de fazd (10.28), trebuie sd modificim
ecuatia Schrodinger de particuld liberd, prin includerea unor termeni care sd compenseze aparitia
termenilor in urma derivatelor V si 8 /8t asupra factorului de fazi a(x, t).

Deci, pentru a face o transformare locala de fazi, trebuie sa introducem un camp de forte, care sa
modifice in sens invers starea particulei incarcate. De fapt noi stim ca acest camp este cel electro-
magnetic A* = (¢, A), care trebuie inclus cu ajutorul factorului de fazd a(x, t) = q x(x, t).
Astfel ecuatia Schrodinger (10.27) pentru particula in interactie se modifica la forma (10.10):

n(v i A) “p@t) = i 2+ Lae vt (10.10)
om | " n T =0 T v '
, 10«
¢ — ¢ =¢—_—
cu conditia ca A si ¢ si satis- q (10.29)
facd transformarea de calibrare A— A=A+ EV a
q

Cerinta de a satisface aceste conditii, impune forma interactiilor, a ecuatiei campurilor de
calibrare. Acestea se pot afla direct din ecuatia cuantica de particula libera, prin inlocuirea (10.25)

(2
8“ e D“ = 6“ + %qAH'

In acest fel am introdus campul electromagnetic, ca un camp de calibrare (descris de potentialele

A si @) rezultat din interactia cu particula Schrodinger incircatd. Aceste potentiale satisfac
transformarile de calibrare (10.29).
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10.2.3 Transformari de calibrare - grup de transformari unitare U (1)
e Functia de stare complexa 10, scrisd pe componente ¥ g si ¥y: ¥ = ¥r + 1y (10.30)
e Transformarea de calibrare electromagneticd locala (10.28) asupra functiei de stare
complexa 1), se poate scrie:
P — P’ =e"*p(z,t) = (cos atisina)(PYr + i 1) = PR + i, (10.31)

Yy = Prcosa — Prsina
de unde (10.32)
Y] = Prsina + P cos a

e Relatia (10.32) exprima o “’rotatie activd” (vezi (6.3) pag.80) in spatiul intern al componen-
telor reale si imaginare ale functiei de stare ).

e Sa ludm doud asemenea transformari succesive P — P — (10.33)
unde P’ = etP (10.34)
folosind cele dou rotatii (10.31) si (10.34): " = et (B o = €%y (10.35)

unde § = a+ 3. Deci transformarea (10.35) este de aceeasi formi ca transformarea initiala.

e Setul de asemenea transformari avand aceeasi forma (10.31), alcétuieste un grup de trans-
formdri, in cazul de fatd U (1), grupul transformdrilor unitare de matrici uni-dimensionale
(numdr real), aici parametrul de fazd o.

Setul de factori de fazi de forma e*®, cu o numir real, formeazi elementele grupului
U(1). Acestia nu sunt altceva decit factorii transformérilor noastre de calibrare (gauge)
pentru functiile de stare ).

e O matrice unitard U este cea care satisface: vt =vtu =1 (10.36)
e Transformadrile grupului U (1) sunt comuta-

tive. Adic rotatiile de unghi c si apoi 3 sunt| €**-e® = eH@TP) = eiB.eix (10.37)
egale cu rotatiile 3 si apoi o, deoarece
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Ecuatia Dirac pentru particula libera (reluare sectiunea 5.2.4 pag.74)

e Reamintim metoda de cuantificare pentru ecuatia Dirac.| | — = @ - p'+ Bmc sau
Plecam de la exprimarea lineard a energiei (5.29):
po—a-p—PBmec=0 (10.38)
Ecuatia de stare cuanticd E h o . 9 o
: : = — —1—— =th—— =1
se_obline pr trece.reg po c cot ox0 0 sau py — thd, (10.39)
la operatori diferentiali| | — _
(vezi pag.76) p — —thV  sau pp — —ihO
( Dpo Pk X la stdnga cu 3, si notam:
TN E_ (" ra 0 k k
[zhao—a - (—thdg) —Bmc}qb =0 (=8 ; ~+*=pB«a
In acest fel, cu (10.38) B2 =1
obtinem ecuatia Dirac sad
pentru particula libera: (iW’&O + ihy*8), — mc) =0 (10.40)
sau
(thy*8, — mec)yp =0 —— Ecuatia Dirac (5.34)

10.2.4 Ecuatia Dirac pentru particula incarcata in camp electromagnetic

Am viazut (10.7) cd descrierea miscdrii unei particule Incdrcate in cAmp electromagnetic se face
prin Inlocuirea, in expresia Hamiltonian-ului (energiei totale) (10.6), p, — pu — qA,.
Reludm procedura de mai sus de la deducerea ecuatiei Dirac de miscare a particulei libere, de
data asta pentru obtinerea ecuatiei de miscare a unei particule (Dirac) Tn camp electromagnetic,
prin inlocuirea (10.7) in expresia energiei.

e Intdi, pentru o particuld in- Po D
cdrcata aflatd Tn camp electro- — —
. b erectio (po—q Ao )— a* - (p—qAr)— Bmc=0  (10.41)
magnetic, avem expresia (li- ~~

neard a) energiei (10.38): b/c
e Prin trecerea la operatori po — ©hdo .
. o : sau pu — tho,
diferentiali (vezi pag.76) pr. — —ihOy

ticd pentru particula Dirac 1n

Rezultd ia de st -
e Rezulti ecuatia de stare cuan [(ih&o—q¢> o (—ih— qAR)—Bmelp =0  (1042)
c

camp electromagnetic T Pk

Deci (10.42) arati ci in ecua- po — thdy —q - 1043

tia (10.38) s-a facut trecerea: (10.43)
pr — —thd, —qA,

sau in loc de (10.39) avem | P — ihd, — qA, (10.44)

Rescriem ecuatia (10.42) cu ajutorul matricilor « (5.15):
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& X la stanga cu 3, si notdm:
[ih@o—q—ak (—ih@k—qu)—,Bmc]'(b:O =3 ; ~*=pak
c
g =1

obtinem . .
folosind (9.31) si (9.22)

o 1
Ooy=—=[(-00 0
[ih‘yoao — 'yoqi) + ihy*o, + Y*q Ay — mc} P=0 T oxm (C 0 k)

)
A,=(2 _—a
I (c k
sau
(thy* 0y — YHqA, —mec) Y =0 (10.45)
sau
i
[ihw( 8, + %qA“) - mc] =0 (10.46)
—_————
Dy
sau
(ih'y“D“ _ mc)¢ -0 (10.47)

pe componente

<ih’y“8“ — mc — q'y“AH>1/) =0 —— Ecuatia de miscare pentru (10.48)
—_———— ——

T, . A articula Dirac in camp EM
ecuatia Dirac pt. interactie in p p

particula liberd ~ camp EM



