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11.3 Mecanica Campurilor Clasice

o Sistemele mecanice sunt caracterizate printr-un numdr de grade de libertate. De exemplu, un
pendul uni-dimensional are un singur grad de libertate, exprimat prin unghiul de oscilatie.
Doud pendule legate intre ele prezintd doud grade de libertate (vezi sectiunea 3.3, pag.31).

Un camp scalar ¢ (&, t) corespunde unui sistem cu un numar infinit de grade de libertate,
avand o valoare oscilanta atat in timp ¢ (&, t) (ca abatere fatd de valoarea de echilibru), in
fiecare punct & = const, cit si in spatiu, la un moment dat t = const.

Astfel, teoria cuanticd a campurilor implica doi pasi esentiali matematici, prin care se face:
e Descrierea sistemelor continui (cAmpuri), cu un numar infinit de grade de libertate, prin:

— descrierea unui sistem mecanic cu numdr finit de grade de libertate

— trecerea la un numadr infinit de grade de libertate, dar tot in descrierea clasicd - camp
clasic

e Aplicarea metodelor de cuantificare a acestor sisteme.

— trecerea la cuanticarea sistemului mecanic finit
— trecerea la cuantificarea cAmpului

11.3.1 Sistem mecanic oscilator continuu (coarda oscilanta)

e Vom Incepe cu tratarea clasicd a unui sistem cu un numdr finit de grade de libertate, si vom
trece la cuantificarea acestuia. Apoi revenim la cazul clasic si facem trecerea la un numar
infinit de grade de libertate, adicd facem descrierea unui camp clasic. In final, vom trece la
cuantificarea gi a acestui sistem cu numdr infinit de grade de libertate.

e Modelul unidimensional al unui sistem oscilant de n mase fixate pe o coarda elasticd, cu
n grade de libertate, dezvoltat 1n sectiunea 11.2.4, poate fi extins prin cresterea gradelor de
libertate n odatd cu descresterea distantei Ax = a dintre componente (Figura 11.13), astfel
incat lungimea coardei L = (n + 1) a s rimni constanta.

e Generalizand cazul a trei oscilatori transversali din sectiunea 11.2.3, expresiile energiei ci-
netice (11.94) si a energiei potentiale (11.98), avem:

Z /Ldm<8y> (11.131)
vi — ) at '

e Energia potentiald a n-mase oscilante (folosim Ax = a), similar (11.98)

L
Yit1—Yi dy
Z(ym yi)’ = ZA < ) 20/dm<8$> (11.132)

cu condiiile la margine (11.113):  yo=Yn4+1=0

e Energia cineticd a n-mase
oscilante, similar (11.94)

Expresiile (11.131) i (11.132)
ne dau lagrangian-ul sistemu-
lui discret de m-mase legate
elastic:

n n
m T
L=T-V=—_> 97— —> (yiy1—ys)* (11.133)
2 =1 2a =0

. OL d /0L
e Ecuatiile Euler-Lagrange (3.10) sunt: —— — ] =0 (3.10)
dy; dt \9y;
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e Folosind lagrangianul (11.133) si derivatele cerute in (3.10), obtinem ecuatiile de migcare

oL ov T
Oy Oy a [(yi+1 —vi) — (vi — yi—l)}

oL (3.10) -
Cemy =5 |- (v — i) — (v — vier) | = mi (11.134)
0Y; a
e Trecand la o distributie continud, ecuatiile de miscare (11.134) se pot scrie:
m
T AN .
(@ +a) —y@) - (v@) —y@-a))| =T (11.135)
Azx) — o
e lalimita Axz = a — 0, avem y(@+Az) —y(=) Y
Azx Ox L
trecand a = Ax din membrul drept (11.135), in membrul stang la numitor, acesta devine:
T [y(z+Az)—y(x) y(@)—y(x—Az)] 1 |9y Oy 9%
Az Ax Ax T Az | ox etz Ox|, A Ox?
. . . \
Atunci e.cuggla Fle miscare Pen— 8%y 8%y
tru o distributie continud de w2 Taz =0 -
mase (11.135) se poate scrie: ot oz — vi=- (11.136)
\ . %y 0% P
Comparand cu ecuatia undelor: — V= =
ot? ox?

e Folosind expresiile (11.131) si (11.132) pentru o distributie lineard continud de mase, cu
densitatea p si din (11.136) 7 = pv?, putem scrie lagrangianul pentru o coardi oscilanti
(sistem continuu cu numar infinit de grade de libertate), prin densitatea de lagrangian L,

L
1 1 dy(z,t)\*
L=T-V = /L(ac) de cu L(x)= Epyz(:c,t) — Epv2 (yéw,)) (11.137)
T v

e Oscilatiile transversale ale coardei continui de mase vor putea fi folosite la descrierea
oscilatiilor, prin amplitudinea ¢(x, t) de deplasare fatd de pozitia de echilibru a oricérui
element dl de coarda din jurul punctului de coordonatd @ la momentul ¢£. In acest fel am
trecut de la un sistem discret, cu numdr finit de grade de libertate, deplasarile y;(¢), la unul
cu numdr infinit de grade de libertate, cimpul de deplaséri ¢(x, t) (vezi Figura 11.16).

Vi1

AT VN

b5

Yirz

Figura 11.16: Trecerea de la un sir discret de nn-mase legate elastic, cu numadr finit de grade de
libertate, la o coardd continud, cu numadr infinit de grade de libertate (camp).
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11.3.2 Descrierea mecanic lagrangiana a campurilor clasice

e Siincercdam sd folosim descrierea lagrangiand a ecutiilor de miscare din mecanica clasica la
ecuatiile corespunzitoare de evolutie pentru campuri. In acest scop va trebui sa trecem de la
un sistem mecanic cu un numdr finit n de grade de libertate la unul infinit n — oco. Pentru
claritate, vom considera la Inceput un sistem unidimensional (migcarea pe verticald) descris
prin evolutia in timp a coordonatei y;(t) pentru cele ¢ = 1,2, ..., n componente. In acest
fel in locul ecuatiei de migcare din mecanici cu solutia y;(¢) (11.127), vom céuta solutia
¢(x, t) de evolutie a cAmpului (amplitudinii de cAmp).

e In fiecare punct « avem céte un element (un grad de libertate) ¢(x, t), astfel cd sistemul
de cAmp prezintd a infinitate continud de grade de libertate.

e In cazul cAmpurilor apare o particularitate legatd de faptul cd ¢ este o functie continud
de , astfel ci lagrangianul £ depinde de ¢ si ¢ = O¢p/dt, dar si de Dp/dx (nu doar
de ¢ si ¢ echivalentele pentru x si & din mecanicd), adicd: £ = L(¢, Oxp, Orp)

e Energia totala a sistemului de cAmp unidimensional, este exprimati atit prin d¢¢ in ter-
menul de energie cinetica (11.131), cat si 9,¢ in termenul de energie potentiald (11.132),
ca o suma (integrald) de aceste energii, cu m = pdx:

_/[ atqs ( m¢)} (11.138)

e La fel, densitatea de lagrangian de p 2 po? 2
camp (11.137) (ce depinde atat de L= 5(6@) — 7(%4)) (11.139)
Oz cit si de O0¢¢) este:

e Sd trecem la formularea lagrangiana
cu ajutorul densititii de lagrangian £ L(¢, 0z, 0eg) = /dac L(¢; 020, 8:9)

(11.140)
e Actiunea este definitd (11.5) prin in- _
tegrala temporald din Lagrangian § = [dtL(, 06, 0:9) (1.141)

e Conform principiului minimei actiuni,
ecuatia de evolutie a campului ¢ este
stabilitd de anularea variatiei actiunii
(vezi (C.2) Anexa C, pag.272):

6S = /dt SL(p, 0z, Oep) =0  (11.142)

oL oL o
S = /dt /d:r: [%w (0.0 0(0z0) + 8(8@)5(8@)} (11.143)

e Integrand prin pérti termenii cu 5(833(;[)) si 6(0¢¢) la fel ca in mecanici (pag.30) obtinem

o5 = [ fae 50— 5 (i0my) ~ o1 (o )20 =0 0114

e §S = 0 pentru orice d¢ daca integrantul este zero. Astfel obtinem ecuatia Euler-Lagrange
pentru campuri (similar cu cazul din mecanica clasica (3.10) pag.30):

ac d [ ocC d ( oC
9= _ g — 2 (===)=o0 (11.145)
¢ o= (3(8m¢)> ot <3(6t¢)>
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e Generalizarea la un camp 3-dimensional conduce la ecuatia Euler-Lagrange pentru camp:
oL - oL o oL
— —Ve|l—|—-——=(=——=) =0 (11.146)
¢ o(Ve)) 0t \9(8:d)
e Inlocuind £ (11.139) in ecuatia Euler- 0%¢ 1 8%
Lagrange pentru camp (11.145) obtinem, 9r2  v2 912 =0 (11.147)

adica am obtinut ecuatia de propagare a undelor, de data asta plecand de la ecuatia Euler-
Lagrange pentru camp.

11.3.3 Ecuatiile Euler-Lagrange pentru campuri clasice

e Daca avem de a face cu mai multe cAmpuri in interactie, cimpurile au un indice suplimentar
¢ desemnand diferitele cAmpuri ¢; avute in vedere.

e Functia Lagrange L(¢;, 8,i,t) este exprimati ca o integrald spatiald dupd densitatea
de Lagrangian, adica

t2
L(t)=|d3z L(pi(z,t), Oupi(x,t),t) iar actiunea (3.8) este S=[ dt L(t)
t1

sau L(t) = / d3a_:'£[<pi(§3’, £),Vipi(Z, ), P (&, t)] (11.148)
e L nudepinde explicit de Z (e integrald dupi d3), insi prin £ e functie locald de &.

e Pentru a obtine ecuatiile
campurilor clasice ¢;,
folosim actiunea (11.5) la
fel ca In mecanica clasica

1%
s:/ dt L(pi, dupi t)=[d* L(pi, Dppirt)  (11.5)
t1

oo (oL oc

o Bvaluim variaia 65, | 05=[ dt [d% 50 0% T 5o 0] (11149
t 1 (3 —
' ——— 8, () =dv

Obs: Sumarea dupi ¢ din mecanici (vezi (3.9)), s-a inlocuit cu integrala dupi d3x.
In plus, se cere anularea cAmpurilor si a derivatelor la infinit.

e Cu integrarea prin parti [u dv = w v — [v du In ultimul termen din (11.149), folosind
conditia de minim 6.5 =0 si 6 (9pp:) =0 (dps),

t2 3 [OL oL
avem, 0=65= dt/da:—au ——— || d¢p; (11.150)
151

A(0upi)
e La variatii d¢; arbitrare = ecuatiile Euler-Lagrange pentru cimpuri (similar cu ecuatiile
(3.10) din mecanica)

Op;

oL 8( oL ) ol [oc a< aL > V( ac ) ol Lish
— =0 |sau —— — = :
dpi  \D(Oupi) dpi  Ot\I(0p;/0t) \O(V i)

207
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11.4 Campuri scalare

11.4.1 Lagrangian si ecuatiile de camp scalar clasic

. . 1
o Atunci, Lagrangianul|  (similarcu (3.3)) |L£ = - [(8“4,:)2 _ m24p2] (11.152)
invariant Lorentz, pt. 2

un camp scalar ¢ va fi,

unde (8up)* = Bup O = Bup g By

e Pentru scrierea ecuatiei % _ oc —0 (11.151)
de migcare (11.151) dp  H\A(Bup)) '
oL 9 oL
avem —=—-mp ; ——=0"p (11.153)
0 0(9up)
e Adica, ecuatia de migcare L 9
(11.151) pentru acest cAmp va fi (8“8 +m ) p(z) =0 (11.154)

care este ecuatia Klein-Gordon pentru particule scalare de masd m (vezi sectiunea 5.3, pag.75).
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11.5 Campul Electromagnetic (Maxwell)

11.5.1 Lagrangian si ecuatiile de camp electromagnetic (Maxwell)

. o P = o OB
e Ecuatiile Maxwell V-E= . (@) VXE= “ ot ()
sunt (vezi (7.13)): 0 (11.155)
V-B=0 (b) VXB HOJ‘}‘IJJOGOE (d)
Campurile E si B date d E=-V 94
* Cimpure B 1 5 o due ~ Ve
potentialele scalar ¢ si vector A: BV x A

De data asta cautdm ecuatiile de cAmp EM (Maxwell) (11.155) cu ajutorul ecuatiilor
Euler-Lagrange (11.151). Pentru aceasta avem nevoie de

Densitatea de Lagrangian pentru
campul electromagnetic este:

L==(eE?——B2|—pp+J-A| (11157
2 Mo

L contine termenii: (1) - densitatea de energie din campul EM (8.19) pag.128,

(2) - densitatea de energia datd de interactia sarcinii p cu potenpal scalar ¢ si

(3) - densitatea de energie datd de interactia curentului J cu potential vector A (a se
compara cu expresia Lagrangian-ului (10.5) din tratarea clasica pag.161).

Ecuatiile de camp electromagnetic (Maxwell (a))

Variabilele independente (coordonatele) de cAmp de data asta sunt potentialul scalar ¢ si
componentele de potential vector Az, Ay, A.

e Ecuatiile de camp (ecuatiile

de miscare Euler-Lagrange oL _E%_ -*( oL ) _ (11.151)
(11.151)) pentru p; = ¢ Op OtIp 8(64,0) '
sunt,
dic oL oL 0 . oL 6 i
adicd: —=—p; —=0; pentru  ——=—— avem p=—F,
I ¢ (V)
_ oL o  o(teE?)  9(3eo(E2+E2+E?)) .
iar = =— =— =— =—€oE,
a(Ve)y  OFE. OE, OE, °

si similar componentele dupd y si z. Atunci:

- oL d (oL d/oc\ d/oL -
Viez—=l=— s )—5laa )3 l55)=—€V-E
O(Ve) dz\OE,) dy\OE,) dz\OE.

o oL o0 90L L[ oL o o
e Inlocuindin (11.151), avem: —————V = =—p+¢V:-E=0
Op 0Otoy (V)
sau V.E= Ld adicd am obtinut I-a ecuatie Maxwell (11.155)-(a).

€0
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Ecuatiile de camp electromagnetic (Maxwell (d)

e Ecuatiile Euler-Lagrange (11.151) oL 0 9L o/ oL
. S v/ (S =0 (11.151)
pentru p;=A; (i=w,y, 2) DA; OtIA; A(V A;)

e Densitatea de Lagrangian (11.157)

1 1 - o
- 2_ _~ p2\_ .
pentru caAmpul electromagnetic este: L= 2 (GOE B ) pp+J-A (11.157)

Ho

e Explicit, campurile E si B sunt legate de potentialele ¢ si A prin (11.156):

E = E,i +E,j+E.k (a‘P A>?+< O¢ A>*'+< O A>E
vl ox oy v)J 0z

T
B=VxA= 8% gi 2 = PuA-—0:AY) i+ P2 An— 0. A)T+ P Ay — 0, AR

A, A, A,

e Pentru A; = A, termenul din £ (11.157) ce depinde de A, este J-A, celce depinde de
A este eg E2 /2, iar cel ce depinde de 0 Az este —B?/2ug. Atunci (11.151) devine:

a(J-A) 3 d(eoE?/2) 23: o (3(—32/2u0)> 0

0A, ot 9A, = ox; 0(0;A)
d d € dE? 9E O 1 8B?> 8B
— (Jp A+ Ty Ay +JAL) — —— —— Z =0
0A, ot 2 OF BA = 0x;2po OB 0(0;AL)
0E, 1/0B, 0B, L .
Jz+e€o +— — =0 la fel pentru proiectiile pe y si z.
ot  po\ 0z dy
—(VxB)s
_ . OE
Atunci —> VX B= uOJ + ,uOGOE

Ecuatiile de camp electromagnetic (Maxwell (b)-(c))

e Celelalte doud ecuatii Maxwell (11.155) (b)-(c) se obtin imediat din expresiile (11.156)
ale campurilor prin potentiale.
Pentru B =V X A, deoarece divergentd de rotor este zero, avem imediat:
V . B=div(B)=div(V x A)=divrot(A)=0 (b)
e Pentru E = —64,0 —9A /Ot, deoarece rotor din gradient este zero, avem,

VXE:rot(E):—rotgrad(cp)—arot(A):_E (c)
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11.5.2 Ecuatiile de camp electromagnetic (Maxwell) covariante

e Lagrangianul de cAmp electro- _ 1 o en
magnetic (similar (11.157)) este: L= 4F’WF #oj" A (11.158)

[-ul termen este expresia 4-dim a primului termen (din paranteze) din Lagrangian-ul (11.157),
iar al II-lea este cea a celor doi termeni urmatori din (11.157).

e Tensorul de camp (9.36)

0A, O0A dAY OAH
F,=0,A,—0,A,=—2"—""8 . Fr_grAY_gvA+r= — 11.159
poTm TR VTR T fan Qv oz, 9z, ( )
0 EYcE?/cE3/c 0 —E'/c—E?/c—-E3/c
—E'/c 0 —B® B? El/e 0 -B® B?
F= s FHY= (11.160)
—E?/c B® 0 —B! E%?/c B3 0 -B!
—E3/c—B?> B' o0 E3/c —B* B! 0

Unde, ridicarea perechilor de indici spatiali (i,j) nu schimba de semn, In timp ce ridicarea
indicilor time-space (0,j), (i,0) schimbd de semn.
Fo; FO'+ Fyo Fi0 F;; F¥ + F;; Fit

E2
FF* =—2(E?+E2+E2) /c*+2 (B3+B}+B?)=2 (Bz— )

Explicit

Fu FP = (F12F2 4 Fy F2Y) + (Fp3 F23 + F32 F32) 4 (F5 F3' + Fi3 F'3)
+ (Fo1 FO 4+ Fio F10) + (Foo FO2 + Fo F20) + (Fo3 FO3 + F50 F39)
= (Fi2Fi2+ Fi2F12)+ (Fag Fa3+ Fa3Fag) + (F31F31+ F31F31)
— (Fo1Fo1+ Fo1Fo1) — (Fo2Foz+ Fo2Fo2) — (Fos Fos + Fo3Fo3)

<8A2 dA, )2 <8A3 dA, >2 <8A1 8A; )2

_ 2 _ 2 o 1 T8

Ozl Ox2 Ox2 Ox3 Ox3 Ozl
9 (aAl BAO)Z 5 <3A2 0Aog )2 9 <3A3 0Aop >2

9x0  9x! 9x0  9x? ox0  9x3
e Vom deduce ecuatiile de camp (Maxwell) oL _ oL —0 (11.161)
din ecuatiile Euler-Lagrange (11.151): 24, Ma8,4.)) '
. 5(0: 4) 1 ( ol " DaZ ) (01A2 — 02Ay) 12 =F21
Fi2
oL 4/0A; 0Ap
T 4 - T = 4 (8pA — 81 A¢) =Fg1=—Fjo=F%=—_F°
o (B0Ay) +4<8a:0 6ac1> + (0o A1 o 0)=Fo1 10
Fo1
oLc oLc
deci =—uoj’:0,/—mMm |=—-8,FF — 9, F* = pojg? (11.162)
e deci 3 HoJ “(8(3”A,,)> [ ’ s 0

Am regisit ecuatiile neomogene covariante (9.42).
Cele omogene se pot scrie sub forma identitatii Bianchi (9.45).
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11.5.3 Ecuatia de continuitate (conservare curent electromagnetic)

e Am vizut, ecuatia de continuitate atat in mecanica fluidelor (pag.27), cat si in mecanica
cuantica nerelativistd (pag.75) sau in cea relativista (pag.76), este:

dujt=—-4+V-57=0
Folosind ecuatiie Maxwell neomogene (9.42) 0, F* = 3", ecuatia de continuitate devine

1 1
Ot = 0y <8,,F””> = —0,0,F"" =0
Ko Ko

folosind definitia FF** = g+ AY — ¥ A* (9.36) avem,
O F* = 0, (O*AY — OV AH¥) = 9,0 AY — 9¥ (0, A*) = pog*

Folosind calibrarea Lorenz (8.42): 8,,A* = 0, rimane,

ecuatia de continuitate pentru

AV — 32
potentialul electromagnetic A* ’8“8 A" = phoj ‘ (11.163)

In absenta curentilor 3¥ = 0 obtinem ecuatia Klein-Gordon pentru particule de masa nula
m = 0 (fotoni) 8,0"1) = 0 (pag.75), adicd ecuatia de propagare a undelor electromagnetice.
AY joaci rolul functiei de unda v din ecuatiile cuantice.
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11.6 Campul Schrodinger
11.6.1 Lagrangian si ecuatiile de camp Schrodinger clasic
e Pentru a explicita ecuatia Euler- L 8 OL oL
Lagrange de miscare (11.6) 90 dtoe <8) =0 (11.6)
(ecuatia de cAmp) L to¢ (Vo)
e Avem Lagrangian-ul £ de e 2 . .
camp Schrodinger de forma L =™ — %VU’ VY — VT (11.164)
Pri iatia §ep* oL i — Vap oL 0 oLc 2 Vi
e Prin variatia avem: —— =¢hy) — ; ——=03§ ————=——
Op* e 1O (V) 2m
e Ecuatia(11.6)decamp | | . 0 h2 9 cu solutia reala: .
Schradingerreal ¢ | |5y =75V YTV Y ya t)=ae it FD  (11.165)

identica cu ecuatia de stare Schrédinger din Mecanica Cuanticd (4.37).

Prin variafia 8t avem oL " oL ™ oL h2 _—
e Prin variati vem: =— = . -
) B A (Vy) 2m
e Ecuatia (11.6) de camp L O™ 2o, . .| cusolutia complexa:
Schrodinger complex h* —th ot :_%V Y +VY P*(x, t) =a* etk

e In Mecanica Cuantici e utilizata doar solutia Schrodinger reala v (&, t).

11.7 Campuri Klein-Gordon

11.7.1 Lagrangian si ecuatiile de camp Klein-Gordon real si complex

e Ecuatia Euler-Lagrange de oL 0 0L oLc
migcare (11.151) (ecuatia de — = ==V <8 (V )> =0
@

i (11.151)
camp) dp OtOY

e Lagrangian-ul
de camp Klein-

1 1
£:§[¢2—(ch)2—m2<p2] sau L',:E(B,ch 8“<p—m2cp2) (11.166)

Gordonreal
Pri iatia 5 oL 9 oL . oL v
e Prin variatia avem: —=-—m 5 — = : -
flaop P P 5 8¢ L 2 (V) »
o Adica, ecuatia

(11.151) de camp
K-G real este

(3t2—V2+m2)<p=0 sau (3“8“—|—m2)<p:0 (11.167)

identicd cu ecuatia de stare Klein-Gordon din Mecanica Cuantica (5.3).
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e Lagrangian-ul Klein-Gordon
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complex, transcris dupd cel| |£=¢@*¢ —Vig*-Vip—mZ5p=,¢" o —m3F p| (11.168)
real (11.166):
Ecuatia Euler-Lagrange oL o or oL
(11.151) pentru cele doud ————V =0 (11.169)
campuri este: Opi Otdp; 0 (Vi)
At . oL 2 * oc ok oc \V/ * — (32 VZ + 2) * 0

—_ — —_— _— — m =

unci, L2 a(p L2 B(V ) ¥ t | ¥
Ecuatia K-G pt. camp complex
oL 9 oL oL
=-mip; ——=¢; ==V = (07 —V?*+m?)p=0
dp* T 9 d(Vi®) (0 )

Ecuatia K-G pt. camp real
Solutiile de camp (scalar) Klein-Gordon @(Z,t) = a(k)e {wt=FD

real (&, t) si complex * (&, t) sunt: (11.170)

o* (;E’, t) = a* (E)ei(wt—ﬁﬁc’)
- solutia pentru E = hw > 0 (particule) este: (&, t) = a(E)e‘i(“’t_’:'f)
- solutia pentru E < 0 (antiparticule) este: ¢*(Z, t) =a* (E)ei(“’t_’;'i)

Pauli si Weisskopf (Helv.Phys.Acta 7,709 (1934)) au aritat ca ecuatia Klein-Gordon descrie
particule de spin 0. Ecuatiile Dirac si Proca descriu particule de spin 1/2 respectiv spin 1.

Dacd avem de a face cu mai multe cAmpuri in interactie, ecuatiile de miscare au aceeasi
forma (11.151) doar cé de data asta campurile au un indice suplimentar desemnand diferitele

campuri avute in vedere
oL oL oL oL
— 0 =0 sau - | =V|———|=0
9(0pi/0t) (Vi)

87% 9(Opps)
11.7.2 Solutia generala de camp Klein-Gordon (unitati c=c=1)

oL o
op; ot

e Solutia generald K-G este o super- N —ik-x % _ikex
pozitie de o si o*. Cukrw=wt—k-@,| PE=[dk (a'?e T oge ) AL171)

e Folosim relatiile de bazd: F = hw, p= hk, x%=ct, k= w/c=FE/hc

k:“:(w_/.c> : p“:(E_/,C> ; mﬂ:(?ﬁ) {k-w:wt—kz:az

k P T p-xr= Et—p.w
Pentruh=c=1  avem  d*k=dk® d*k=dE d*p=d*p
e Cu legitura intre 'si E (conservare energie): § (p?>—m?)= § (E?— |5|*—m?)
o(Z, 1) = [d*p [a e_ip'“’—l—a*eip'z] 5(p2—m?) (11.172)

= [d®F dE5(E2—|13'|2—m2) [a e—i(E(;‘z’)t—fz’-:E’)+a*ei(E(fz')t—if-:H)}
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e Cum F nu mai este variabild independenta, efectudm integrala dupd dE cu functia

1
0[f(x)]= —————38(x—=0), unde f(E)= E>—|p|>—m? (vezi (11.178))
|df /dz|,,
cu solutia pozitivi de energie Eo(5) =41/ |5]*+m?
sy 1 Bt B
= bilele( E t —i(Eot—p-&) * i(FEot—p-T)
in variabilele(Ep, p) ¢ (&,t) /(2ﬂ_)3 2Fo(F) [ae +a*e }

(11.173)

unde am introdus constanta (27)3 pentru utilizare ulterioari in integrala Fourier.

1 . 2o , P~
= in variabilele(wo, k) (T, t) /(2 E {a e —i(wotk-Z) +a*ez(wot—k-w)}
™

2(.00 (k)
(11.174)
e Solutia generald este o superpozitie de ¢ si ™ Notim k-x =wt— k-&, avem
e 1

Solutii discrete _ ( —ik-x * ik :c)

w(x) = 6 (11.175)
de unda plana (@) % vV V2w
SOIUIII continui (10(;1‘;) :/ d3k} <a _‘e—'l:k:-a:_|_ ﬁtezkm) (1 1. 176)
de unda plana /(27‘.)32&)’2 k

Verificare solutie generala de camp Klein-Gordon

e Ecuatia Klein-Gordon (11.167): (83 —V? —|—m2) =0 |cu solutia (11.172), unde am
inlocuit p-x = Et—
p(t, @)= d3ﬁdE[a e HEt—P®) | et (Et_ﬁ'f)] 0 (E2 —p?— mz)

B2 (t, &) = d3ﬁdE[(—iE)2a e—i(Et—ﬁq‘:’)+(iE)2a*ei(Et—ﬁ5:’)}5(E2_p _mz)
—V2p(t, &) = —/d3ﬁdE[(—iﬁ)2a e HE—PE) | (i5)2 0%t (Et—ﬁ-:i-')} 5(B*—p? —m?)
e Inlocuind 1n Ecuatia Klein-Gordon,
/d3ﬁdE{(—E2—|-ﬁ2+m2) « e—ip-w_+_ (_E2_|_]5*2+m2) a*eip'w]é(E2_ﬁ2_m2)

:/d3ﬁ/dE (—E%+p*+m?) §(E*—p® —m?) [a e—ip‘m+a*eip'ﬂ =0

=0

=2

1
deoareced(E2—p —m2):§6(E—E0) cu E=FEq=++/p%2+m?2
0

Ecuatia Klein-Gordon este verificatd pentru E = Eq(p)
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Elementul invariant 4-dim de sp. fazelor (unitati h=c=1)

e Fie elementul 4-dim d*p = dE-d3p. 4-impulsul p = (E, p) se transf. ca si 4-vectorul
x = (t, Z). In transf. Lorentz, variatia dE este o “dilatare” cu factorul - la fel ca dt,
iar variatia d3p este o “contractie” pe directia de miscare cu factorul 1/~ la fel ca d3z.
Deci d*p=dE-d?p este invariant.

e La integrarea dupi 4-impuls d*p a unei functii invariante Lorentz f(p) tinem cont de
legdtura intre cele 4 componente p,,, prin conservarea energiei E? = p?+m?, legiturd
ce se exprima prin functia delta 6 (p2—m?), cu p? = pupt = E?—52. Atunci integrala
cdutatd este

4
/ (;f; (27) f(p) 3(p* — m?) i (11.177)
>0

Constanta 27 a fost introdusd pt. uz ulterior. Conditia E > 0 de integrare reaminteste
faptul cd energia relativistd este intotdeauna pozitiva. Folosind relatia pt. functia [ f ()] =

Wd(m—mo) cu xg solutia pt. f(x) =0, avem
zo
1 1
8 |E*—|p*—m?|= S(E—Eo)=——0E—E 11.178
B =8B —Bo) = g S(E— Eo) (11.178)
cusolutia > 0: Eqo(p) =41/ |p]*+m?2. Integrand (11.177) dupi dE, folosind (11.178)
d3pdE d3p 1
CPE pEp) (B —m?)| = [S2 1 _f(mo@),p)  (11179)
(2m)3 ’ ( > o J (2m)3 2Eo(P) ’
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11.7.3 Densitatea si curentul de particule Schrodinger si Klem-Gord((r)guare 53 pag.75)

Ecuatia Nerelativistd Ecuatia Relativista
(Schrodinger) (Klein-Gordon)
Relatia 1-dimensional 1-dimensional 4-dimensional
energie- p? 2 5 2 2 2 _ 2.2
impuls E=o = =P tme pr=mee
Trecerea la ope- 0 L0 . u . — i an
ratori diferentiali: E —ih o P —th o —ihv L mf):c“ =iho
Ec.de camp 2 52 2 2 2.2 2.2
- oY h* 0%y 10% 9%y mic m?c
t. particula th— 4+ ——— = —_— - =0 9,,0" =0
g ot = 2m Ox? c? 9t2 Oz h2 v < uO” h2 )1/)
libera
Ec. 1 * 2 92,/% 1 §2* 2, 1,% 2.2 m2c?
c. complex _ihaq/; Law _ 781# _31/1 +mc =0 8,0" + P =0
conjugati ot 2m 9x2 2 o2 92 72 B2
: 2 2
stinga ec. de ot ot c? a2 92 5 R
73 Paly* - N o= -] 3
bazi cu —’L’ll’ %W’*#’):% ﬁ%(w*%_aépt ¢)=% (B(ct)a 33}) b
ih 82’(/) 82,¢* 82’¢’ 82’(/)* 0, = 9 i
iarec.c.c.la _7<¢* — 1/;) =0 _i< *Z q/,) =0 H=\o(ct)’ Bz
dreapta cu i1 2m\ O0x2 Ox? ox?2  Ox2
; . . . . 7] 7] o™
ot | EEGEE=E | bR sl -2 )=
adunarea lor z Ty Ty
GH
Ecuatia de 9p 0j 18p 0y 8. ik —
. . —_— _— = _— _— = ILJ =0
continuitate ot Oz cot Oz
% 17 o™ . . -
Unde'avem p=v*p=|y|? p=7< *i_ L 1/’) ®=cp ; L23=j
Densitatea p ih oy oy c at ot .
si Curentul  j j=—;(«b*;— 5 w) j:_i(z/,*%_“’d’ ¢> e .
de particule m z z ox Oz =i (P oM —Mp™ 1)
Folosind solutia de undd pland (D.7) a P = N e H(Et=—pE)/h ¢ = N e ipz/h
ecuatiei de baza de mai sus, cu inlocuirile: . = Ne—*t (w-t—k-T) = N e tkz
p-x= pum“ =FEt—p-& P* = N* et (BEt—p-Z) /h P* = N* etpe/h
k:':c:k:u:c“:wt—l_c'-:i:’: %t—%'j EN*ei(w~t—E~i‘) EN*e“""”
Densitatea si { p=1Nf cp=1i (—2iw) [N = 2w |[N|?
curentul pentru I o R o j* = 2pH*|N|?/h
=N > . N
unda plani J m| | Jj=—1 <2lk) |IN|2 = 2k|N|?

e Norma |INV| a stérilor K-G de unda pland ¢p = N e~ Hwt—kT) ge obtine prin integrarea densititii

de cAmp p = const., pe un volum cutie L3

1
/ cpd®xr =1 s 2w|N]’L®>=1 astfel INP= —— (11.180)
L3 2w L3
cp = §0— time-like L ” cu expr2es11.le din tabel, 1 e i
- _ vector J si [IN|? din (11.180),| |cp= —|si |J = (11.181)
J — space-like devin: L3 wL3
e Normarea invariantd se obtine 5
excluzdnd factorul 1/(2w) 1in adici |N|* = I3 (11.182)
(11.180), T
o densitatea cp si curentul 7 cu expresiile din tabel, cp = 27w si ; — 27
p3 I si |IN|2 din (11.182), L3 L("il .

invariante, sunt: .
devin:
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e Acum cp si ; sunt invariante. cp este proportional cu w.

La o transf. Lorentz, elem. de volum suferi o contractie Lorentz: d3x — d3x /1 — (32
iar termenul cp se dilatd Lorentz ca i componenta time-like: cp — ¢p/+/1 — (32,

astfel ci la o transformare Lorentz produsul cp d3x riméne invariant, / cpd3T=2w
L3

11.8 Campuri Dirac

11.8.1 Lagrangian si ecuatiile de camp Dirac clasic (spin 1/2)

e Lagrangian-ul pentru un cimp spinorial 1: L =i PpyHduh — mpy (11.184)

. . oL oL
e Ecuatia de miscare Euler-Lagrange (11.151)este —— 9, 0 (11.151)

oY o(0u))
@ si 1 sunt variabile dinamice indepen- or or
dente, iar ec. Euler-Lagrange (11.151) pentru —_—— “< = > =0 (11.185)
d1p este: Y 9(9u¢)
oL _; ko, P 0L 0 (11.186)
avem = =1 —m ; —_—= .
oY . C 0(9up)
e Din ec. Euler-Lagrange (11.151) pentru T —
d ¢ obtinem ecuatia Dirac pentru 1): ’ i7" Oup—my =0 ‘ (11.187)
e Dinec. Euler-Lagrange (11.151) pentru = =
— " _
d1) obtinem ec. Dirac adjuncti pt. 1: L0yt mp=0 (11.188)
e Solutia pentru E > 0 (particule) este: (&, t) =u(p) e *P®
Solutia pentru E < 0 (antiparticule) e: (&, t) =v(p) e TP
1 0 —o-p) 0
0 1 |E|+m | [ =9 P
e Spinorii: uMP =N| o-p |, 0 ;v =N 0 s | |E|+m
E+m o-p 1 0

0 E+ 0 1
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11.8.2 Densitatea si curentul de particule Dirac (reluare 5.4 pag.76)
Ecuatia Relativista - Dirac
Relatia E In reprezentarea Dirac-Pauli In reprezentarea Weyl
energie- |—=q-p+ Bme 0 o I 0 o 0 0 I
impuls ¢ a:o-O’ﬁZO— OLZO_U,IQZIO

.0
E — th—

Trecerea la operatori diferentiali: pY ; p— —ihV
o
= zhai +iha- Vi = Bmecap inmultim la stingacu Bsinotim: 0 = B, 7% = Bak
c
3-dimensional . .
Ecuatia LY . O 4-dimensional
Di ~0—— 4ihy —mcyY =0 . _
trac 7 Bet Ok (thy"8y — mce) Y =0
E . + + pentru a reface forma covarianta,
Dguapa . ha'ﬁb A0 iha"/’ (_ 7k) —mept=0 inliturim minusul de la v*. De aceea,
rrac t” Oct Oxk deoarece v04* = —~%~0 inmulfim
conjugata .
herrJni%ic 'z,bT - conj.hermitic (transp.& c.c.) - linie | €cuatia _la dreapta cu +°.
notimap =T~ (spinor adjunct) - linie
Ec. Dirac oY G B ) _ _
adjuncti hg‘)’o + lha k‘yk +mecy =0 th8u, Y y* + mecyp =0
Inmultim ecur Y 8 ~
atia de bazd ZﬁI/J’YO -Hﬁzb’yk —me Py +
cu 9 la stingg BBy + (D) V9 =
apol ecuafia w ¢ .
adjunctd cu |ih——~Cp +ih k’ykzp +mecpp=0 = 0, (Py'y) =0
1) ladreapta dct ox jH
0 7o~k _
sileadundm | gt <¢7 ¥ ) oxk (#)7 w,) -
p jk
19p | o 95" ,
—> Ecuatia de continuitate — a,g* =0
! c Ot + Z oxk #
Densitatea p= :¢70¢:¢T¢:Z|¢i|2 >0 G = PpyHap
$1 curer.ltul i=1 daci j* e 4-curentul de ELECTRONI, se
de partic. J = jE=y~Fyp =Ty0yky inmulteste cu sarcina —e: j* = —e YyHp




