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Capitol 1

De la Mecanica Clasica la Mecanica
Cuantica si Campuri Cuantice

e Trecerea de la mecanica clasicd la mecanica cuantica (cuantificarea I) s-a facut prin
inlocuirea marimilor fizice cu operatori: r—Z p—p

e Trecerea de la mecanica clasica la campuri clasice, s-a facut prin inlocuirea vari-
abilelor de coordonatd si derivata coordonatei (vitezd sau impuls) cu cele de camp
si derivata covariantd a campului: fhy — @), Ty — Oy

e Trecerea de la campuri clasice la cAmpuri cuantice (cuantificarea a II-a) se face prin
inlocuirea campurilor si a derivatelor de cdmp cu operatorii corespunzatori.

m H(<)07 ﬂ—) = 7:((957 7%)

o —Q T — T
| (1.1)
Y Aff * X} I
@ o' m T P — [, 7]

1.1 Oscilatorul armonic

1.1.1 Oscilatorul armonic in mecanica clasica

e Conform Newton ' = ma. Un corp de masa m,
sub actiunea fortei elastice F'(x) = —kuz, are ec. de (1.2)
miscare

e Dupd cum am vazut, aceeasi ecuatie
(1.2) se poate obtine si cu ajutorul —__ _(_) =0 (1.3)
ecuatiei Euler-Lagrange:

m K
cu Lagrangian-ul: L(x, %) y =5 e KT 5 o

4
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d (0L
deunde mi = 7 (%), ecuatia (1.3) conduce imediat la ecuatia (1.2).

e De asemenea, aceeasi ecuatie (1.2)

se poate obtine si cu ajutorul _8H =—p _8H =1 (1.4)
ecuatiilor Hamilton: Ox Op
2 0OH OH
cu Hamiltonian-ul: H (z,p)=T4V = P + ExQ —_ P =k
2m 2 dp m  Ox
(1.4) (1.4)
OH OH
de unde p:ma— ="mx sl K= e —p=—mx adica (1.2)
P T

e Prin integrarea ecuatiei de migcare se obtine “traiectoria” x = x(t) a particulei.
In cazul de fatd, miscarea oscilatorie armonicad,

r(t)=mzgcos(wt)=ae'“ +a*e ™" cu w=,/— (1.5)
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1.1.2 Oscilatorul armonic in mecanica cuantica armonic (formalism Dirac)

e Cuantificarea oricarui sistem mecanic se face prin schimbarea marimilor fizice cu
operatorii corespunzatori:

H(z,p)— H (&, p)
r—I=1; p—>p——ha E—>E—zh(9 1. .

e Un oscilator armonic clasic, are energia totald exprimatd prin Hamiltonian:

p2 mw?
H(x,p)= T+V—2 5 2:2—+ 5 z® am folosit (1.5) xk=mw®  (1.6)
m m

e Cuantificarea oricarui sistem clasic se face cu ajutorul Hamiltonian-ului, prin

cu operatorii corespunzatori

~trecereala z . . . = P> mw® ., |variabilelor conjugate| . .7 -
. T+V = ) : : =ih
operatori (#,5)= 2m 2 canonic ce satisfac relatia de (2,9
comutare:
- si rezolvarea ecuatiei de unda cu valori i functii proprii de energie: H UV =FEny, (1.7)

e De exemplu, in cazul oscilatorului armonic cuantic, folosim formalismul Dirac pen-

tru aflarea valorilor E,,.
1/ : ,/ X 15 =i| (1.8)

e Inlocuim 7 si p cu operatorii her-
mitici redusi X si P (adimension-

ali):
Intr-adevir, [X',FA’} — Xp-px =,/ [z, p] =1
h h o~
e Hamiltonian-ul . 2 mw? o mwh o, mw?: B Aw /e =~
devine: H:2p_m+ 2 #= 2m + 2 mwX2 - 7(X2+P2) (1.9)

Dacd X si P ar fi numere reale, acesta este Hamiltonian-ul clasic (1.6)

Dacd X si P sunt operatori, H se poate scrie: H= 9 (X_ZP) (X_HP) (1.10)

at a

e Astfel, Dirac trece la opera-

1 /4 A .
~ . . ,\T_ . A A o
torii adimensionali a si a: 5 <X+ZP> 4 _( _ZP) ou [l (11D

V2 V2

Intr-adevar,

—_

[@,a] = 5 |[X+iP, X ~iP|

2
1T 61 To A1 [a o1 [a = 1
:§<[X,X]—z[X,P]+2[P,X}—F[P,P]):§<1+1>:1
—_— Y= Y~ Y=

=0 B =—1 =0
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deci [a,a'] = +1  sisimilar  [af,a] = -1 (1.12)

e Hamiltonian-ul (1.10) vafi: H=hwala ori H=hw aa' (ambiguitate de ordonare).

e Putem exprima operatorii her-
mitici X si P cu ajutorul a si a':

X=—(a+al) ; Pz;—;(a—af) (1.13)

e Am viazut (1.9)

Hamiltonianul ﬁ:@(XQ_l_pQ) X2:%(d+af) (a+a') :%(a2+aaf+am+(m)2)

nostru este: Pi=—(a-al)(a-al)=—;(a*~aa'-a'a+(al)?)

e Folosind relatia de B B B (de+ %)
comutare aa'—afa =1, H:—(X2+P2): —( aal +a'a ) = (1.14)
Hamiltonian-ul devine: 2 2 aarl aat—1 hw (d&T _ %)

A . . 1
e Evaluam si relatiile de comutare [H , d] , [H , &T} pentru Hamiltonianul H = Aw <d&T — 5)

4] = [nw(aat - 1),a] = hw(a |l ] + [a,a] ') = —hwa
1 0

deci [Ha} — _hwa i similar [ﬁ,a*] — t+hwal (1.15)
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Rezolvarea ecuatiei cu valori proprii de energie

e Presupunem cd v, este stare proprie a hamilton

Sa studiem acum actiunea comutatorilor [H ,a

A, = —hwar,
Hanb,, — a Hip,, = —hwai,
En

H (@pn) = (En—hw) (@thn)

adicd (a,,) ~ 1,1 este functie proprie pentru
Hamiltonianul H, cu valoarea proprie E,, —hw.

Deci, a1, este starea cu energia coboratd cu Aw.

ianului H U, = Ep, (1.7), cu energia F,.

si [I:I , dq asupra functiei de stare 1.
|, = hal v,

Halep, — at Hep, = hwaly,
—~—~

Entn

H(at,) = (E,+hw) (at,)

adicd (a't,,) ~ 1,41 este functie proprie pentru
Hamiltonianul H, cu valoarea proprie E,,+ hw.

Deci, af1), este starea cu energia ridicati cu iw.

e Cu operatorii a' de creare si a de anihilare stiri se pot obtine toate stirile de energie ale
oscilatorului armonic. Totusi, nu putem cobori sub zero energia oscilatorului armonic.

e Pentru a opri ca operatorul de coborare a si ducd la stdri de energie negativa, prin aplicarea

succesiva asupra functiei de stare v,,, va trebui

zero, pentru energia minimd. Adicd pentru starea fundamentald cerem ca:

sd facem ca functia proprie Tnsidsi sd devind
ayo =0

Deoarece H (1.14) contine a pe pozitia necesard (“ordonarea normald”), putem scrie

energia stdrii fundamentale:

) 1 I h
Huy = hw(eﬁa n —)% — hwal ay +240 = Loy
5 N 5

e Deci energia starii fundamentale este:

e Identificdm operatorul numdr de stdri:

(1.16)
0
1
Ey = §hw (1.17)
N =ata (1.18)

e Studiem acum actiunea operatorului numdr de stdri asupra functiei v,, = |n).

Am vizut ca a, este legat de |n — 1)

iar  afvy, este legat de |n + 1).
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e Separat, operatorii @ (a|n)=\/n|jn—1) cu al0)=0 si [[0)|*=1
de anihilare si af de

creare stari, conduc (dT)n (1.19)
’ /\T . / —
la stdrile (normate): a'ln)=vn+1n+1) = )= vl 10)
e Operatorul N Nln)=étaln)=aly/n|n —1) = (1=0,1,2,..) (1.20)
numdr de stéri =y/nyn|n)=n|n) T

e Setul complet de vectori
de bazd |n) sunt functii
proprii din ecuatia cu val-

A 1 1
H |n) :M(de + —) |n) —hw(n + _) In)=E,|n) (1.21)
ori proprii H|n) = E,|n)

2 2

e Adica valorile proprii
cuantificate de energie ale E,= (n + —> hw |(n=0,1,2..) (1.22)
oscilatorului armonic sunt

1
e In starea fundamentala n=0, Fy= §hw #0
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1.2 Lagrangian si ecuatiile de camp scalar real si complex

e Ecuatia Euler-Lagrange de

oL 9L oL '\ _ 193
miscare (ecuatia de cAmp) dp Oty o(Ve)) (1.23)
e Lagrangian-ul de 1 1
camp scalar real L= 3 [@2— (V)*— ngﬂ sau| L= 5 (augo (9“<p—m2g02) (1.24)
. oc. 1., .
e Hamiltonian-ul de H(p,m)=np — L= %% 3 [((p)Q — (V) — m*p?]
A %) 2
camp scalar este ) (1.25)
=5 [¢"+ (Vo)  + m*¢’]
L oL oL
e Prinvariatiadp avem: —=—-m?¢ ; —=¢ ; =-V
naoe O 7 95 ¢ (V) 7

e Adicd, ecuatia (1.23) de
camp scalar real este

(0} —=V?*+m?)p=0| sau |[(9,0"+m?)p=0 (1.26)

identicd cu ecuatia de stare Klein-Gordon din Mecanica Cuantica.

e Lagrangian-ul de camp
scalar complex, transcris
dupa cel real (1.24):

L= =V Vp—mFp=0,60p—m% |  (1.27)

e Sistemul de ecuatii Euler-Lagrange de tip (1.23) pentru cele doud campuri este:

oL 0 oL oL oL oL
O o - a- aa = =1,2 1.28

Opi LG 9(Vipy) v dp; “(8(8,#;2-)) ’ (i=12) (128)
oL oL oL

Atunci, —=-m%'; —=¢ ; ——=—-V — 02— V24+m2) g =0

* Dy v ¢ v V) ® ( 0 i )%
Ecuatia de camp scalar complex

oL oL . oL

YV = [0} -Vi +mH)p=0
Ecuatia de camp scalar real

P(E,t) = a(k)e 1=k
{w*(f, f) = o (B)eiter R

D 79 ¥ 0N

e Solutiile de camp (scalar) real

©(Z,t) si complex * (7, t) sunt: (1.29)

e - solutia pentru F'=/fuw >0 (particule) este: p(Z,t)= a(E)e—i(wt—E~f)
- solutia pentru £ <0 (antiparticule) este: ¢*(7,t) =a* (l};’)@i(wt#?f)

Pauli si Weisskopf (1934) au ardtat cd ecuatia Klein-Gordon (de camp scalar) descrie
particule de spin 0. Ecuatiile Dirac si Proca descriu particule de spin 1/2 respectiv 1.
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1.2.1 Solutia generala de campuri scalare libere (unitati 1=c=1)
e Solutia generald de camp scalar
este o superpozitie de unde plane (1) _/d4k (aEe_ik'z+ a%eik“) (1.30)
psip*. Notdm k-r=wt—k- 7,
e Folosim relatiile de bazi: £= hw, p= hk, 2=ct, kO =w/c=F/hc
k/ﬁ:(u)ZC) ; p“z(E_/,c> ; xuz<6t> ; {k-x:wt—k-f ‘ x h
k p prx=FKEt—p-&

Pentru i=c=1  avem  d*k=dk° d®k=dE Bp=d*p

81

e Cu legitura intre §'si E (conservare energie): d(p?—m?)=8(E>—|p]*—m?),

solutia (1.30) devine

o(T,1) :/d4p [O‘ e—ip~r+a*eip.m] (5(])2— m2)

= / d*p dE §([E*~|p” —m?) [ e E@PD) 4 ot E@))] (1.31)

e Daci efectuim integrala (1.31) dupi dF cu funcgia § !

obtinem:
1 ) L, ) S
— in variabilele( By, §) (T, 1) = / &Pp [a ¢~ i(Bot-77) +a*e@<E0t4p'x>] (1.35)
. L1 o o
= in variabilele(wy, k) (7, 1) :/d3k - [a e_z(wot_k'x)+a*e’(w°t_k'z)] (1.36)
2&)0(]{3)

'Efectuim integrarea (1.31) cu func;iaé,/dEé(E2—|ﬁ]2—m2)

e La integrarea dupi 4-impuls d*p a unei functii invariante Lorentz f(p) tinem cont de legitura intre cele 4
componente p,,, prin conservarea energiei E2 = p%4-m?, legituri ce se exprimi prin functia delta §(p? —m?),
cup’= pupt = E? — 2. Atunci integrala ciutati este

/ d'p f(p) 6(p* —m”) (1.32)
E>0
e Conditia £ > 0 de integrare reaminteste faptul cd energia relativistd este Intotdeauna pozitiva. Folosind
relatia pentru functia o[ f (z)] = Wé(w—mo) cu zo solutia pentru f(x) = 0, avem
0
1 1
SIE*—|p)*~m’]= = 0(E—Eo)= - 6(E—E, 1.33
[E°—|p*—m?] ‘2E|E0( 0) 2E, ( 0) (1.33)

cusolutia E > 0: Eo(p) =-+1/|p]°+m?2. Integrand (1.32) dupi d E, folosind (1.33)
1
d*pdE f(E,p)§(E*—|p]*—m? :/d37 Eo(p), 1.34
[ 0B 5B 5B 17 =) = [ 405 (D)) (134
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e Solutia generald este o superpozitie de unde plane ¢ si p* Notdm k-x —wt—k -, atunci
avem

Solutii discrete

—ik-x * _ik-x
7 + Gre (1.37)
de undd pland )

@(@IZ\/%ME(%G K

Solutii continui

L otk * ik-x
de undd pland € + e ) (1.38)

&k
1= [
(27)3 2%3( ¥
unde am introdus constantele de normare vV si 1/(27)3 aceasta din urma pentru
utilizare ulterioard in dezvoltdrile Fourier.

Verificare solutie generala de camp scalar

e Ecuatia de camp scalar (1.26): (8?—V2+m2)g0:() cu solutia (1.31), unde am
inlocuit p-x = Et—p- ¥, adica

o(t,7) = / PFdEae PP o PopD)5(B2 2 ?)

Op(t, T) = /d?’ﬁdE[(—iE)za e~ BT 4 (i B)2ate! (Et_ﬁ'f)} §(E*—p*—m?)
—V20(t, T)= —/d3ﬁdE[(—iﬁ)2a =i (BT 4 (i5)20% ¢! (Et_ﬁ.f)]5(E2_ﬁ2_m2)
e Inlocuind 1n Ecuatia de camp scalar (1.26),

/d3ﬁdE[(—E2 +]32—|—m2) ae P4 (—E2+]52—|—m2) oz*eip'ﬂ 5(E2 —ﬁQ—mQ)

:/d?’ﬁ/dE (—E2+ﬁ2+m2) 5(E2—]52—m2) [oz e_ip'$+a*eip'x} =0

=0

1
deoareceé(EQ—ﬁQ—mQ):ﬁé(E—Eo) cu  E=Ey=+y/p*+m?
0

Ecuatia de camp scalar este verificatd pentru £'= Ey(p)
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1.3 Campuri scalare cuantice

e Trecerea de la mecanica clasicd la mecanica cuanticd (cuantificarea I) s-a facut prin
inlocuirea médrimilor fizice cu operatori: r— p—D

e Trecerea de la mecanica clasica la campuri clasice, s-a fdcut prin inlocuirea vari-
abilelor de coordonatd si derivata coordonatei (vitezd sau impuls) cu cele de camp
si derivata covariantd a campului: Gy — @y G5s — Chlo

e Trecerea de la campuri clasice la cAmpuri cuantice (cuantificarea a II-a) se face prin
inlocuirea campurilor si a derivatelor de cAmp cu operatorii corespunzatori.

©— P T — T H((p77T) - H(@,ﬁ')
1 (1.39)
=gt —it for}— (1]

1.3.1 Cuantificarea campului scalar liber (operatori)

e Cuantificarea (campurilor) inseamna trecerea la operatori (de camp).

e Campul ¢ ca solutia gene- / a ik gt ik z)
rald Ele undi plana (1.38), /(273 2wy, K€
scrisa ca operator, este: unde: k- =wpt—k-Z
e Pentru a gdsi operatorii ¢ $i d};, folosim
- &k <A iRE af fu%'-:z)
. z, e Qe
Aoperatorn gie camp ( \/?2% k
plr) si @(z) la (1.41)
acelagi timp 7o =0: o =
/ zwk)(dk e’k'”—&z e’””)
V(2m)3 ka
. . C BT s 3,
- si functia ¢ exprimata ca — Tk T — §O)() (1.42)
(2m)?

e Separim operatorii din (1.41) cu 63(k) (1.42), prin integrarea /dglg F(k) 6% (k)= £(0),

deci inmultim (1.41) WG $(7,0) :m

cu 0G)(k) (1.42) o (1.43)
rdmane f(§:0). / >z T 507 0) = (—i w ap—a_,
(2m)? A0 =( k)\/(27r)3 2wy,

e de unde

(1.40)

(1.44)
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1.3.2 Solutii de camp scalar cuantic liber ¢ si 7

e Cuqysi d,z, (1.44), tinand cont cd pentru un camp scalar liber, 7= gé, calculam relatiile

de comutare la acelasi timp: [éck, 07,1,}

(campurile sunt evaluate la pozitii  si a diferite, dar la acelasi t =t'=0),

A At

|:Oéka0-’k/:| 1 (B2 (i . i N ~ .
__ - A_,’O7. ,’0} _[A ' 0), ¢ _,’O] —i kTt kT
2w 2wy 4/ (2m)3 {wk/ [go(x ) (@', 0) | +— | p(a’, 0), o7 )}6

1 [(BPTd3T (i - i . o
—__ == J)__ 5(3) = ] —[6(3) = 7 i| —ik-Z+i k'’
4/ (2m)? {wk/ 0@ =]+ [0 = ) po

L&z (1 1) _oine 1 I
——/ ° { —|——}el(kk)*"”——5(3)<k—k’) unde am folosit (1.42)

4] (2m)3 |\wp  wk 2wy,
. .. A-|- ~ -i- ]- . P A N 1
e Definim operatorii de creare | a; = ;.4 / — | si anihilare | aj, = dpy [ ——
2wy, 2wy,
atunci relatiile de comutare intre L
operatorii de creare si anihilare [d;@,dﬂ = 5(3)<k — K ) (1.45)
sunt:

e Cu (1.45) am regasit relatiile de comutare [d, dq =1 pentru operatorii de oscilator armonic
cuantic:

e Inlocuind in (1.41) Gy =+/2wy, iy si G} = /2wy, G}, operatorii ¢(Z) si 7 () pentru t =0, devin

(—iwg) (&k e’ E'f—dz e_“;‘f> (1.47)



1.4. CUANTIFICAREA ENERGIEI CAMPULUI SCALAR 15

1.4 Cuantificarea energiei campului scalar

1.4.1 Cuantificarea energiei campului scalar liber

e Avand Hamiltonian-ul n o1 - 5 9.9
de cAmp scalar (1.25) H_§ /d T [7°+ (V) +m?¢?] (1.48)
&k T
p(Z)= | —————=axe' " " +a, e x) 1.46
e Folosind expresiile pen- () v (2m)3 2wy, < k k ( )
tru ¢ (1.46) si 7 (1.47) B e -
(%)= (—iwg) (ak e’k'“”—dl etk x) (1.47)
(27T)‘3 Zwk

e Atunci, Hamiltonian-ul va fi:

_,dgkdgk’ VOO (o Rr ot iR\ (a4 i o
H d3 %k <akezkz~x_a£e—zk‘-x> <aklezk~z T —zk~:c>_|_

E .];/ .= .= 1 = ’
+;/L_)(akem—a;elk'w> (awe™—ale PF) 4 (149)
WrEWg!
2
m ~ k@ AT zkx) (A ik, AT —ik :1:)
—(age " +ae Qe +a,,
2\/wkwk/< K k k

e Prin integrare dupi d37 rezultd 63) (k£'), apoi integrare dupi d®k (vezi Anexa pag.16)
H= /dskz — < W+ k2 +m? ><aka ,ﬁ—dlaT ) (w,3+g2+m2)(dk&£+d2dk>}

e Operatorul Hamilton de camp scalar este: (1.45)

/
1
H= /d3k Wi, akak+akak> /dSk: W (akak+2) (1.50)

e Deci, operatorul densitate de energie pentru mode-ul k de oscilatie a unui cAmp scalar
liber, este (introducem constanta h):

1
By = hwy, (akak—l—Q) (1.51)
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1.4.2 ANEXA

e Efectuiim produsele din integrala de oscilatie de mode k si apoi integrim dupi d>7:

I /1%/

SN 2\ JWEWE!
m

—i(k—k'")-&

[ Wkwk’( o oi(F+EN)T_ o o +a al efz(kJrk) )+

( kk/akak/e (k+k ): I—&—k‘k'akak,e (E E,)Af—/ggldiﬁ,kle_i@_z/) T EE CALZ&£ _Z(k+k/ —~>+

2

[ ]
e
o
o
=
=,
=N
(]
o
=
o
=K
=
(e}
=
o
(o)
—~
o
_H
o
~—

1
=3 / URFR)T g2 (scrisd 3-dim) si integrand d37 cu
T,

—

- — — — — 1 T T\ = — — E’:kj
_ 3 31 iW(kFK)-Z 33 = 3
f(k)—/5< V(kFR)f(K) d k’—/<(2ﬂ)3/e< R x)f(k’)d K cu {E,:_,;

e avem
7 WEW_ n k2 il m? .
= |—Y——ara_ ——Qpa_ ——Qpa_
F 2 R ey R 2y !
WRwg K m?
+ k kakaz + 7&;&2 + 7%&2
2 2\/wkwk 2,/wkwk
N/ k2 2
YRR g+ ————afap + ————alay
2 2\ /wrwi 2\ /wrwi
VRt k? alal m? o
apa’, + _k + a,a_,
2 2,/wkw WrW_k

e Grupdm termenii de oscilatie de mode k din parantezele drepte:

N k2 2
K— R + )(&kakJraLaT_k)Jr

2 2\/wkw_k 2\/wkw L
N k2 At At s
+ Rk + akal—i-azak =
2 21/wkwk 2‘/wkw

Deoarece wy, =w_y, aducem la numitor comun si folosim relatia w? = k% +m?:

=5 [ (—wi+k2+m?) (apa—g+afa’,) + (Wi+k>+m?) (dkdhdldk)] _
N————

=0 :20.1,%

=wy (&dede,Tﬂ&k) W <2akak+1> am folosit relatia de comutare aal—ata=1

e Atunci, operatorul Hamilton de camp scalar va fi integrala din modurile de oscilatie k:

L1 1
H== [k I, = 2/d k wp (aya] +afay ) = /d3k W (dL&HQ) (1.52)



