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Capitol 1

Campuri clasice

1.1 De la mecanica clasica la campuri clasice si cuantice

e Trecerea de la mecanica clasica la mecanica cuantica (cuantificarea I) se face prin

inlocuirea mdrimi fizice — operatori
Coordonata si impulsul devin operatori r=x ; p= —iﬁ%
Operatorii & si p satisfac relatia de comutare |[Z,p|=1p — pi=ih (1.1)
Exemplu: ‘Operatorul Hamilton - Lﬁz X 1 L 32 (1.2)
pentru oscilatorul armonic este: 2m 2

e In mecanica clasicd, descriem pozitia prin coordonatele . Printr-o transformare de coor-
donate (ex. rotatia unei bare) are loc transformarea reciproca a coordonatelor (z < v).

La fel, campurile E si B de exemplu, se pot transforma reciproc (E — E).

Ecuatiile de migcare din mecanicd ne dddeau variatia coordonatei x 1n functie de timp £.
Aceasta aratd cd putem trata asemandtor componentele campurilor cu cele de coordonate.
In teoria (clasicd a) cAmpului vom descrie mirimea urmdritd cimpul ¢ (x, t) in mod similar

in functie de variabila independenta, care de data asta este 4-coordonata x*. Atunci,

e Trecerea de la mecanica clasica la campuri clasice se face prin inlocuirea:

Coordonate x; — componente de cAmp ¢; z; — i, t) (1.3)
Viteze 2; — derivate de cAmp 0,,¢; az; N M (1.4)
dt oxt
e Trecerea de la campuri clasice la campuri cuantice (cuantificarea a II-a) se face prin
inlocuirea: campuri clasice — operatori de camp.
Campul ¢ devine operator: p(x,t) — p(,t)
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1.2 De la mecanica clasica la mecanica cuantica

e Trecerea de la mecanica clasicd la mecanica cuanticd (cuantificarea I) se face prin

inlocuirea méarimilor fizice cu operatori:

r— I

E— E=ikg

p — p=—ikiZ

(0} —

H(z,p) — H(&,p)

— il

(1.5)

d

Ecuatia Nerelativista

Ecuatia Relativistd

pt. unda plana

j=-— (257> N> = 2% |N|2

(Schrodinger) (Klein-Gordon)
Relatia 1-dimensional 1-dimensional covariant Lorentz
energie- p? E? 2 9 22
impuls 7% gzp +m-c p = m-“c
Trecerea la ope- L0 L0 " 9 _ i oan
ratori diferentiali: E—ih o P _Zh% =—ihV p— Zh&zu iho
Ec.deunda ‘ ‘
: B2 92 2,/ 2 2.2 2.2
pt. particula h%—w gi = %871; - a—f mZC =0 (8“3" mﬁc ) =0
liberi t  2mOx 2 ot Ox I 2
Ec. F:ompulex p laﬁ, fiaZw _ la% 3 2 m 2 z/) 9,0" + m°c W =0
conjugata ot 2m Ox2 2 o (91’2 h?
Inmultim la o 31/) w* Ap i 8271/) _ 82¢* AR a'=(ct, T) 3z =(ct, )
stinga ec. de Bt Y or o2’ 9 9
” ok U— ,
bazi cu —4v) Srp)=2 S S -%rv)=t aacpr,) (a(d) ax‘)
0 0
2 2 . _
iarec.c.c.la b* O 0%y " i I _ Y v)=0 Ou= (8(025)’ Ox)
dreapta cu 1) 2m 0x?  Ox? 0z?  0x?
apoi (v ) iR S B2 0 {z (@9*01,/’ _ 1/;)} 0
adunarea lor Ox dr, Oy
i
Ecuatia de Op  9j _0 10p 95 _ 9, =
continuitate ot ' Ox cot  or .
i oY oyY* )
Undev p=1* Y= p* Y i Y P=cp ; J123*J
Densitatea p . ot ot
. . ih (0 Oy 8
si Curentul j=- P i— b oy " o *
de probab. j 2\ 9 on I= s or ¥ Jr=i (YoM — 0T y)
Folosind solutia de unda pland a = Net (Et—p-@)/h ) = N e~tpa/h
ecuatiei de bazd, cu inlocuirile: = N i (wt—FD) = N e-ike
. =Ne
p-x= p“l‘l‘ = Ft — ﬁ T ,(l}* — N* 6,i(E»tfﬁ»i’)/h w* = N* eip-z/h
kox=kat=wt—k-i=2t-0.7 = N* i (Wt—F-d) = N* ik
. . B
Densitatea si p= |N|2 co=i Zz L |N|2 _ 2 |N\2
curentul de . o P N2
probabilitate j= \N|2 J*=27IN|
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Ecuatia Relativista - Dirac

Relatia In reprezentarea Dirac-Pauli In reprezentarea Weyl
. E
energie- ;=a~p+ﬂmc (0 o 5= I 0 (o 0 g 0 I
impuls e 0)7 o 1) |* o —6)"""\1 0
. - 0 .
Trecerea la operatori diferentiali: E— zh& ; p— —thV
0
= zha—wt +iha - Vi = Bmerp  inmultim la stinga cu 8 sinotim: 10 =3, ~F = Ba*
Ecuatia 3-dimensional covariant Lorentz
; L 00 oY
Dirac ihy® 5= il o —mey = 0 (i), — me) b = 0
E ] : ; pentru a reface forma covariantd,
Dguapa hal/f 40— hfw (=" —mey=0 inliturim minusul de la v*. De aceea,
C(::l?flgatﬁ Oct Ok deoqece AOr® ;fykfyo, inmultim
hermitic T - conj.hermitic (transp.& c.c.) - linie ecuatia la dreapta cu .
notimz) =11~ (spinor adjunct) - linie
Ec. Dirac o0 B o -
adjunctﬁ Zhﬂ 0 + ’Lha k’}/k + mcw =0 Zhauw ’Y“ + mcw =0
Inmultim ecu Y 81!1
atia de bazd iy’ —— 9 lm/W — —meyy +
cut lastinga - -
v .g 0, + (0,8) 4 =
apoi ecuatia 1/] 0 B B
adjuncti cu 8 gl O + zha k’ykw +mep =0 =0, (vy") =0
1) la dreapta jV’L
9 (7 0 k
sile adundm %(M) (W ¢)
P
—> Ecuatia de continuitate =~ — — Z B Ot =0
Densitatea p=70 =y =1ptep= Z|¢Z|2 >0 g =y
si curentul B i=1 dacd j* e 4-curentul de ELECTRONI, se
de probab. ||| 7 — ik _ i~k — gty 0n Ky, inmulteste cu sarcina —e: j* = —e yH 1)
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1.3 De la mecanica clasica la campuri clasice

e Trecerea de la mecanica clasica la campuri clasice, se face prin Tnlocuirea variabilelor
de coordonatd si derivata coordonatei (viteza sau impuls) cu cele de camp si derivata
covariantd a campului:

T; — uP '
1.3.1 Sistem discret n oscilatori legati - cu numar finit de grade de libertate
) 1
e Lagrangian L:T—V:§m (y%+y§+...+yg) —
L (1.7)
=5 [0 =0+ =92)+ - +(0-3)°]

oL d (0L
e Ecuatiile Euler-Lagrange a0, - (83),-) =0

)
—Fk( 2y —y2> = mi sau

TSR v Wy (Yic1 =2y +yis) =0 (1.8)
< —ki( —y2+2ys—ya | = mijs (i=1,...,n)
........................... ok

I _ — i) unde am notat wi = — = —
ki —=Yn—2+2yn—1 yn)—myn_l 0= =

\_kt —YUn-1 +2yn) = myn

e Solutii yi(z;,t) = Asin(k x;) cos(wt — @) (t=1,...,n) (1.9)

e Cuantificarea oscilatiilor stationare

Cu conditia la margine 1 =0 sin(k T,41) =sin [/-@(n +1) a} =0
<xn+1:(n+1)a> , din (1.9) avem: ——
=jm
e Valorile cuantificate  (permise) j
pentru vectorul de undi r; vor Kj= (J=12,...,n) (1.10)
fi: a(n+1)
Folosind cuantificarea vectoru-
lui de unda ~; (1.10) si legatura ,
(??) cu frecventele w;, avem w; = 2wp sin (fij 9) — 92w, sin( Jm )
si cuantificarea frecventelor pen- 2 2(n+1) (1.11)
tru fiecare grad de libertate j al (j=1,2,...,n)

ansamblului oscilant:
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e Hamiltonian (1.12)
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1.3.2 Sistem finit cu » — oo mase oscilante - coarda elastica

e Lagrangian Z U — Z (Yis1 —yi)2 (1.13)
=0
T s
. ~y+a)—y(@) - (v@)—ya—a)| =F@i@) (.14
Ecuatiile Euler-Lagrange , )
la limita } 9% 8 y
— —p= =0 1.15
dopp | ) ERe e
Yi Yi Ec. propagare unde cu v?=7/p
. 2
e Solutii y(x,t) = Asin(kz) cos(wt—¢) unde k= 5N (1.16)
comp. spatiald
e Cuantificarea oscilatiilor stationaye sin(k x,) =sin [ KT a} -0
Din conditia la margine z,, = ¢ \ ,
y(¢) =0 (¢ =na), componenta =jm
spatiald din (1.16) da: na = ¢ (lungimea corzii)
e Valorile cuantificate  (permise) -
pentru vectorul de undd r; vor /ij:j— (j=1,2,...) (1.17)
i na
Prin cuantificarea (1.17) a vec- 2 T Ky
: N . o cu wy=——=—
torului de undad x; si legitura ma
(??) cu frecventele w;, avem si u jm
cuantificarea frecventelor pentru wj = 2wg sin <nj ) 2wp sin (1.18)
- S 2 2n
fiecare grad de libertate j din '
cele n ale ansamblului oscilant: (G=12...)
¢
e Lagrangian pentru o distributie L=T-V= / L(x unde
continua de mase (coarda elas- 0 (1.19)
ticd). A se identifica termenii din () = p (dy(z, )\’ 2 Oy(z, 1)\ '
(1.13). =5 5 o
7]7 Vv
e Hamiltonian pentru o distributie 2 P oy(x,t) 2+ pv? (Oy(x,t) 2 (1.20)
continud de mase (coardd elas- ) ot 2 ox '
ticd) h pe i T d




10
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CAPITOL 1. CAMPURI CLASICE

e Trecereca de la mecanica
clasica la campuri clasice
se face conform

xi—>¢u

L(z, &) — L(¢,0u0)
oL oL

Ty — Ou¢p p=%—>77'=a—¢-5

(1.21)

e Densitatea de Lagrangian

si de impuls de camp

.. oL
similarcu p = —

dq

L(6, 916, 0r) / dx £(6, 5,6, 0,0)

T 1%
——N— ——

e T (ae) - o)
1
50t

REIC R

(1.22)

(1.23)

e Ecuatiile Euler-Lagrange

oL oL
a_qé‘a“<a<am‘>):0

oL 1
a“(@(@m)) = (@t -#)o=0

N J/
-

Ec. propagare unde cu ¢?

(1.24)

e Hamiltonianul din
mecanica

H(q,p)=pq¢— L devine

Densitatea de Hamiltonian

H(p,m) =7 (0d) = £

H(,m)=

oL 11 o 1 2
56,0) O — >z (010)” + 3 (0:0)
/—’L /—’L

~5(00) +5(00)

(1.25)
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1.3.4 Camp scalar real masiv p (Klein-Gordon)

Descrie un sistem infinit de oscilatori armonici cuplati.

1 1
e _ ‘J‘£:§ [(0.0)* —m*¢?] =5 [(0ep)? — (Vep)? —mP¢?] (1.26)
Densitatea de Lagrangia
(cCuh=c=1) ‘ unde (8Mgo)2 =0,p0tp dar m= % =0'0=0,p
t
[ ]
Ecuatiile Euler-LagrangL
(0,0" +m?) o= (0} = V> +m*) o =0 (1.27)

oL oL
——0,| =———1]=0
dp ”(8(8H<p))

1
. H = r0ip—L=(0hp)* =5 [(1p)" = (V)" —m?”]
Densitatea de Hamiltonian 1 ) ) ) 5
(analog H = pj — L) = 51@)" + (Vo) +m*¢’] (1.28)
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1.3.5 Camp scalar complex masiv ¢ si ¢* (Klein-Gordon)

e Densitatea de Lagrangian

L=0,50—m*p = ¢*p -V -Vo—mip  (1.29)
(cuh=c=1)
e Ecuatiile Euler-Lagrange (3M3u + m2) o = (at? N vERE m2) o =0 (1.30)
oL —0 oL =0 2 2 2 2
o "\0(Oupi)) (0u0" +m?) o= (9] =V +m?*) =0 (1.31)
e Solutiile de camp liber . o
scalar real p(,1) si com- P(,1) = ak) e (1.32)
plex ¢*(Z,t) sunt unde o (T, 1) = a*(E) pilwt—F-2)
plane (vezi Tabel pag. ??):
e Solutia generalda de cﬁ.m'p o(Z,1) :/d4k (O‘E ek 4 O‘z oik m) (1.33)
scalar este o superpozitie
(dezvoltare Fourier (vezi|  efectuand integrarea dupd dE cu conditia de
(2?)) de unde plane ¢ si|  conservare a energiei: §(p*—m?)=d(E*— |p]°—
*. - m?),
kox=wt—Fk-Z, iar d*k = B
dk° 3k = dE d*p=d*p d*k Cika % ik
si integram dupd energie. () :/ /(27)3 2wy (a’; ‘ Toge ) (1.34)
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1.3.6 Camp Schrodinger real si complex

2
e Densitatea de Lagrangian L =ihp*p — ;—Vga* Vo —Ve*e (1.35)
m
e Ecuatiile Euler-Lagrange ; 8_90__h_2 2
{ grang ih 2% =3 Vip+V (1.36)
m
oL oL
— 0| ==—]=0 . Op* n? . .
0p; “(a(au%-)) —ih 8(1?5 :—%V% +Vep (1.37)
e Solutille de camp liber . i)
Schrodinger real (7,t) si p(i,t) = ae (1.38)
complex ¢*(Z,t) sunt unde o (7,1) = o pilwt—F-2)
plane:
e Solutia generald de N | —ika . ik
camp Schrodinger este (7,1 _/d k(age ™"+ ag ™) (1.39)
© superpozifie ogdezvoltare efectuand integrarea dupd dE cu conditia de
Fourier (.Vefl (?7))deunde| o hservare a energiei: &(p?—m?)=(E>— |p]*—
plane p si - m?)
k-x=wt—k-Z, iar d*k = T
0 3% — 37_ g4 ,
di” Ak - b dvp_d p go(x):/—(a,; e M+ ar et ) (1.40)
si integram dupa energie. V (2m)3 2wy
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1.3.7 Camp Dirac

CAPITOL 1. CAMPURI CLASICE

e Densitatea de Lagrangian ‘

L=ihg"Oup—mpe
unde @ = 40

e Ecuatiile Euler-Lagrange

oL oL
— =0, ———]=0
Dp; M<a(au90i))

thy"0,p—mcp=0

i1ho,py'4+mecp=0

e Solutiile de camp liber
Dirac real ¢(¥,t) si ad-
junct @(Z,t) sunt unde
plane:

1
° 0

Spinorii ut?=N| o p

E+m

0

O = O

P(7,t) = v(p) e?”
_o’ -p
|E|4+m

,U(l 2):N 0 7
1

_o’.p
El+m

1

(1.41)

(1.42)
(1.43)

(1.44)

(1.45)
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1.3.8 Camp Maxwell

1
L= _ZF“”FW — gt A, (1.46)
e Densitatea de Lagrangian

Fo=0,4,—0,A, ; F™=0"A"—0"A"  (147)

Y

e Ecuatiile Euler-Lagrange
oL ( oL )—O O™ = poj"” (1.48)
X =

04, \0(9,A,)

0(0,A,)




Capitol 2

Campuri cuantice

e Trecerea de la campuri clasice la campuri cuantice (cuantificarea a II-a) se face prin
inlocuirea campurilor si a derivatelor de cdmp cu operatorii corespunzatori.

A H(p,m) — H(p,7)

0 —Q T — T

AN LT I PP S WP

2.0.9 Oscilatorul armonic in mecanica cuantica si teoria campurilor cuantice

e In cazul oscilatorului armonic, inlocuim operatorii # si p prin a si a' (complex-
conjugat-ul lui @) astfel ca relatia de comutare (1.1) sd devind [a,a'] = 1 (vezi (2.4)).

e Inlocuim in Hamiltonian (1.2) operatorii & si p prin 4 si 4" complex conjugati:

d:\/%(\/%:iﬂri%) ; dT:L<\/E§;_¢\/%>

Coeficientii s-au ales astfel incat [#, p| =ih trece in [d, G| =1. Se verifici imediat:

1 k k 1 1 /1 1, i 1/, 1
it= g kP i\ | dpi | pit | = | Sk gt sw (i) | = o H g
ad 2m<$ TP mpx+mp> hw(2 P gwih) J=go Aty

A~

(2.2)

Din fi i i - 1 ~ 1
e Din fiecare expresie 'de mai sus. Aehwlaat—2) s B=holatats 2.3)

putem exprima Hamiltonian-ul: 2 2

1/~ 1 1/~ 1 11
e Comutatorul:  [d, a'] :aa*-a*a:a< +§m) —a(ﬂ—ém): 5ty=1 24
e Comutatorii: [a H} hwa [&T, Ifl} = —hwa! (2.5)
e Din (2.2), cu k=mw?, exprimidm vechii operatori £ si p prin cei noi & si a'
h h
i= g (@+al) o p=—iy| o= (a—al) 2.6)
. . _ . o L

e Prin adunarea expresiilor (2.3), rezulta‘ g-tu, (aa* + aTa) 2.7

Hamiltonian-ul oscilatorului armonic:

16
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2.1 Cuantificarea campurilor (cuantificarea a Il-a)

e Cuantificarea campurilor clasice pentru a obtine cimpuri cuantice se face asemanator
cum s-a trecut de la mecanica clasicd la mecanica cuanticd prin trecerea de la marimile
fizice la operatori. Aici trecerea se face de la cAmpuri (functii de valori reale) la oper-
atori hermitici ¢ (z) — (z) si w(z) — 7 (x).

2.1.1 Ecuatiile de camp cuantic Schrodinger real zp

e Ecuatiile de miscare pentru operatori v (Z, t) ; iﬁj (Z,t) (ecuatiile Heisenberg) sunt

d@”(;ff) (b)) C“/’df

e Hamiltonian-ul de camp Schrodinger exprimat prin operatorii 0 si ¥t (¥* e inlocuit cu
operatorul hermitic adjunct ¥"):

[W( ), I:[Sch] (2.8)

Hsen= / (%wﬂ -v¢+v¢*¢) 4>z (2.9)
e Relatiile de comutare pentru 1/3 si @T la acelasi ¢y, se obtin prin trecerea T — 1& si
]5—> T :Zh_ﬂj)T a relapllor [ZIAZ’Z, ff]] = [ﬁl, ]5]]:0 §1 [Zi’z, ﬁ]]zlhéz]

D@ t0), D(@ito) |=[ 913 ). ¥ (t0) | =0

A o - (2.10)
(07 to), 1 (7, o) | =ih6* (7~ )
e Pentru cAmp Schrddinger real evaluim comutat. (notdm ¢/ = ¢ (Z') s.a.)
[, Hsa| = { / VIV dE } [w V'zﬂ’%'d%?]
e In 1-ul termen facem integrarea prin parti termenul
/T 3, r— /'i‘ / 3, U/IAJ - 0
VQZJ Vzb d’z' = v wd b= 0
ptr — o0
[1/37/@/1/;@.@/1/3/6[31,/} /w/Tv/ ’d3 /} /[1/) w/]‘}v/ 0 A% = /63 V’ 1/) ! B = _@212)
e In al 2-lea termen, folosim relatiile de comutare (2.10), acesta devine:
JA T L (e E e R e
=i’
e Ecuatia de miscare (2.8) pen-
) A dw B2 . .
tru operatorul (x) de camp d :[¢ HSch] = — V24V 2.11)
2m

Schrodinger este:
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Am regdsit ecuatia Schrodinger din mecanica cuanticd pentru particula.

2.1.2 Ecuatiile de cAmp cuantic scalar (Klein-Gordon) ¢

Ecuatia de migcare

pentru operatorul L 09i(T) 7. .
Heisenberg  ¢;(7,t) i ot [%(x)’ HKG] (2.12)
este:
. 1 . 2
e Hamiltonian-ul de} Hye :/5 (7%2(33) + <V¢($)> +m?¢? (x)) A (2.13)
camp Klein-Gordon
exprimat prin ¢ si 7

deoarece ih%: [ﬁ JH ] =0= Hyce independent de ¢

e Relatiile de comutare pentru ¢ si 7 la acelasi ty, se obtin prin trecerea £ — ¢ si
p— 7= arelatiilor [&;, ;] = [py, ;] = 0 si [£3, ;] = ihdy;

[6(7,10), &/(@ )] = [#(@, o), 7(, t0)| =0

(2.14)
[@(f, to), #(, to)] — ih63(Z — )
e Pentru campul Klein-Gordon real evaludim comutatorul
[¢.7"]
[g&,f]KG} :/[@(f),ﬂKG(f’)}d?’f adicd conform (2.13) evaluidm [@,(@’@’)2}
L2
(¢ ¢"]
e Pentru co-
muta,torul o 1, [@7%,2] _ @%,2_ 7%,2@:@7%/%,_%/%/@ _
A A — . —»_ —> N /s N s
(¢, 7] = ih 047~ Z) ihe3+7'Qp  pi!—ihod (2.15)

care ¢ o valoare
complexd (comutd), | = thd>7’ j/fr’@ ud —/ﬁ’@ 7'+ iho* 7 = 2ih3 7!
atunci

e Pentru comutatorii 2 si 3 [35,95’
avem [p(T), ¢'(7")] =0 =

e Atunci, comutatorul ciutat este: [@, fIKG} :/ih 83 (27— 2) #(@) =ih 7 (F)

e iar ecuatia de miscare (2.12) pentru operatorul de cAmp Klein-Gordon $(z) este:



2.1. CUANTIFICAREA CAMPURILOR (CUANTIFICAREA A II-A) 19

Sau

2 ..
5 =) (2.16)

2.1.3 Ecuatiile de camp cuantic scalar (Klein-Gordon) 7

e Ecuatia de migscare

pentru operatorul L Om(x) . ~
Heisenberg  7;(7, 1) e T [m(m), HKG} 217
este:
e - 1 - 2
e Hamiltonian-ul  de) Hgg —/5 (ﬁZ(JE) + (V@(m)) +m?p? (x)) d*7 (2.18)
camp Klein—Gordon}
exprimat prin ¢ si @ deoarece zhdH [H H ] 0 = Hpg e independent de ¢

e Pentru impulsul 7 Klein-Gordon evaludm comutatorul

A2

[, 7]
[ Hxc|= / #(#), Hia(#') |7 folosind (2.14)5i 2.18) 4 [ (@ga) ]
(7, ¢")
e Pentru comutatorul 1 avem: [#,7']=0 = [#, 7%’2} =0
e Pentru comutatorul 3 (folosind relatia de comutare (2.14), avem: [, ¢']| = —ihd3 (7' —7)

apoi, la fel ca in (2.15) = [#, '] = —2ihd* (# — &) - @
e Pentru comutatorul 2:
7,V |=V#, §|=—ihVe* (7 — 1)

—iRV'§3NV P 7 —ihV/834A VR
~

7 } (V! ) (W)?ft

) Cvomutatorul |:7AT, [:[KG] _/|:’Lh (53(5/ . ,]_f\) (vA/an/ _m2¢l):| d3f/ — Zh@%ﬁ _thZ@
cautat este:

e iar ecuatia de miscare (2.17) pentru operatorul impuls Klein-Gordon 7(z) este:

z h?: [7r HKG} :m(@? —m2> &

sau
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Vi m2> o(z) (2.19)

~

0 on
Combinand ecuatiile a—f =7 (2.16) si a—: (2.19) obtinem:

adicd, regdsim ecuatia Klein- 92 .
Gordon din mecanica cuan- (ﬁ -V +m2) o(z)=0
tica:




2.2. SOLUTII DE CAMP CUANTIC SCALAR (KLEIN-GORDON) ¢ SI 7

2.1.4 Operatorii de camp scalar (Klein-Gordon) &, si d,z

2

(vezi 41-Cuantificare campuri clasice (19)-(23))

o ca solutia generald a ec. Klein- (x) :/dSK(dkefik T+ al Zk'z) (2.20)
Gordon, scrisd ca operator este: unde: k-z—=wt—k-2

Pentru a gédsi opera-

torii G $i dz, folosim $(%,0) I/

campurile ¢(z) si H(x) &(#,0) = [ d*k(—iw) (éck G FE_ gt ik ~) (2.21)
la acelasi timp to =0: ’ k
ddf —ik-Z -,

si functia 6 scrisd sub forma, /(271)3 e FT = 5O (k) (2.22)
Separdm operatorii din (2.21) / ez 0 e tFT_ g4, 1at
cu 53( ) (2. 22) prm integrare (2m)3 #(,0) € QA 2.23)
tip [d% f(F)6° (k) = f(0), YN . ot '
deci fnmul;im 221)cu (2.22) Gmp P& 0 e = (miwr) (O‘k _0‘—1«)

.1 [ dE is iR

ak:§/ 5 3<ap(x,0) + fcp(x,O))e k
de unde ( g__ Wk (2.24)

al=3 [ ass(#@0 - La@0))e "

k72 ) (2n)3 ’ wr

e A

.2 Solutii de camp cuantic scalar (Klein-Gordon) ¢ si 7

(vezi 41-Cuantificare campuri clasice (24)-(26))
Cu &y si dz, (2.24), folosind 7 = 5 ¢ (2.16) si rel. de comutare (2.14) la acelasi ¢ (campurile

evaluate la pOflI j‘% %1 dﬂg di rLte dar la acela§1 tlmTt t—O) putem calcula | &, EJ
~ AT Y e 7 —ik-zHi K 2’
1) e lon oo [80.0).6(.0) | + [ 2(a7.0). £(2. 0] pe

A, Oy | =
P[0 T ey o P73y o\ —iRari R
/ {Wk/ [1(5 (Z—= )] o [ 0% —=x )]}e

dSH 1 1 —i(k—k")-z 1 7
— e G——— (O] X
4/(27r) {wk/ +wk}e (27)3 201, ( )

Definim operatorii de creare al =0 k\/ (27)3 2wy, | si anihilare

atunci relatiile de comutare intre ope- (3)
’ comu [an,al, | = 6@ (k- )
ratorii de creare gi anihilare sunt:

&k :(ik (27T)3 2wk. ‘

(2.25)

Am regasit prin (2.25) relatiile de comutare [&, dT] =1 (2.4) pt. operatorii de oscilator
armonic cuantic, de data asta pentru operatorii de cAmp:

+

Inlocuind in (2.20) &x = \/(27‘;‘)"3 o sial = \/(2;?)’“3 o operatorii $(x) si #(x) devin
S d3 —ik-x AT z k-x o=
P(z)= N (a e +a ) unde k-z=wt—Fk-Z (2.26)
3 . .
() =p(x)= dk (dk e T _al el “) 2.27)

\/ 27T 32wk

21
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2.2.1 Solutii discrete si solutii continui de camp cuantic scalar

e Reludm Lagrangian-ul de camp liber L(p, )=
relativist (Klein-Gordon) scris acum
pentru operatori de camp cuantic: =

e Ecuatia de migcare Euler-Lagrange oL 0 0L oL
(ecuatia de camp) 0p Otpp 0 (VY)

e Conducelaecuatia de ‘ (8f—v2+m2)¢:0‘ sau ‘ (8,0" +m?) =0 ‘ (2.28)
camp K-G real ¢

Similar pt. ecuatia de N N
® campK-G complex @ ‘ (8,52—V2—|—m2)<p7:0‘ s ‘ (8,18”+m2)<pT:0‘ (2:29)

e solutii discrete de unde plane ortonor- solutii continui de unde plane ortonor-
mate (cu constrangeri de volum) mate (fird constrangeri de volum)

—ik-z ikz\ [ . A3k N kw2t iken
Z\/T( Ry e b (8) ) [ () = \/W(a(k)e C b (e )

51 (@) =3 e (b(F) et (B e o) sy [ A B e gt (Byeit
#=E v ( )w(m)—w(mm vl (B )

e Comutatorii coeficientilor de stari discrete sunt (2.4), iar cei de stdri continui sunt (2.25):

[a(/}’),af(z?)] [b(k) bt (& )] Sep (2.4) [a(k) at (& )] [b(k) b (K" )] S(k—K') (2.25)

2.3 Hamiltonian de camp cuantic scalar - solutii discrete

e Acum avem doud componente de cAmp ¢ si 4T, si doud cAmpuri conjugate 7 si 7.
Hamiltonian-ul de cdmp scalarrela- ) Cu Lagrangianul £ = aﬂ@au(@ —m?2¢T @ avem

tivist (Klein-Gordon) scris acum L Lo atat st o 2t
prin operatorii de cAmp cuantic: H(p, #)=rp+r o= L= (‘P‘P +VeVo+mg tP)

e Si evaluim Hamiltonian-ul total, exprimat prin componentele discrete ¢ si @f:

H:/Hd3 :/(&&wavwm%*@)d:* =
@

@T

/( 2 m[ (F)e~*=+bi(R) MD(Z(’% m[(k) 711@47;_&_&1(];/)6%%])(13]?

+/(—aigo*a go+m2¢*¢>) d*z (2.30)

e Linia din mijloc, adicd termenul | égfafd:’x, dupd
efectuarea derivatei temporale, devine:

/(Z Z;ZW[ a(R)e= ™ b1() MD( Z;/kw [ BE,)efikzzwf(,;,)eikcz])daf
/ ~/2Vuwr,

TN (k‘) B(E )e—zk ze—zk’ —a(
ZZ(‘N B e
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2.3.1 Hamiltonian de camp cuantic scalar - solutii discrete (cont.)
e —ik-x —ik"x | AT\ AT
e Initial ludm primul termen din integrala (2.30), ZZ \/7 YE [ a _),b( ) c , —’:agk)a
+bT (k) bR )e * e~ —bi(k) a'(

e Sumele dupd k si K’ se iau de la —oo la 400 (pe cele 3 directii x, y $i 2).
Toti termenii prin integrare (produse de funcpl propru ortonormate) intre hmltele de granitd,
sunt nuli, cu exceptia celor cu K =k sau k' =—Fk. Explicitdm k - x =wt— k-

[ —&(E) B(E)e—i(w,;t—k-f)e—i(wEt—k.f) +a(k) &T(E)e—i(w,;t—k-f)ei(w,;t—ﬁ-z)
pt. E/:]; =1 =1 +

e -

bt (E) E(E) i(wpt—k-Z) e—i(wEt—Ed’) _Bf(k) d]‘(E)ei(wlzt—ﬁi)ez‘(uEt—E-E)

_d(_‘) B( —)) 71(«) ~t— k/{eﬂ (wi t+k +&(k) ( E 71( t— kz)e}/t+k f)
+BT E i) E Z(w%k z) 72(“)}(4’]‘: ) bT el(wgtfk})(ez(wlstﬁ»/(g)

—a(R) b(—F) e 2k 1 a(R) af (F) + b (R) b(R) — b1 (k) ' (—F) e*«*
—a(

e Termenii marcati reprezintd produse scalare de functii proprii ortogonale (stationare),

pt.k'=—Fk +

W‘l

)B(E) — 24w t62zkz bT(k) (E) 2iwgt e —2ik- x+a( (AIT( E) 2ik-& E(E)i)( E) —2ik-&

U
\/

adicd integrarea lor pe sp.de coordonate intre limitele de granitd dau zero, sunt de tip
[ sinaz sin Bz dz (vezi stiri cuantice pe cutie). Rdmén doar cei nemarcai.

2.3.2 Hamiltonian de camp cuantic scalar - solutii discrete (cont.)

e Deci 1n integrala dupd primul termen (2.30) rdmane,
/ Ppld =Zﬂ(‘ Rb(—R)e™ > a(R)a’ (R)+b (Rb(E)—b (F)a' (~R)e* )
(2.31)

=~

_Z 2w (* Rb(Rye > +a(R)at (F)+b! (B)b(K) b (~R)a' (R)e”+*)

Schlmbarea de semn pt. K inI-ul si al IV-lea termen s-a fécut pt. uz ulterior, deoarece sumarea
se face dupa toate val. k (pozitive si negative), iar pt. orice k avem alta cu —k.

e Un calcul similar pentru termenul urmator (cu derivatele spatiale) din (2.30) ne da:
0,010 pdPr = am*a,-gad% =
S it = @ NS e e
= ’i (E(E)a(—ﬁ)e*mkma (k)a(k)+b(k)b (k) +a' (k)bf(—E)eQW) (2.32)
Notd: atat termenii functie de k cat si de —k au semnul schimbat, deoarece k; = —k;.
e Similar, pentru termenul de masa din (2.30) obtinem: mgcﬁT@dSm =

:/m(z [ B ””D(Z @) b @) ) o

:Z%(B(E)a(fﬁ)eﬂwkwé(z}’)é (k) +a' (F)a(k)+a' (E)z}*(f;;)emkt) (2.33)
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2.3.3 Hamiltonian prin operator numar de particule - sol. discrete
e Adunand rezultatele (2.31), (2.32) si (2.33), si folosind relatia k2 +m?= (wr)?

recu) 1 relatiile de% comutare a coeficientilor: o,
&(l%l;, a'(k )T: b(k),b'(k") n] g (sol. discrete); =5 (k—k")(sol. continui) (2.34)

e Hamiltonianul total de cAmp cuantic scalar pentru stérile de solutii discrete, este

A = 37 S ayal (F)+al (Bya()+ b (R)b(R) +b(R)b (F)
k

:ZE:MQ(&T(*) a(k)+= +bT(E)B(E)+%):Zw( Na (k)4 +Nb(l§)+;§2.35)

e Valoarea proprie a Hamiltonian-ului (2.35), pentru o stare datd, este energia totald a
stdrii respective. De exemplu, pentru o stare multiparticuld: 1 particuld cu energia wp,
2 particule cu energia wy si 1 particuld cu energia w,., avem

Eiot |op20q0r) = (wp+2wq+wr) \app2<pqgor> adicd, ecuatia cu val. proprii
- 1
H lop2pq0r) = 3w (Na(F) -5 SR B)+ 5 ) len2o0p) (236)

(npwp +ngqwg+nrwr+(1/2 energia stirii de vacuum)) lop20qpr)

e In concluzie, operatorii N, si N, sunt operatorii numér de particule.

9

De notat ca dacd am fi folosit in (2.35) “ordonarea normald” (care presupune ca op-
eratorii comutd, chiar daci sunt ne-comutatori), nu am fi obtinut factorii 1/2 de mai
sus.

2.4 Hamiltonian de camp cuantic scalar - solutii continui

&’k
\/ 271'332(.0,;
d’k PN —ikex | Aty ik
v ( 27r 32w ( (k)e il (k)e )

Hd%e = (¢ —|—Vg0 V<p+m @ Lp)d 2= dupd derivarea temporali

3L .. . ) L 37 - R
d°k iwy |:7CAL(k)€7Zk‘I+bT(k)elkzi|) d°k dwg [ (

. - _ _ v "k TR |} El 67ik{z+dT g ik’ z]) d3~
Hamiltonian-ul total, este” ( (2m)*2w; (2m)32wr, ) (K)e

. s ( ataia 2.1\ 3~
e Linia din mijloc, adica termenul ﬁpcpfdgx, devine: + (_8“'0 Iotm’p ‘P> d*z  (2.37)

o o i a0 ] o
2(2m)? wk\/wT/ b (R) b(R")e™ = e = 151 (F) af (K)e™ = ™"
Lo 1
iod- 83k — 1) —
e Folosind: 6°(k—k’) CE

/%{—G(E)i)( E)E_inkt—i— a(k) (k‘) +bT(E)B(E) _bT(E)dT(_E)tewkt} dSE

o) = (o) e 48! By
® Folosind solutiile continui ¢ si ot
(reamintim: k- z=wpt — k- I) ol ()=

/e(k F) 23 n integrarea dupa d>Z, avem similar (2.31)

N——
af(Kya(k)+6(k—
k)

e Folosind relatiile de comutare (2.34) pentru solutii continui si evaludnd ultima linie din
(2.37) similar cu cazul discret (2.32-2. 33) obtinem o expresie similard (2.35)

H= /wk< (0)+Nb( )+%5(o)) &k (2.38)
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2.4.1 Hamiltonian de camp cuantic scalar - solutii continui

e Observatie: 6(0) reprezintd contributia energie de vacuum. Este infinitd §i are unititi
de 1/k® (inversul impulsului la puterea a 3-a). Deoarece k = 2/, acesta are dimen-
siunea de volum (lungime la puterea a 3-a). Astfel, §(0) reprezintd un volum infinit,
intregul spatiu. Atunci, densitatea de Hamiltonian, adicd densitatea energiei de vacuum
este

_ Hyae 1 1\ 52 energia de vacuum din uni-
Houae= 1% _/W’C (§+§) 'k (tatea de vol. din spatiul fizic )

(2.39)

Noti: Energia este hw.
In (2.39) ca in toate relatiile din QFT, folosim unitdti cu A=c=1.

2.5 Test

Slideuri suplimentare (de sarit)
De fapt, dacd interpretam ay si d;i ca operatori de creare si anihilare, acestia satisfac relatia de comutare cu
hamiltonian-ul
[H, a;] =widl [H, ak] — —wrdn (2.40)
astfel acesti operatori conduc la crearea si anihilarea de particule. In hamiltonian-ul (??), putem inlocui explicit

campurile prin dz si ay si folosind relatia de comutare (2.25), obtinem expresia hamiltonian-ului 1n termeni de &L
si ax. Dupd cateva operatii algebrice, obtinem

H= 1 / ﬁ [&k G—r exp(—21 wit) (fw,% Tkt m2)

2 2wp

+afar (Wi + k2 +m?)

+aral, (Wi + k* +m?)

+ajal, exp(2iwyt) (—wi +k° + mz)]
Deoarece w? = k2 + m?, vom lisa deoparte termenul dependent de timp si obtinem

= %/d%wk laxal +afax] (2.41)

Acest rezultat este aproape identic cu cel obtinut mai demult,

=] / & ke al (242)

Efectudnd comutarea intre a, si dL din ecuatia (2.41), obtinem
- 1
= / Pk wg {a;ak + 56(3)(0)} (2.43)
Dar nu pare corect. Ce este acum § ® (0) ? Sd revenim la problema normdrii intr-un spatiu cub. Atunci
. 1 1
H=3 %wk [akaz + a,Lak] = % {a;ak + 5} (2.44)

astfel 63 (0) este o sumd infinitd de energii de nivel zero. Energia fiecdrei asemenea contributii este %wk, si nu
este zero. Cum existd o infinitate de asemenea contributii, obfinem o energie infinita in starea fundamentald.

Acest lucru 1nsd nu creaza probleme, deoarece nu atat valoarea absolutd a energiei este importantd. Sens fizic
au doar diferentele de energie, care sunt finite. Deoarece intotdeauna se obtine o energie infinitd, vom incerca
sa profitdm de ocazie si sd Inldturam aceastd inadvertenta pentru totdeauna. Pentru aceasta sd amintim cd energia
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minima in cazul oscilatorului armonic rezultd Tn urma ambiguitatii de ordonare. Cuantificarea oscilatorului armonic
o puteam face pornind de la Hamiltonian-ul clasic (??)

Hoa = 5(¢—ip)(a+ip) (2.45)

Daci p si ¢ sunt numere reale, acesta este identic cu hamiltonian-ul obisnuit % (p2 + q2). Dacd insd p si g sunt

operatori, acesta devine

Hoa=wad'a (2.46)

in locul celui obisnuit (vezi Anexa 22 (22)) w(afa + 1/2).
Astfel, printr-o ordonare potrivita putem elimina energia infinita (nefizica) din starea fundamentala.
Pentru un set de cAmpuri libere ¢1 (1), ¢2(x2), . .., dn(x(n), se defineste produsul normal ordonat

sp1(x1) .. dn(zn) (2.47)

ca un produs obisnuit, cu diferenta ca toti operatorii de creare se plaseazd la stdnga, iar operatorii de anihilare se
plaseaza la dreapta. Deoarece operatorii de creare comuta intre ei, la fel si cei de anihilare, aceasta alegere specifica
in mod unic ordinea de actiune. Astfel, in loc de H, putem folosi : H : iar energia infinita a starii fundamentale se
va scrie

H = /d%wka;dk (2.48)



