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Capitol 1

De la mecanica clasica la campuri
clasice si campuri cuantice

e Trecerea de la mecanica clasica la mecanica cuanticd (cuantificarea I) se face prin

inlocuirea mdrimi fizice — operatori
Coordonata si impulsul devin operatori r=x ; p= —ih%
Operatorii & si p satisfac relatia de comutare |[Z,p|=1p — pi=ih (1.1)
Exemplu: 'Operatorul Hamilton = S i 1 k72 (1.2)
pentru oscilatorul armonic este: 2m 2

e In mecanica clasicd, descriem pozitia prin coordonatele . Printr-o transformare de coor-
donate (ex. rotatia unei bare) are loc transformarea reciproca a coordonatelor (z < y).

La fel, campurile E si B de exemplu, se pot transforma reciproc (B & E).

Ecuatiile de miscare din mecanicd ne dddeau variatia coordonatei x in functie de timp ¢.
Aceasta aratd cd putem trata asemandtor componentele cAmpurilor cu cele de coordonate.
In teoria (clasicd a) cAmpului vom descrie marimea urmdritd cimpul ¢(z, t) in mod similar

in functie de variabila independenta, care de data asta este 4-coordonata x*. Atunci,

e Trecerea de la mecanica clasicd la campuri clasice se face prin Tnlocuirea:

Coordonate x; — componente de camp ¢; z; — (1) (1.3)
Viteze 2; — derivate de camp 0,,¢; @ N M (1.4)
dt Oxt
e Trecerea de la campuri clasice la campuri cuantice (cuantificarea a II-a) se face prin
inlocuirea: campuri clasice — operatori de camp.
Campul ¢ devine operator: p(z,t) — p(,t)
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1.1 Ecuatiile Hamilton de campuri clasice

Hamiltonian (densitate): HW, m)=m)—L

Variatia Hamiltonian-ului OH :7/@/} +pdm— —w&p — 5— b =100m— 7o
Ecuatiile canonice Hamilton w _ 5_H . PR 5_H
(exprimate cu derivata functionald) om ’ 0

Verificare Ecuatia Hamilton pentru Campuri Clasice Schrodinger

) 2
Cu L pentru camp Schrodinger L=ih)")— h—V@/}* NV —=V ™
oL
T=—=1h — =
= v==
atunci

H=mi)— L—%@/} ihy ¢+—V¢ V@Z)-I—V@M/J——ﬂv V@ZJ-I——m/)

. OH OH OH
w—ﬁ—a—ﬂ”(m) e
Folosind derivata functionald
#__5_H__8_H+v 8_7—( __K _ﬂv2
o o ovy)) ih" 2m
In a II-a ec. folosim: m=ihy* §i  7=ih0Y*/Ot, atunci regdsim
ecuatia Schrodinger reala ecuatia Schrodinger complexd
oY R _, Lot L R,
e =V Y o = gy

Verificare Ecuatia Hamilton pentru Campuri Clasice Klein-Gordon

Cu L pentru camp Klein-Gordon L= % [*—(Vp)?—mPp?] = % (Oup "o —m*p?)
o oL .
5<p -
atunci
1 1
e p_ 2 A2 222\ _1( 2 2, 929
H=mp—L=¢ 2(90 (Vo) ms@) 2<7r +(Vy) +m90> (1.5)
_OH _OH_
Folosind derivata functional T T om
olosind derivata functionali
)
o dp (Vip)

Cu m=¢ si 7=¢ = ec. Klein-Gordon: ¢ —V?p +m?p=0
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1.2 Descrierea Heisenberg

Transfer evolutie: stare Schrodinger — operator Heisenberg

Zha¢s($, t)

ot :H@Z)S(ZL‘,Q

e Ecuatia Schrodinger exprima evolutia ¢g in ¢:
e Solutia ecuatiei Schrodinger este:  g(x, ) = e A1) yo (g it))

e Stdrile Heisenberg (independente de timp)
se definesc ca stdrile Schrodinger la ¢ = ¢,

Y (r)=1vs(, o)

Observabile A — valori medii — variatiein t:  (A(t)) :/wg(a:, t) Apg(a,t) de

Variatia in timp a valorilor medii

d(A B, NG, ,
;t> —/( s 4 wswsatwsws/l 5 dr =

= O s (i i) e = (22 L i

- - DA
Definitie observabile Heisenberg A =(A) si 8—tH =0

A dA .
Ecuatia Heisenberg: (evolutia Ay n t) ih dtH = [A u, H ]
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1.3 Campuri scalare cuantice

e Trecerea de la campuri clasice la campuri cuantice (cuantificarea a II-a) se face prin
inlocuirea campurilor si a derivatelor de cAmp cu operatorii corespunzatori.

O — @ T — 7 H(p,m) — H(p, )
pr—pt ot L (1.
{or} — Lipa

1.3.1 Cuantificarea campurilor scalare

e Cuantificarea (campurilor) inseamna trecerea la operatori (de camp).

e Campul ¢ ca solutia gene-
rald de unda pland (??),
scrisd ca operator, este:

A d_’ ikx AT zk’x
oo [ g (el ) |

—

unde: k-x =wit—k-T

e Pentru a gdsi operatorii ¢, $i dz, folosim

= A GkE | AT —ikd
- operatorii de camp P(T, (27)? 2 <O‘ e tage )
Po) si o) o e (1.8)
acelagi timp ¢y =0: . Bk o o
‘ o(Z, / (—iwy) (dk e’k'“—ézz; e’””)
V/(27)3 2wy,
: . . BT e -
- si functia § exprimati ca / GE eTike — 5O (k) (1.9)
T

e Separim operatorii din (1.8) cu 6*(k) (1.9), prin integrarea /dglg F(k) 83 (k)=f(0),

B G+l

R . e—igi" ~ f)o —_ Tk
deci mmulpm (1.8) /(27r)3 ¢(7,0) \/WQ(%

raméne f(k=0). / T ik &(Z,0) = e~
(27)3 ’ w/ 27)3 2wy,
2 d3 = -, ) ~
@k:ﬂ/_xe—m (A(:a 0) + i@(i 0))
2 (2m)3 Wk
e de unde (1.11)

2w BT s i
~t __k ik [ ~A/> AN
=2t o™ (p.0) - Léw0)
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1.3.2 Operatori de creare si anihilare cuante de camp

e Cuqy si dL (1.11), tinand cont cd pentru un camp scalar liber, ™= g@, calculam relatiile

de comutare la acelasi timp: [&k, dL]

(campurile sunt evaluate la pozitii & si a diferite, dar la acelasi t =t'=0),

A At

|:Oéka0-’k/:| 1 (B2 (i . i N ~ .
__ - A_,’O7. ,’0} _[A ' 0), ¢ _,’O] —i kTt kT
2w 2wy 4/ (2m)3 {wk/ [go(x ) (@', 0) | +— | p(a’, 0), o7 )}6

1 [(BPTd3T (i - i . o
—__ == J)__ 5(3) = ] —[6(3) = 7 i| —ik-Z+i k'’
4/ (2m)? {wk/ 0@ =]+ [0 = ) po

L&z (1 1) _oine 1 I
——/ ° { —|——}el(kk)*"”——5(3)<k—k’) unde am folosit (1.9)

4] (2m)3 |\wp  wk 2wy,
. .. A-|- ~ -i- ]- . ey . A N 1
e Definim operatorii de creare | a; = ;.4 / — | si anihilare | aj, = dpy [ ——
2wy, 2wy,
atunci relatiile de comutare intre L
operatorii de creare si anihilare [d;@,dﬂ = 5(3)<k — K ) (1.12)
sunt:

e Cu (1.12) am regdsit relatiile de comutare [d, dq =1 pentru operatorii de oscilator armonic
cuantic:

e Inlocuind in (1.8) dy =+/2wy, i §i &) =+/2wy, a). operatorii () si 7(F) pentru t=0, devin

(—iwg) (&k e’ E'f—dz e_“;‘f> (1.14)



1.3. CAMPURI SCALARE CUANTICE 9

1.3.3 Cuantificarea energiei campului scalar liber

e Avand Hamiltonian-ul N1 3 (a9 12 9 9
de cAmp scalar (1.5) H_§ /d 7[R +(Vey+m*y’] (1.13)
~ —» ikE, AT —ikT
o(7) a R T Lt e ) (1.13)
e Folosind expresiile pen- / V(2m)3 2wk ’ b
tru ¢ (1.13) si 7 (1.14) Bk e -
(@)= | ————=(—iwy) <ka ek Tl e ’“) (1.14)
(27)3 2wy,

e Atunci, Hamiltonian-ul va fi:

s [ BEBE] JOROw [ i ot R\ [ i s
Hzé/d3$ (27T)3 |:_ ; k <akezk-x_azefzk.x> <ak/€zk-x_a;2l€fzk-z)+

E 'l;/ B . o, o
—f—%(deka—&LG_ka) (dklezk ~z_dL/€—zk a:>+ (1.16)
kWE/

e Prin integrare dupi d37 rezulti §3) (kk'), apoi integrare dupi d®k (vezi Anexa pag.10)
H= /d3k: — wk+k2+m )(aka k+akaTk) - (w,§+l§2+m2>(dkd,t+dzdk)}

e Operatorul Hamilton de camp scalar este: (1.12)

/
1
H= /d k wy, akak+akak> /d k wy (akak—l—Q) (1.17)

similar cu Hamiltonian-ul de oscilator armonic cuantic (27?).

e Deci, operatorul densitate de energie pentru mode-ul k£ de oscilatie a unui camp scalar
liber, este (introducem constanta h):

1
= hwy (&Lak+§) (1.18)

similar cu energia oscilatorului armonic cuantic (?7?)
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ANEXA

e Efectuiim produsele din integrala de oscilatie de mode k si apoi integrim dupi d>7:

I /1%/

SN 2\ JWEWE!
m

—i(k—k'")-&

[ Wkwk’( o oi(F+EN)T_ o o +a al efz(kJrk) )+

( kk/akak/e (k+k ): I—&—k‘k'akak,e (E E,)Af—/ggldiﬁ,kle_i@_z/) T EE CALZ&£ _Z(k+k/ —~>+

2

[ ]
e
o
o
=
=,
=N
(]
o
=
o
=K
=
(e}
=
o
(o)
—~
o
_H
o
~—

1
=3 / URFR)T g2 (scrisd 3-dim) si integrand d37 cu
T,

—

- — — — — 1 T T\ = — — E’:kj
_ 3 31 iW(kFK)-Z 33 = 3
f(k)—/5< V(kFR)f(K) d k’—/<(2ﬂ)3/e< R x)f(k’)d K cu {E,:_,;

e avem
7 WEW_ n k2 il m? .
= |—Y——ara_ ——Qpa_ ——Qpa_
F 2 R ey R 2y !
WRwg K m?
+ k kakaz + 7&;&2 + 7%&2
2 2\/wkwk 2,/wkwk
N/ k2 2
YRR g+ ————afap + ————alay
2 2\ /wrwi 2\ /wrwi
VRt k? alal m? o
apa’, + _k + a,a_,
2 2,/wkw WrW_k

e Grupdm termenii de oscilatie de mode k din parantezele drepte:

N k2 2
K— R + )(&kakJraLaT_k)Jr

2 2\/wkw_k 2\/wkw L
N k2 At At s
+ Rk + akal—i-azak =
2 21/wkwk 2‘/wkw

Deoarece wy, =w_y, aducem la numitor comun si folosim relatia w? = k% +m?:

=5 [ (—wi+k2+m?) (apa—g+afa’,) + (Wi+k>+m?) (dkdhdldk)] _
N————

=0 :20.1,%

=wy (&dede,Tﬂ&k) W <2akak+1> am folosit relatia de comutare aal—ata=1

e Atunci, operatorul Hamilton de camp scalar va fi integrala din modurile de oscilatie k:

L1 1
H== [dk I, —2/d k wp (aya] +afay ) = /d3k W (dL&HQ) (1.19)
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1.3.4 Campul electromagnetic clasic

o Am viazut (# Undele-Electromagnetice), din ecuatiile Maxwell fara surse, obtinem ecuatiile
de propagare a componentelor F si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 92 - 1 02 -
== —-V*|E=0 ; (5-5—-V?|)B=0 1.20
<c2 ot? ) <02 ot? ) (1.20)
o E si B pot fi exprimate prin ¢ si A (vezi oA
Ec.Maxwell pentru potentiale) =—Vert— e ;. B=VxA (1.21)
e In vid pentru ¢¢,¢ = const., A satisface iiz 2\ i=o0 (1.22)
aceeasi ecuatie de propagare a undelor: c2 Ot? '
e Solutia este unda plana: A’(ﬁ t)= Ay COS(}}'.f_wt) (1.23)
e In absenta surselor (in vid) si pentru ¢+ = const. relatiile (1.21) ne dau:
E=——=—wApsin(k-7—wt) ; B=VxA=kxAgsin(k-7F—wt) (1.24)
ot ~ SN——
EO BO

Solutiile (1.23) se pot exprima prin exponentiale (la fel ca solutiile K-G cu m=0),

cu.Ao = €Ap, €vec£or fT(F, 1) = & Ao (a ei(E.F—wt)+a*e—i(E-F—wt)) (1.25)
unitar polarizare a &/

. oA o e
iar componentele E E(rt)=——-=iweAy (a e!(h 7w _ gremilh _Wt)>

- = ot (1.26)
si B de cdmp EM: . o - o 7
B(r,t)=V x A=i(kx€)Ao (a ek m—wt) —a*e_’(k'r_"”f)>
1.3.5 Energia campului electromagnetic clasic
e Densitatea de energie a cimpului EM este: (vezi Undele-Electromagnetice):
u:1 60E2+22 :@(E2+C2BQ>:€0|E|2:€0w2gg sin?(k - 7 — wt) (1.27)
2 Ho 2 N~~~

E2
unde am folosit (1.24): E=—wAgsin(k - 7 — wt)
e Pentru calculul energiei, trebuie sa tinem cont si de cele doud componente (grade de libertate)

de polarizare ¢, ale F, ca doud oscilafii independente, n plan normal la directia de migcare.
Acestea dubleaza energia campului EM.
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o Astfel, energia campului EM W:2/u Br— 260/|E]2 B (1.28)
intr-un volum finit V' este: '
\% \%
e Deoarece |E|=Ey=wAg avem: W =2eow?AZV (1.29)
e Cuantificarea energiei implica: W — (1.30)

(energie foton Planck: W = hv)
e Egaland ultimele doua relatii, putem exprima: Ag=1/ h (1.31)
2¢qwV

e Solutia A(7,t) (1.25) devine:  A(7,t) = &,/ 26071 = (a ei(’z'?*wﬂ+a*e*i<’9*‘wt>) (1.32)

1.3.6 Cuantificarea campului electromagnetic

e Pentru cuantificarea oscilatorului armonic am trecut la operatori: * — Z si p — p iar
in hamiltonian (z,p) — (&,p) — (a,a’). La fel, pentru cuantificarea cAmp EM trecem

la operatori de cAmp ¥ (z) — #(z) , adicd vom inlocui A — A. Pentru doud grade de

polarizare independente €), si un set de frecvente wy, proprii, folosind (1.32) pentru A,

e ~ i(k-F—w ~ —i(k-F—w
A7 Z 260%‘/ (apre®ETrt) 4 af iRt (1.33)

in termenul doi, a*- complex conjugat, prin trecerea la operator, devine af- hermitic conjugat

e Componentele cuantificate E si B (1.26) ale campului EM, devin operatori:

(7 8/:1‘ ) & h - i(kF—w N —i(kF—w
E(Ty t):—a =} Z(JJ]Q-G)\\/J (akAe (k kt)_aLAe (k; kt)>
o (1.34)

e Rescriem (1.34) cu iy =

gl
= 2 B a5 )

(1.35)

A he2 — N
B(f’7 t):'LZ wice[dge*lwztkgXﬁz(f’)—&z@lwetkgxﬁg(f’)]
l
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1.3.7 Cuantificarea energiei campului electromagnetic

e Operatorul Hamilton ca energia
campului EM (vezi # Undele EM)

unde

~ |2 .
/d?’r‘E‘ =i hy/wwom [— Giglpe— et temt) / &3 @g(7) - T (7)

Vv Z,m
P / &Pr i} (7) - W) + [hc]

e Folosind relagiile‘ 3 kg o _ ) 3 o o _
de ortonormare: /d g (1) (1) =0tm. /d () U (1) =0t,m

(e ¢] oo
intr-adevir, cu uy ~ e*F% avem / et ke e =ikm® g :/ et (hehm)@ g 2760, m,
—00 —00

~ |2 . .
e Obfinem: /d37“ ‘E‘ :Zhwe [&};&N—dz&;— ot ge 2et d}&T_geZWt
y4
\%

la fel
/d3r B‘inz he? |:_ &dee_i(wet—ka)mt)/d?;r (EZ x ﬁé)(Em x ﬁm)
\/@ Wm
V m e .|_ . — —
tafageirt—ont) / Pr (Fy > 57)- (R x )]+ [

-

m) (Ue-Up,), $i kg-iip=0, avem,

o

Cu identitiile (kg x @) - (Ky X i) = (k¢-
/d3r(/§€ x 1p)- (K X ) =—ki0 o ; /d37‘(/;;g X A0)) - (K X ) =k300.m
e Obtinem: /Vdgr ’3‘2: Eﬁwe [&Zdﬁ-dz&z—l— Qo ge 2wt 4 &}diee%“’”]
14
o In final, expresia Hamiltonian-ului in functie de operatorii de creare si anihilare:
ﬁ:%ka(abamamaw:Z o, (&L/\dk,\—l—%) (1.36)
kX EX

e Hamiltonian-ul se poate scrie‘ N - At a 1 B A 1
ca cel de oscilator armonic H picta =Ny (a“ak)‘ * 5) —hw (Nk)‘ * 5) (1.37)

) &;2 \akx = Ny este operatorul numdr de fotoni de frecventd wy si polarizare €y, similar cu
operatorul numar de particule de la oscilator armonic.



