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Campul electromagnetic

1.1 Exprimarea campurilor nestationare prin potentiale

(v.E=L (a)
€0 N
e Ecuatiile Maxwell pentru cim- VxE = 9B (b
purile nestationare (1.1) sunt, L ot (1.1)
V-B=0 (¢)
o . OF
VXB = 1 — (d
[ VX HoJ + Ho€o En (d)
e Campul magnetic de divergentd
zero (1.1.c) se poate scrie caro-  — B=VxA (1.2)
torul unui cAmp vectorial A:
o 0 (ﬁ X ff) . L OA
e Inlocuind in (1.1.b), avem: VXE:—T sau VX E—i—a =0
e Dar, un camp de rotor 0A 04
Zero se poate scrie ca E+E:—V¢ sau |E = _E_V(’b (1.3)

gradientul unui scalar ¢:

Deci, campul electric (1.3) are doua surse posibile, una de camp electric diver-
gent (1.1-a) produsa de sarcini, datd de variatia spatiald a potentialului scalar
—ﬁgzﬁ si una de camp electric rotational indusd magnetic (1.1-b), data de variatia
temporald a potentialului vector —0A /Ot.

1.1.1 Ecuatiile Maxwell pentru potentiale de camp nestationare

e Inlocuind in ecuatia Maxwell
(l.l.a) V- E = p/ey, campul P
electric (1.3) £ = —9A4/0t—V¢| V- E= —§<V-A)—V2¢=— (14)
exprimat prin potentiale
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e Similar, exprimdm §i ecuatia
Maxwell (1.1.d), unde inlocuim
B = VxA (12) (dedus din _~(~_~>_~2~_ - OF
(1.1.c) ), adici =V{V-A)=Vid=n

Aici Tnlocuim si campul electric _ -
E=—-0A/0t-V¢,(13) (dedus din| 9E _ A £09
(1.1.b) ), obtinem ot

e atunci ecuatia (1.1.d) devine: ﬁ(ﬁﬁ) —V2A = [ — po€o—o —

PA .
sau 060@ — va + V( 060— + V A) = HoJ (15)

Deci, pornind de la ecuatiile Maxwell (1.1) pentru campuri E si B, dupd exprimarea
acestora prin potentiale, obtinem sistemul corespunzator de ecuatii diferentiale cuplate

de ordin 2 (1.4-1.5) pentru potentialele scalar ¢ si vector A.

1.2 Undele electromagnetice

e Solutia de unda pland pentru un camp vectorial : i = ge’'
e Calculdm divergenta de : > - Qug | Ouy  u, _
V-4 + +
ox Ay 0z
= (Uow ko + gy iy +1uo, ik, ) FT) = ik i

e Calculdm rotor de «, pe componente, (ﬁ X ﬁ)x: y e = (ikyuz —ikzuy)

e Adica, rotorul vectorului @ este,

e Deci, actiunea operatorului V, atat ca divergentd cat si ca rotor, se face prin inlocuirea
V — ik
e In cazul undelor electromagnet—

ice, ca vector [, luam fie E fie B
adica
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1.2.1 Proprietatile undelor electromagnetice

(V-E=0 _ (a)
S 0B
e Sd consideram ecuaiile Maxwell in vid VxE = ot (0) 17
(1.1), fara sarcini si curenti (p = 0, j = 0), V-B = (c) (1.7
O oF
\ VXB = Hoco5 (d)
e Ecuatia Maxwell (1.7.a) V- E = 0, pentru unda plang, devine 1’ F _ (1.8)
—
Deci, E oscileaza perpendicular pe directia & de propagare (produs scalar zero).
e Ecuatia Maxwell (1.7.c) V-B =0, pentru unda pland, devine ;7. 5 _ (1.9)
—
Deci, B oscileaza perpendicular pe directia © de propagare (produs scalar zero).
e Cu aceeasi Inlocuire de operator V — ik,
ec. Maxwell (1.7.b) Vx E = —8§/8t devine, (kX E=1iwB (1.10)
- S E(Exﬁ) (kxE) LE
e Inmultind scalar (1.10) cu F, obtinem, E.B— )
w
Deci, si componentele E sl B sunt perpendiculare.
e Inmultind scalar (1.10) cu 3, obtinem, B. (E X E) —WwB2 >0
E
Deci, vectorii F, B si k sunt reciproc perpendiculari
si formeaza un sistem drept de vectori. k
B B
e Cu aceeasi Inlocuire de operator V — ik, L .
ecuatia Maxwell V x B = ugeg0E /0t (1.7.d) devine, ik X B = —ijpeqwl (1.11)
o Viteza de fazi c=v)\, cu v=w/(27) si \=21/k —> c:% (1.12)
e Inlocuind in (1.11) B = k x E/w din —

(1.10) si din dezvoltarea dublului produs| £ x (E X E) = (E . E) k — k*E = — pigeqw®E
vectorial,

sau k?= pgeo w? (1.13)
Am viizut (1.12) k = w/e, iar din (1.13) obti ! (1.14)
e Am vizut (1. = w/c, iar din (1.13) obtinem c= )
: v/ Ho€o
e Dinrelatia (1.10) avem B=—F, iardin(1.12) =— B== (1.15)
w c
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1.2.2 Ecuatia de propagare a undelor electromagnetice

e Sa ludm rotorul (ﬁx) ecuatiei (1.7.d) si folosind identitatea pentru dublul
produs vectorial, precum si (1.7.c) obtinem
0 (ﬁ X E)

ot

—

ﬁxﬁxé:ﬁ(ﬁﬂ) V2B = —V2B = pyep

e Folosind legdtura (1.14) cu viteza undelor electro-
. _ [N . - . 1 02 .
magnetice ¢ 1//o€o si Inlocuind V x E din ec. ~ % 2\ B=o0| (.16
(1.7.b), obtinem ec. de propagare a undelor pt. com-
ponenta magnetica B:

e Similar, luand rotorul ecuatiei (1.7.b), in final 1 o2 B
obtinem ecuatia de propagare a componentei (—2@ — 2> E=0| (1.17)
electrice F: ¢
1.2.3 Legatura intre componentele E si B ale unui camp EM
e In solutia generald de unda pland (1.6), E(F t)= B pi(Br—wt+o) (1.18)
pt. componenta electricd, includem expli- 0 '
cit defazajul ¢, iar aceasta devine:
e Similar, pt. componenta magnetici avem B(7,t)= Eoei(’z"’t”/t*d") (1.19)

— — E — —
e Cu ecuatia Maxwell Vx B = Mo%g (1.d), cautam legatura intre F si B,
e VxB=—Bx V=—B, x O (Rrw't+e') _ —i(éo X E’) gi(Fr—ut+d’)

o cuc=1/\/fioes (1.14), termenul 1I din (1.d); lza_E _ YR i(Frato)

c? ot 2
N SN\ (= , W = 7=
Egaland cele doud expresii: (BO X k:’) ei(Rr—w'ttd!) _ —QEOez(/l0 Fwttd)
c

e Pt.carelatia sd fie valabila pt. orice 7 si ¢, identificim: K=k, ¢ = si By x k= %EO.
c

— —

k - E
Folosind E:k’§i—:ﬁ = Byxi=2
c k c
deoarece By = FEy/c, la fel . E, = .k k- kxEp
ca pt. vectori unitari, avem, X—=DBy sau By= T X ;EOI -
e Ec.(1.19) pentru camp B, devine: E(F t)= kx Eq oi(Fr—wt+o) (1.20)
w
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ufl

sursa: https://commons.wikimedia.org/wiki/File:EM-Wave.gif

e Am vazut (1.15), componenta electricd £ dintr-o un-

E
da EM este de c ori mai mare ca cea magneticd B: b= c (1.15)

e Exemplu: Evaluare amplitudine 1000V/m
maximd camp magnetic B, dintr-o By = 3% 108m/
undd EM (1.6) cu Ey=1000V/m: e

=333 x107°T (1.21)

Dupa cum se vede, intr-un camp EM cu o componenta de camp electric relativ puter-
nicd de 1000V /m, este insotitd de o componentd magnetici relativ slabd, mai slaba
decat valoarea cAmpului magnetic terestru (~ 50 x 10767").

Propagarea undelor electromagnetice

E)
Curent de o =
inalta frecventa [ B, Tk
—» ) 4 —
\ E E
—> . = —
B | B B
Loy ) TSy Yy
Camp Camp Camp
magnetic ‘ magnetic magnetic
Camp Camp Camp
— electric electric electric

Generarea si propagarea undelor electromagnetice:

1. Un curent electric variabil genereazd un cdmp magnetic variabil.

2. Campul magnetic variabil genereaza un camp electric variabil.

3. Campul electric variabil genereazd un camp magnetic variabil, si asa mai departe.
Campurile generate au sensul in care campurile pe care acestea la randul lor le
genereaza sa se opuna variatiei campurilor ce le-au produs (Legea Lenz).
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1.3 Energia si intensitatea campului electromagnetic

e Energia campului electric (in condensator) este integrala din:  dWg = V dg

1 2 — Q
Wi / Lda=3 Q —Cv2 = 4+ V=g
. €0 A
C=—
o 4[] ] e-s
= OB =-2C = e E?Ad, - - p_V
2 2 d d
Vol
Wg Wg |1 _,
. . A e —_—— | — E 1.22
e Densitatea de energie camp electric: Ug Vol Ad 5 €0 ( )
e Energia campului magnetic (in solenoid) este integrala din: dWp =Pdt =VIdt
Faraday
I A d
! do dB N2A Al dI ©> y=n%
dar V=N—=NA—=py——— —=L— q dt
dt dt ¢ dt dt s N2A
< — L g ,UO
2 { B 7
t I 2 A 212
1 1 N2A B NI
Wg=[| VIdt=[LIdI=|=LI*=-pg———— B— g ——
B /0 /0 2 2" 2N T
Wg W 1 B2
e Densitatea de energie camp magnetic:  up= V_j = A_? = 5% (1.23)
e Intensitatea undelor electromagnetice masoard energia medie |
transportatd prin unitatea de suprafatd si in unitatea de timp, __ct
avand densitatea de energie electrica u g si magneticd up: ANANA L
E2 2 > f ————————————————————————————
up = e—  (1.22) up = — (1.23) A
° tS(ilupla (16' uvn(g p'lana pelgrli cBgmp(ine(ril— F=FE,sin (kz—wt)
ele electricd F si magneticd B, este de B =By sin(kz—wt)
forma:
e Densitatea totald de energie 1 ., 1B? )
transportati este 1 = ugHupg: u= §€0E + 200 | = eb” = el Be (1.24)

(deoarece B=F/ciar ¢ =1/(egpp))

¢ Energia totala transportata prin suprafata A in timpul ¢ se afld in volumul cu aria

EB
A si lungimea ct (vezi Fig.): W=uAct=¢yFE Bc Act=——At
Ho

e Atunci energia totala transportatd pe unitatea de suprafatd si in unitatea de timp, este
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W EB E? ¢B? . ExB
S=—= -2 7 si defineste vectorul Poynting: S= (1.25)
At po poc o Ho
e Energia transportatd, mediatd pe unul sau mai multe cicluri de oscilatie, este
proportionald cu (E?) sau (B?).
Deoarece (sin®(kz — wt))=1/2, atunci (E?)=FEZ?/2 si (B%) = B2 /2
i - 1EyBy 1E? 1c¢B?
° Intensﬂgtea undelor electro [=(S)=~ 0obo_ 1 Hy _1¢Bp (1.26)
magnetice va fi 2 o 2 poc 2 o
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Cuantificarea oscilatorului armonic

2.1 Oscilatorul armonic

2.1.1 Oscilatorul armonic In mecanica clasica

e Conform Newton ' = ma. Un corp de masa m,

sub actiunea fortei elastice F'(x) = —kuz, are ec. de
miscare

@

e Dupd cum am vizut, aceeasi ecuatie

(2.1) se poate obtine si cu ajutorul G_L_ i(@_L) = (2.2)
ecuatiei Euler-Lagrange: dr  dt\ 0x
oL oL
cu Lagrangian-ul: L(x, %) —T—V—5$ —gxz = 5o =TT %:m:)‘;
. d (0L . . . .
deunde mx = a\az ) ecuatia (2.2) conduce imediat la ecuatia (2.1).
T
e De asemenea, _aceeasi ecuape' (2.1) oH . oH
se poate obfine si cu ajutorul —=—p ; — =1 (2.3)
ecuatiilor Hamilton: Ox Ip
p? 0OH 0H
cu Hamiltonian-ul: H(z,p)=T4V =— P fpp 20 P ; —— =KT
2m 2 p m  Or
(2.3) (2.3
0H o Z¥
deunde p=m—"="mz sl K= ="—p=—ma adicd (2.1)
op ox
e Prin integrarea ecuatiei de migcare se obtine “traiectoria” x = x(t) a particulei.
In cazul de fatd, miscarea oscilatorie armonicd,
z(t)=mzgcos(wt)=ae'“ +a*e " cu w= r (2.4)

m

11
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2.1.2 Oscilatorul armonic in mecanica cuantica (formalism Dirac)

e Cuantificarea oricarui sistem mecanic se face prin schimbarea méarimilor fizice cu
operatorii corespunzatori:

H(x,p)— H (2, p)

r—IT=r; p—p=— haa E—>E—zh§t {

e Un oscilator armonic clasic, are energia totald exprimatad prin Hamiltonian:

2 2

2
H(x,p):T+V:p—+Ex2:p— M2

am folosit (2.4) k=muw? (2.5)
2m 2 2m 2

e Cuantificarea oricarui sistem clasic se face cu ajutorul Hamiltonian-ului, prin

cu operatorii corespunzdtori

~9 2
- A s 2 mw . n ) . 2 &7 <
trecerea 1 4 (Z,p)=T+V = r + #? |variabilelor conjugate canonic [Z,p]=ih
operatori 2m ] )
ce satisfac relatia de comutare:
- si rezolvarea ecuatiei de unda cu valori si functii proprii de energie: H Un=E, ¥, (2.6)

e De exemplu, in cazul oscilatorului armonic cuantic, folosim formalismul Dirac pen-

tru aflarea valorilor F,,.
\/@x i P=y\/—p cu Xf? 2.7)
Intr-adevir, [X , P} — XP_-PX = /%

e Inlocuim Z si p cu operatorii hermi-
tici redusi X si P (adimensionali):

" [z, p] =1
N——
e Hamiltonian-ul . H2 2 h o~ 2 p R/~ o~
D mw” ., mwh 5, mw s ( 5 2)
o H=" = X = —(X*+P 2.8
devine: 2m+ 2 o 2m + 2 mw 2 + (2:8)

Dacd X si P ar fi numere reale, acesta este Hamiltonian-ul clasic (2.5)

N T P
Dacd X si P sunt operatori, H se poate scrie: H= 9 (X —iP ) (X +iP ) 29

at a

e Astfel, Dirac trece la opera-

.1
torii adimensionali a si a': “= 5 (X+ZP) T__( _ZP) <t [a aT} L 2.10)

V2 V2

Intr-adevar,

11~ A A ~
(@, = 5 [XH’P,X—@'P]
1 1w o1 Te o1 (e o] s 1) 1
- = [X,X]—z[X,P]ﬂ[P,X}#—[P,P] :§<1+1):1
— T e

deci 2 dq = +1 si similar [dT, a] = -1 (2.11)
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Hamiltonian-ul (2.9) va fi: H=hwa'a ori H=hwaa' (ambiguitate de ordonare).

e Putem exprima operatorii her- o Lo s T oy
mitici X si P cu ajutorul a si a': X = 5 (a+a') ; P= \/§(a ') (2.12)
e Am vizut 2.8)| /.. Xl—%@+MJ@+aU:%@f+mﬂ+$a+mwﬂ
Hamiltonian-ul | H :7()( 2y P2) A | )
nostru este: Pi=—(a-af)(a-al)=—7(a*~aa'-a'a+(a)?)
e Folosind relatia de holata+1
St i g Nwics | p Aot At 2
comutare aa'—a'a =1, H:—(X +P>——< adl +a a)z (2.13)
Hamiltonian-ul devine: 2 alorl aat1 hw (ddT _ %)
. . . 1
e Evaluam si relatiile de comutare [H , d] , [H , &T} pentru Hamiltonianul H = hw (d&T — 5)
0] = [nw(aat - 1), = hw(a '] + [a,a] ') = —hwa
H,l_/ \0,_/
deci [Ha} — _hwa i similar [H,af] — thwal (2.14)

2.1.3 Crearea si anihilarea de cuante intre starile de oscilator armonic

e Presupunem ci ), este stare proprie a hamiltonianului H U= E,1, (2.6), cu energia E,,.

Séa studiem acum actiunea comutatorilor [H ,a

Vn.

[FI, a} b, = —Fwiahy,

—~—

Entn
H (@pn) = (B —hw) (@hn)
adica (fm/;n) ~1,_1 este functie proprie pentru
Hamiltonianul H, cu valoarea proprie F,, —hw.

Deci, ai, ~ 1, 1 este starea cu energia co-
boratd cu o cuanta de energie hw.

si [H’ , dT] (2.14) asupra functiei de stare

|1, g = hsil,
Ha'l, — af Hap,, = hwat,
—~—
Entn
H (a',) — B, (athy) = hw (a'e,)
H(at,) = (E,+hw) (af,)
adicd (dwn) ~1,+1 este functie proprie pen-

tru Hamiltonianul H, cu valoarea proprie F,,+

hw.

Deci, a', ~ 1, este starea cu energia ridi-
catd cu o cuantd de energie hw.
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Operatorii de creare si anihilare cuante de oscilatie

e Cu operatorii a' de creare si a de anihilare cuante se pot obtine toate stirile de energie ale
oscilatorului armonic. Totusi, nu putem cobori sub zero energia oscilatorului armonic.

e Pentru a opri ca operatorul de anihilare a sa ducd la stdri de energie negativa, prin aplicarea
succesiva asupra 1, va trebui sd facem ca functia proprie insisi sd devind zero, pentru
energia minima.

e Adica pentru starea fundamentald cerem ay = 0 (2.15)
ca:

Deoarece H (2.13) contine a pe pozitia necesard (“ordonarea normald”), putem scrie
energia

. 1 hw hw
stirii fundamentale: Hg = hw( &TA& —|—§>¢0 = hwa' ay —1—72/10 = 71#0 (2.16)

N 0
. . . o 1
e Deci energia proprie a stdrii fundamentale Ey = ~hw (2.17)
este: 2
Identific I numa A
e Identi 'cam operatorul numar de N —ala (2.18)
cuante:

e Studiem acum actiunea operatorului numdr de cuante asupra functiei v, = |n).
Am vizut cd a, este legatde [n — 1) iar  a'v, este legat de |n + 1).

e | [l =Vl =1 e al0)=0 s jo)*=1
creare cuante, con- ( dT)n (2.19)
duc la stirile (nor-| |aflny=vn+1jn+1) = ||n)= 0)
mate): vn!

e Operatorul numdr de {N|n):€ﬁd|n>:€ﬁ\/ﬁ|n—1> _
cuante N actioneazd n=0,1,2,..) (2.20)
asupra stérii |n) =vnynln)=n|n)

e Setul complet de vectori de
bazd |n) sunt functii pro- ) :hw<&Td N 1) n) :hw(n N 1) ) =B, |n) (2.21)
prii din ecuatia cu valori 2 2 " '

proprii H|n) = E,|n)

e iar valorile proprii de
energie ale oscilatorului E,= (n + _) hw| (n=0,1,2..) (2.22)
armonic, pe fiecare nivel
n, sunt cuantificate:

e In starea fundamentala n=0, cu FEy= §hw #0
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e Am obtinut astfel toate

stirille cuantificate ale os |0) stare cu energia (1/2)hw starea fundamentala

|1) stare cuenergia (1+ 1/2)7w 1 cuantd de energie fuww

;gi;?gu;ﬁelafgioggm 001:5 |2) stare cuenergia (2+ 1/2)/w 2 cuante de energie fuw
i(;;rir; %20) n cuante de en- |n) stare cuenergia (n+ 1/2)hAw n cuante de energie fiw

In concluzie: Fiecare stare proprie ¢, = |n) a Hamiltonian-ului (2.21) de oscilator ar-
monic cuantic cu valoarea proprie £, confine n cuante de energie.

fiw

W< W

1_
2

—

1
—4 ~2 0 i

(SR

Figura 2.1: Nivelele de energie ale unui oscilator armonic cuantic

e Putem imediat generaliza acest rezultat la cazul unui sistem pentru care Lagrangian-
ul este o suma de /N oscilatori independenti, in care energia potentiald este doar
functie patraticd de deplasdrile y; (similar (??), spre deosebire de cazul legat (??)). Ca
urmare, obtinem un sistem linear de ecuatii de miscare, adicd o superpozitie (sumare
lineard) a oscilatiilor.

e Lagrangian-ul  sistemului  este
compus din termeni de oscilatori
independenti.

r=1

e La fel, energia totali este o sumd de N energii de moduri normale de
oscilatori armonici independenti cu frecventa w,., indexate cu . Hamiltonianul este
deci o suma de energii independente. Folosind expresia (2.21) Hamiltonian-ul se
poate scrie:

o I (mi2 o mw?
H:TVE —r T 32

al 1
) -3 (a;ar + 5) w, (2.24)
r=1

e Deoarece valorlle proprii ale operatorului numdér de

N
cuante N =al La, sunt n, (2.20), atunci din (2.24) E— Z (nr I %) hew, (2.25)

rezulta valorile proprii de energie ale H sunt (2.22) p—
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e Stdrile proprii corespunzdtoare sunt date de produsul functiilor proprii individuale
|n1)|ne) ... |ny). In starea fundamentald a sistemului de oscilatori cuantici, fiecare
oscilator individual este neexcitat: starea |0, 0, ... 0), este notatd pe scurt |0). Pentru
starea fundamentala, conform (2.15), a,|0) =0 pentru toate valorile r.

Operatorii @ creazd cuante de oscilatie, iar operatorii @, anihileaz cuantele de
oscilatie.

2.1.4 Sisteme cuantice de oscilatori armonici

e Fiecare mod normal de oscilatie, adica fiecare| p _ n 4 1 hiw
nivel de energie a unui oscilator armonic, are o| = 2
frecventa proprie de oscilatie, cu valori proprii

‘IP p . t prop unde n=0,1,2,...
cuantificate de energie, conform (2.22), sunt:

(2.22)

e Energia totald in tratarea cuanticd, N 1
este datd de suma energiilor pentru E = Z (n + —) hw; (2.26)
modurile normale de oscilatie n=1 2

e In cazul unui sistem cu numadr finit de atomi de exemplu, ca oscilatori armonici
independenti, frecventele fiecarui mod normal de oscilatie sunt determinate de
fortele interatomice, atat In descrierea clasicd cat si in cea cuanticd. In descrierea
cuantica, starile cu energie date pentru vibratiile (oscilatiile) sistemului de /V-atomi
sunt caracterizate prin valorile intregi (ny, ns, . . . , ny ), care specifica energia (2.22)
a fiecarui mod normal de oscilatie.

Pentru fiecare mod de oscilatie, hw masoard energia unei cuanta. Energia unei stari
permise a modului respectiv de oscilatie este determinatd in mod unic de numérul n
de cuante de energie din acea stare.

e In continuare ne vom concentra atentia nu atat asupra numdrului /N de nivele de en-
ergie a stdrilor de oscilatie, cat mai ales asupra cuantelor de energie hw; din fiecare
stare (grad de libertate) a sistemului si care determind comportarea cuanticd a sis-
temului Tn ansamblu.

Intr-o stare de energie (n + %) hw;, exista n; cuante, fiecare cu energia hw;.

Pentru starea caracterizatd prin (nj,ns,...,ny), avem n; cuante de mod de
oscilatie 1 (frecventa wq), ne cuante de mod de oscilatie 2, ..., si ny cuante de
mod de oscilatie N.

e Nota: Desi numarul de moduri de oscilatie N este finit (cel putin in cazul sistemelor
cu numdr finit de grade de libertate), numdrul n; nu are In general nici o restrictie,
doar daca existd limitare de energie totala.

Cu alte cuvinte trecem de la tratarea cu un numar fix N de grade de libertate, la o
tratare cu nu numdr variabil n; de cuante de energie.

e In cazul unui corp solid, aceste cuante de vibratie se numesc fononi, ca si cuante
elementare de excitatie vibrationald.
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2.1.5 Starea de vacuum a oscilatorului armonic cuantic

e Am vizut, setul de vectori de bazd, ca stdri proprii |n) ale Hamiltonian-ului de
oscilator armonic, formeaza baza unui spatiu vectorial, numit spatiu Fock:

~ 1
H |n)=hw < a+ )]n) E, |n)
. 1 1
pentru starea de vacuum avem: H|0) = §hw|0> cu By= ihw

e Sd calculdm pozitia media a oscilatorului in starea fundamentald (de vacuum) folosind
operatorul adimensional de pozitie X (2.7), (2?):

5 1
(0] X10)= E<0| @+a')|0)=0 deoarece (2?) a|0)=0si (0]a’ =0
e Chiar dacd aceastd valoare e zero, totusi valoarea medie pentru X? nu este zero:

(0] X2]0)= <|( 0|(\/+a2+d&*+@|0 0|&6ﬁ|0> <0|(1+&Td)|0>:

=0 =0

| —

ce indicd faptul cd avem o dispersie a pozitiei in jurul valorii zero.

. - 1
e In mod similar, pentru impuls avem: (0| P|0)=0 ; (0|P?|0)= =

Cu legdtura (2.7) intre Z si X=i= \/ m—’LX , exprimdm dispersia In coordonate

Az?=(i—(&)) (abaterea pitratici medie), la fel si cea in impuls:

h 1 h A 1
Az’ =— (0| X?0)= ; Ap*=hmw (0| P?|0)= = hmw
MW ~—_——r 2 mw —_— 2
=1/2 =1/2

. o : . h
e Acestea asigura val. minima a rel. de nedeterminare Heisenberg: Ax-Ap= 5



Capitol 3

Cuantificarea campului

electromagnetic

3.1 De la campuri clasice la campuri cuantice

e Fie un camp clasic in reprez. de coord. (),
ca sol. de unda pland pt. partic. de impuls p:

e Orice camp poate fi scris ca o dezvoltare
dupd un set complet de solutii de unde plane
pentru valoari discrete de impuls p,,.

e Pentru amplitudini a reale si valori p con-
tinui, suma devine o integrald pe spatiul im-
pulsurilor:

e Campul in reprezentarea canonic conjugatd
a(p) este legat de cAmpul in reprezentarea de
coordonatd () prin transformata Fourier:

o(x) = aeP” (3.1

go(x):Zan Pt (3.2)

n=1

1 ipxT
w(fc)zm/a(p)e dp  (3.3)

1 —ipx
alp)= = /90(33)6 e (34

e Un camp clasic poate fi privit ca un ansamblu continuu (3.3) de unde (oscilatori
N — o00). Cuantificarea cdmpului se face prin nlocuirea componentelor de camp
cu operatori: ¢(x) — @(x), atunci, dacd notdm |n)=e'P"*, avem,

e Cuantificarea campului (3.2) Tnseamna

e Cuantificarea campului (3.3) devine

e Cuantificarea campului (3.4) devine

18

P(x)= i |n) (3.5)

n

. 1 .
p(z)= \/_27/(1(])) In) dp (3.6)

i) =—= [l e@ar ()
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3.2 Campul electromagnetic clasic

e Am viazut (1-undele-electromagnetice pag.4), din ecuatiile Maxwell fard surse,
obtinem ecuatiile de propagare a componentelor £ si B, sub forma ecuatiei undelor:

1 0 ~ 1 02 =
—Z_ _V2\|E=0 - —— —V?|B=0 3.8
<c2 ot? ) 7 (62 ot? ) .5
o E si B pot fi exprimate prin ¢ si A (vezi = - A B3 e
1.1-Ec.Maxwell-pt.potentiale, pag.4) E :_V(be"”t_ﬁ , B=Vx4 (39
e In vid si pentru ¢, = const., A satisface 1 8_2 v2\A=0 (3.10)
aceeasi ecuatie de propagare a undelor: c? Ot?
e Solutia este unda plani: A(F )= Ay cos(k-F—wt) 3.11)
e In absenta surselor (1n vid) si pentru ¢, = const. relatiile (3.9) ne dau:
. 0A oo RN T
E:—E_—onsm(k r—wt) ; B=VxA=kxAgsin(k-7—wt) (3.12)
Ej B,

Solutiile (3.11) se pot exprima prin exponentiale (la fel ca solutia ecuatiei Klein-
Gordon cu m=0),

cu Ay = €4y, € vector
unitar polarizare a £/

e iar componentele E
si B de camp EM:
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3.2.1 Energia campului EM clasic

e Densitatea de energie a campului EM este: (vezi 1-Undele-electromagnetice, pag.9):

1 B2 -, ., =
u=g <60E2+ %) = %(E2+62E€2> =eo| B> =g w? Al sin? (k- —wt)

unde am folosit (3.12): E =—wAysin(k-F—wt)
e Pentru calculul energiei, trebuie sd tinem cont si de cele doud componente (grade

de libertate) de polarizare €, ale I/, ca doud oscilatii independente, in plan normal
la directia de miscare. Acestea dubleaza energia campului EM.

e Astfel, energia campului EM W =2 / u d®F=2¢, | EP d37
intr-un volum finit V" este:
1% %
e Deoarece |E| = Ey=wA, avem: W =2ew?A5V
e Minimul de energie implicd cuan- W=

tificarea (energia unui foton)

e Egaland ultimele doua h
relatii, putem exprima: Ao= 2e0wV

. . 3 o o
e Solutia A(7,t) (3.13) devine: ~ A(7,t) = €}/ eV (a ez(k'r_m)-I—a*e_’(k'r_wt))

(3.15)

(3.16)

(3.17)

(3.18)

(3.19)

(3.20)
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3.3 Campul electromagnetic cuantic

3.3.1 Cuantificarea campului electromagnetic (operatori)

e In cuantificarea oscilatorului armonic am trecut la operatori: * — Z si p — p iar in
hamiltonian (x,p) — (&, p) — (a,a’).
Pentru cuantificarea cimp EM trecem la operatori de camp ¢ (x) — ¢ (x), adicd
vom inlocui A — A. Pentru 2 grade de polarizare independente €) si un set de
frecvente wy, proprii, folosind (3.20) pentru A,

A(7,t) Z ”260ka ak)\e +ak/\e (k-7 w;d)) (3.21)

in termenul II, a* - complex conjugat, prin trecerea la operatori devine a' - hermitic
conjugat

e Componentele cuantificate E s B (3.14) ale campului EM, devin operatori:

3 04 [ h o
2o\ s - ~ i(k-F—wit) —i(k-F—wyt)
E(rt)= T =1 kg WEEN e (ak,\e ak/\e k >

A (3.22)

2, 505 - h o -
B(Ft)=VxA=iy kx&) /5 NG (ame“k'“%“ apse” ’“f'r—wkf))
0

e Rescriem operatorii (3.22) fard 2¢,V la numitor si vectorul polarizare €, iar indicele
de mode notat [ = (k, \) si @}; =€'*", adici,

E(r)t) —ZZ\/ [ale wit g7y () — af et (F)]

(3.23)
~ C ., ., -
DEDY Tl{alewl%l X (7) ~af ey < i (7)|
l
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3.3.2 Cuantificarea energiei campului electromagnetic

e Operatorul Hamilton ca energia campului EM .. 1 B2 % 7
(vezi 1-Undele-electromagnetice, pag.9): field =9 v 0 "

Ho
° / d>r
1%

Folosind relagiile’ 3 ks o . ) 3 o o
de ortonormare: /d TG (7)o () = Otm 5 /d 7y (7 () = 0-1,m

.12 )
E’ =03 hyom [— Gyt omt) / &1 G (F) - T (F)
Il,m
6]ty it /d% @ (7) @ (7)| + [ |

o0 (o]
intr-adevir, cu u; ~ e *1* avem / g ki o =ikm o, :/ e kikm)z . — 2701 m,
—00

—00

. ~ |2 . .
Obpnem: /d?’?“ }E‘ — Zhwl [djdl“‘dl&; _ dl&_le—hwlt_ &Zr&]:lehwlt}
v I
° /d3r
14

Cu identititile (kX @) - (K X @) = (Ky+ k) (@)@ ), §i k- =0, avem,

B

2 hc? , - -
=iy [— alamedwztwmf%ﬂ (ky X @) (K X W)

A/ Wi,

)

+a dme"(wltwmtydgr (B x @) (B ¥ ﬁm)} + [h.c.]

/d?’r(/%} ) (o X 1) = — K251 /d%(/a X T)- (o X ) = K261

Obtinem: / Br | B

v

2 . .
=S hw [ajal+alaj+ et 4 ajaf_lezw}
l

e In final, expresia Hamiltonian-ului in functie de operatorii de creare si anihilare:

A1 o . 4. 1
H= 5 Z huwy, <a£7>\ak7,\+ak7,\al7k> = kz)\: huwy, (a;y)\(lk%\—l—g)

) )

- At 1 - 1
Hfz‘eld = hwk (azpakp—i-—) =hw (Nkp+§>

e Hamiltonian-ul se poate scrie si
2

ca cel de oscilator armonic (2.21)

o &Lp&kp = Ny, este operatorul numdr de fotoni de frecventd wy, si polarizare €,, similar

cu operatorul numar de cuante de oscilator armonic (2.20).

(3.24)

(3.25)



