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) Ecuatiile de camp
Lagrangian or ) < or )_0
9. \0Ge00)
2
Oscilator armonic =" ka p= 8—1: mi + kv =0
2 2 ot
T 1%
’ 2 D) Py 0%
Coarda oscilanta r_P Oy\"  po? [0y 5 /UQW =
T 2\ot 2 \Ox "L
T 1%
e 118 2 1a 2 1P Py
Camp scalar 2 2( ’*9> 2( “9> 2 o2 Ox?
1 2 0,0"p =0
=3(2) ’

Camp scalar real masiv
(Klein-Gordon)
(cuh=c=1)

L= [(8t99) (V’,ﬁ)z—’m?@ﬂ

[(Ou)? —m?e?]

N | — [\D\b—k

(2 —-V24+mH)p=0

(0,00 +m*) =0

Camp scalar complex

masiv L=0p" 0 — V" -Np —m* 0" (0 =V2+m*) ¢ = (9,0" + m*) p* =0
(Klein-Gordon) =0, 0" — M p (O} =V2+m?)p = (0,00 +m?)p =0
(cuhi=c=1)
0 h? _.
, il =— V24V
A g . .k at 2m
Camp Schrodinger L =ilip*p — va* Vo — Ve P 52
m . 80 2 *
=——V Vi
ot om " 7 Ve
) L=ih@y"0p —mcpep thy"0,p—mcep=0
Camp Dirac o
unde @ = pfy° ih,py*+mcp=0
L= lF F* — g j A"
[ g OuF™ = poj”
Camp Maxwell . -
unde F,,=0,A,—-0,A, OnFpy + 8, Fop + 0, Fry = 0
F;u/ aﬂAl/ aI/Au
m2
L=— F SR+ A#A“‘

Camp Proca

I\J\)—-

[aA,, (0AY)+ (8, A,)(9” A¥)

O, F" + m2A* =0

(0,0") AF — 9* (9,AY) + m2A* =0
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1.1 Ecuatiile de camp electromagnetic (Maxwell)

e Lagrangianul de camp elec- B _1 o
tromagnetic este: L= 4 u poJuA (1.1)

e Tensorul de camp electromagnetic este:

- C0A, DA, QAT DA
e e e O e (1.2)
0 EYYcE?/cE3/c 0 —FE')c—FE?*/c—E3/c
“E'fe 0 -B* B’ E'Je 0 -B*® B
F= - (1.3)
“Ee BP 0 —B E’jc B* 0 —B
_E%/c—B> B' 0 e —B2 B' 0

e Folosim tensorii metrici g,  de coborire indici  ¢,,0,A% = 9,4, si g"

de ridicare indici ~ g*?9zA” = O*A¥.  Astfel, la o transformare termenii temporali
nu schimbi de semn Ay = A°, iar cei spatiali schimbid de semn A; = —A°.

Atunci, ridicarea sau coborirea simultand a perechilor de indici spatiali (i,j) nu schimba
de semn: 0, A; = 0'AJ,  iar ridicarea sau coborirea simultani a indicilor time-
space (0,)), (1,0) schimbd de semn: ~ 9pA; = —9°A7  §i  9; 4y = —9"A".

De aceea, tinand cont si de antisimetria tensorului F),, = —F},, sau F'*V = —F"* avem,

—Fj=Fj=F'=—FY Foy=—Fyy=F"=—F" (i,5=1,2,3)
e [-ul termen al Lagrangian-ului (1.1) confine F,,, F'*”
Foi FO 4+ Fyo F0 Fij Fi4Fj FIt

7z ) N E2
F,,F" =—2(E}+E;+Ej) /+2 (Bj+B;+B}) =2 <B2——)

2
Explicit
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+ (F02F02 —|—F20F20
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~— —
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+

—(FonFor+Fo For)
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N

e Vom deduce ecuatiile de camp
(Maxwell) din ecuatiile Euler-Lagrange:

e Cdutdm intai derivatele Lagrangian-ului in ecuatia Euler-Lagrange (1.4).

v



1.1. ECUATIILE DE CAMP ELECTROMAGNETIC (MAXWELL) 7

In Lagrangian-ul (1.1) avem  —yj,A"  cu produsul scalar

JuAr = §oAY — ;A" = joAg + jiAi

o oL oL | o oL o
iar derivatele 1 sunt: 3_AO =—llpJo=—Ho] ; A =—loJ; = o]
Atunci [-ul termen al ecuatiei Euler-Lagrange (1.4) — 8815 =—po7" (1.5)
oL ’
e Cdutdm acum si derivatele Lagrangian-ului ———— cerute in (1.4):
0(0,A,)
oL _ 2 (+4) (01As — B A)) = —Fio = +Fy = +F* = —F"?
0(01As) 4 S
Fi2
oL 1

(0n] i) (—4) (01Ay — O3A)) = +Fip = —Fp = —F* = +F"
2 A1 —

Fio

si similar pentru celelalte derivate spatiu-spatiu, adica,

oL oL oL .
- _F :—F12 : - _F :_F23 ; - _F :_FSI
(01 Az) 12 9(9,A3) % 9(93A7) 31
oL oL oL
=—Fy =-F* ; =—Fyp=-F* ; =-—Fi3=-F"
8(82A1) 21 8(03/12) 32 8(81A3) 13
oL

Rezumat: derivatele spatiu-spatiu sunt: —> —F;j=—-F9 (i,j=1,2,3)

0(0,4;)

iar pentru derivatele timp-spatiu avem

oL 1
5’(80A1> :—Z‘: <_4) (aOAl - ale) = +F01 = _Flo — +F10 — —F01
—_—

Fo1

oL 1
9(0140) T4 (+4) w = —Fy =+Fo=—-F""=+F"

Fo1

si similar pentru celelalte derivate timp-spatiu, adica:

or I oL R .

D00 Ay +Fn =—F" 50 As) +Fo2 = —F7° (00 As) +Fop3 = —F

oc _ 10 . oc B 20 oc 530
(01 Ag) o= 9(02A) == 9(3A0) =k
. . . . . aﬁ 0] .
Rezumat:  derivatele timp-spatiu sunt: —> DO A) =+F;=—-F" (j=1,2,3)
04345
oL oL

Deci, ———=—-F" — — ) = -0, F" 1.6
eci 300 As) a“(@(ﬁﬂAy)) O (1.6)
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Inlocuind derivatele (1.5) si (1.6) in

i d 1 Euler-L v 7
eg_lzalfla c (;rzgare_ Ou er (lail)‘ange aqu = lio] (1.7)
84, Mo(8,A,)) '

Am regasit ecuatiile Maxwell neomogene.

1.1.1 Ecuatia de continuitate (conservare curent electromagnetic)

e Am vdzut, ecuatia de continuitate atat in mecanica cuanticd nerelativistd cat si in
cea relativista, este:

op = -
0,5" a—f+v-j=0

Folosind ecuatiie Maxwell neomogene 0, F"" = 47", ecuatia de continuitate devine

1 1
a =0, —0,F*")=—0,0,F"" =0
v ! (Mo ) Ho g
folosind definitia F'** =0" A¥ — 0" A* avem,
O F* = 0, (O*A” — OV A*) = 0,0"A” — 0" (0, A*) = pog"

Folosind calibrarea Lorenz: 9, A* = 0, raimane,

ecuatia de continuitate pentru

potentialul electromagnetic A* 0u0"A” = pioj” (1.8)

In absenta curentilor 7 = 0 obtinem ecuatia Klein-Gordon pentru particule de masa nuld
m = 0 (fotoni) 9,0"¢ = 0, adicd ecuatia de propagare a undelor electromagnetice.

A" este functia de camp, joacd rolul functiei de undi v din ecuatiile cuantice.
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1.2 Ecuatiile de camp Proca
1.2.1 Lagrangian si ecuatiile de camp Proca
e Lagrangianul Proca, similar cu cel elec- 5
. NP < oy 1 m
tromagnetic (1.1) Tnsa fard sursd j* = 0,| | £ = —~F,F"+—A A (1.9)
dar la care s-a addugat termenul masic: 4 2
e Tensorul de cAmp Proca F),,, exprimat prin F,=0,A,-0,A,
componentele de cAmp Proca A,, , similar (u,v=0,1,2,3)
cu cele din cazul electromagnetic: FHY — QHAY — GV AP
e Exprimarea ecuatiilor de cAmp Proca A4, or or
cere determinarea derivatelor Lagrangian- — — 0, <—) =0 (1.10)
ului din ecuatiile Euler-Lagrange: 04, 0(9,Av)
e Cdutdm intai derivatele Lagrangian-ului 94 in ecuatia Euler-Lagrange (1.10).
9 14
In Lagrangian-ul (1.9) avem %ANA“ cu produsul scalar
A AR = AgA® — A AT = AgAp + AA;
L oL .
iar derivatele oA sunt: a—AO =m?4, =m2*A° oA, =m2A;, = —m?A
. . oL 9
Atunci I-ul termen al ecuatiei Euler-Lagrange (1.10) este 94— m*-A” (1.11)
e Acum, derivatele Lagrangian-ului —————— cerute in (1.10), sunt identice cu cele
0(0,A,)
din cazul campului electromagnetic (1.6), vezi pag.7.:
oL oL
————=—F"" iarinecuatia (1.10) avem: ol =—=——) =—-0.F" 1.12
00,4, e (110 (o) =0 A
e Inlocuind derivatele (1.11) si
(1.12) in ecuatia de miscare 0, F* + m?A” = 0 (1.13)

Euler-Lagrange (1.10) obtinem
Ecuatiile de camp Proca:




