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Capitol 1

Teoria perturbatiilor in mecanica
cuantica

e Functia de undi plana ca solutie a ecuatiei Schrodinger: de particuld libera cu energia
E,, si impulsul p),:

Un(x) = ay PE IO — ¢ 6, (F) 7 0t/ (1.1)
e Componenta independenti de timp ¢, (%), satisface ecuatia Schrodinger stationara:

Hy ¢, (%) = E,, ¢, () (1.2)

si conditiile de normare
[ @000 P = b s (90]62) = b (1.3)
1%
Hy este hamiltonianul de particuld liberd (neperturbat), independent de timp.

In absenta perturbatiei, evolutia Tn timp a sistemului este datd de (1.1), iar probabili-
tatea de a gdsi sistemul 1n starea v/,, la un moment ¢ ulterior este:

Pu(t) = |wn(t)|2 = ‘Cn Pn(T) e_iEnt/h|2 = |Cn|2 = Pu(to) (1.4)

2

deoarece, conform (1.3) |, (x)|” = 1.

Deci, in absenta perturbatiei (V' = 0), probabilitatea de a gési sistemul in starea 1, (%)
la momentul ¢ este exact aceeasi ca cea de a gasi sistemul 1n starea initiald (1a £).

e Dacid insd avem o perturbatie (V' # 0), ne asteptim ca P, (t) sd difere, sd varieze in
timp, adicd sd avem ¢,, — ¢, (t). Astfel, putem scrie:

Un(t) = calt) gn(T)e Ent/h (1.5)
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iar probabilitatea de ocupare a stirii ¢,, este P, (t) = |cn(t)]?

Aici, in dependenta de timp, am separat oscilatia rapidi de fazi e ~*#»*/" a stirilor pro-

prii depinzand de hamiltonian-ul neperturbat, de variatia lentd a amplitudinilor ¢, (),
care depind doar de perturbatie (adica c,, este constanta dacd V' = 0). De observat
cé stdrile proprii ¢,,(Z) din (1.5) nu depind de timp (ele sunt starile proprii (1.2) ale
hamiltonian-ului neperturbat H, 0).

e Scopul urmadrit este cel de rezolvare a ecuatiei Schrodinger dependente de timp cu
perturbatia V' (Z, t).
oY(t ~ ~
m% - [HO V(@ t)} b(t) (1.6)

pentru o particuld ce se migcd sub influenta unui potential de interactie V' (Z, t).
e Solutiile ecuatiei (1.6) se cauta sub forma unei dezvoltari dupa solutiile de unde plane

(de particule libere) (1.1), folosind metoda variatiei constantelor (¢, — ¢,(t)), adica
sub forma,

)= ch b (T) e Bt/ (1.7)

e Acum, pentru a determina amplitudinea undelor partiale c,(t), vom substitui (1.7) in
ecuatia Schrodinger (1.6),

th <dcn —z Ent/h _ 5 %Cn(t) ¢n(f) e—i Ent/h>
B J//O HVE t)] Z Ca(t) () e Ent/h

unde, folosind ecuatia (1.2) H, on (%) = E,, ¢, (), obtinem

dec, o - N —iE,
mZ— (@) T =N V(1) alt) $n(E) e

e Pentru a afla toate amplitudinile necunoscute ¢,,(t) ale undelor partiale de particuld
liberd ¢,,(Z) din dezvoltarea (1.7), proiectdm ecuatia pe fiecare stare ¢,,(¥), adicd
inmultim ecuatia cu ¢*, (%) si integrdm pe volum (inmultim la stdnga cu (m
relatia de normare (1.3) ((¢y|¢n) = [ &%, ¢n d®x = 0pp). In acest fel in membrul
stdng se separd termenul cu dc,, /dt,

de, . A |
m%e—zm/h =3 alt) / 6 (F) V(T,1) du(F) dPrr - Ent/
Vo)
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unde elementul de matrice

an(t)=/¢;(f)‘7(f,t)¢n(f) sau Vio(t) = (m|V (7, 1)|n)

astfel obtinem urmaétorul set de ecuatii diferentiale lineare cuplate pentru amplitudinile
partiale c,,:

de,, )

— = =) () Vi (t) /P B (1.8)

sau daca notam

avem sistemul de ecuatii diferentiale cuplate (1.8) explicit sub forma

) jwiat jwist
1 Vir  Vige™2t Vige™st -\ /¢,
¢ | Voret Vas Vagero2st ... c

2 i 2

. = —— w31t w3t 1.9
C3 h Vet Vayetws2 Va3 cee Cs (1.9)

Acesta este sistemul de baza de ecuatii diferentiale cuplate care trebuie rezolvat pentru
a obtine probabilitatea |c,,(t)|* de a afla starea 1), (T, t), in functie de ¢.

De remarcat cd ecuatia (1.8) este una exacta, deoarece nu am facut nici o aproximatie
in obtinerea acesteia. Din nefericire, nu putem afla o solutie generald a acestei ecuatii,
astfel cd va trebui sd apelam la solutii aproximative, folosind diverse dezvoltiri 1n se-
rie. Totusi, pentru cazul particular al unui sistem cu doud stari (adicd N = 2), este
posibil a rezolva ecuatia (1.8) exact.

1.1 Sistem cu doua stari: Solutie exacta

Pentru cazul particular al unui sistem cu doud stdri care este perturbat de un camp
periodic extern V ¢™*, ecuatia matriciald de mai sus (1.9) se poate rezolva exact.
Functia de unda generala (1.7) pentru un sistem cu doua stari este

w@) = (t) 01 (f) e*iElt/h + Cg(t) ¢2<f) e*iEQt/rL

iar sistemul de ecuatii diferentiale (1.9) pentru amplitudinile ¢, () este,

C.l ; 0 Veiwt eiw12t 1
¢y) T R\ Ve iwteient 0 C2 (110

Notdm o = w + wi2. Atunci sistemul de doud ecuatii cuplate va fi:

7 .

. ot

¢t = —=V e
h

) Lo

Gy = —=V e "¢

h



1.1. SISTEM CU DOUA STARI: SOLUTIE EXACTA 7

Acest sistem de ecuatii diferentiale de ordin intai se poate transforma intr-o singurd
ecuatie diferentiald de ordin doi dacd diferentiem in raport cu timpul a doua ecuatie si
inlocuim apoi ¢; din prima ecuatie, obtinem
V2
Cy = —10Cy — ﬁCQ

Aceasta este o ecuatie diferentiald standard de ordin doi, care se rezolva prin cdutarea
solutiei sub forma,

co(t) = c(0) et
Inlocuind in ecuatia diferentiala de ordin doi de mai sus, obtinem

o a2 V2
Q=——=+4/—+—=
2 4 + h?
Revenind la variabilele inifiale w 4+ w2 = «, avem solutia generald,

Luand conditiile initiale

c(0)=1 c2(0) =0
obtinem A = —B.

Pentru a determina si constanta generala, consideram cd lat = 0,

V V
29(0) = —¢1(0) = —
@0 =7 a0 =3
Atunci, probabilitatea de ocupare a stérii "2 este
V2
R 2
_ V2
N h2 . 9 W — ws1 Ty
[£16] o o\ R v sin — + e
2 h?

Nota: pentru cazul particular w = w;2 avem

lea(t)]? = sin? (%)

Dacd presupunem cd Ey > Ej si ca sistemul a fost initial 1n starea fundamentala
¢1, aceasta inseamnad ci dupd timpul //4V sistemul va fi in mod cert in starea ¢ si va
oscila intre cele doud stari cu o perioadd //2V.

De exemplu, un grup de molecule de amoniac (/N H3), aflate initial toate in starea
fundamentald, dupd ce au fost introduse intr-un camp oscilant un timp finit, vor trece
toate in starea excitatd. Apoi, o noud conectare la campul oscilant va conduce la dezex-
citarea acestora, cu o perioada de dezexcitarea mult mai scurtd, cu producere de radiatie
coerentd, intensd. Este vorba de emisia de radiatie stimulatd prin amplificare de mi-
crounde - Microwave Amplification by Stimulated Emission of Radiation (MASER)
pentru molecule de amoniac Tn camp de microunde.
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1.2 Aproximatii succesive in calculul amplitudinii undelor partiale

Pentru a putea determina in final probabilitdtile de tranzitie intre diversele stdri posi-
bile (cuantificate), va trebui sd evaluam intai amplitudinile ¢, (¢) ale stdrilor de unda
neperturbate ¢,,: 1, (1) = ¢, (t) ¢n(Z)e Ft/"  (1.5)  cu ajutorul cirora se exprima
apoi amplitudinea de probabilitate finald /().

e Probabilitatea de ocupare a stdrii finale ¢ poate fi dezvoltatd in serie perturbativa
2
Pr(t) = |es(t)]* = [0+ + P+ (1.11)

De notat, cd prin ridicarea la pdtrat apar si termeni Tncrucisati, adicd avem interferenta
intre amplitudinile de diferite ordine.

e Presupunem ca starea finald difera de cea initiald, de aceea studiem cazurile in care
f ## 1, astfel ca primul termen din relatia (1.11) se anuleaza. Mai mult, dacad lucram
2
N . . . o (1)
doar in prima aproximatie Py (t) = ‘cf (t)‘ :

Pentru evaluarea termenilor din dezvoltarea (1.11) folosim metoda aproximatiilor suc-
cesive.

1.2.1 Starea initiala - una din starile neperturbate de unda plana
Solutiile in aproximatia de ordin zero

e Una din cele mai des intilnite situatii este cea conform cdreia la momen-
tul ¢ = ty, inainte ca potentialul V sa intre in actiune, particula era
intr-una din stérile neperturbate 1;(z) de undi pland (1.1) cu solutia ¢;(Z) a hamil-
tonianului neperturbat (1.2), de aceea avem,

0 (1.12)
c%)(to) =0 pentru n #i

e In absenta perturbatiilor are loc propagarea liberd a fiecdrei unde plane conform (1.1).
Astfel cunoscand evolutia Tn timp a amplitudinii de probabilitate, putem scrie ampli-
tudinea la un moment ¢ ca fiind:

(1) = (to) = b (1.13)

si constituie solutia de amplitudini partiale Tn aproximatia de ordin zero.




1.2. APROXIMATII SUCCESIVE IN CALCULUL AMPLITUDINII UNDELOR PARTIALE9

Solutiile in aproximatia de ordin intai

Introducand acum solutia din aproximatia de ordin zero (1.13) in ecuatia noastra (1.8),

se separd doar termenul cu n = i, iar ecuatia pentru amplitudinea de probabilitate eV

in prima aproximatie, devine:

dcg) 7 (0)

G = g G (8)Va () BT (1.14)

sau explicit

FRCR ) .
- ) / G1(5) V(1) i) dPa HBnBO/D

care prin integrare ne dd amplitudinea V) (t) in aproximatia de ordin intai.
Am vdzut cd 1n absenta perturbatiei (aproximatia de ordin zero), (1.4) cd probabilitatea
de a gési sistemul intr-una din starile posibile ¢,,(¢) la momentul ¢ este egald cu cea de
a gasi sistemul in starea ¢; la momentul initial ¢y, astfel din (1.13), pentru n = 7, avem

) =c"(to)= 1.

e In prezenta perturbatiei, prin integrarea ecuatiei (1.14), cu cz(o) (t) = 1, obtinem ampli-
tudinea starii finale ¢/, Tn aproximatia de ordin intai,

.ot
7 . /
() = —— / Vi (t)) elEn=Et /gyt (1.15)
h o
SAU Vst
.t
D (t) = *% / On(E) V(1) §i(&) d*x &' Fn =B/ gy (1.16)
to
SAU o
() = 7%/ |V (&, t)]i) e Fn =Bt/ gyt (1.17)
e
SAU o
)= [ [ @ V@ [s@e 0 dtar (1.18)
to ~ ”
Pk (x) P (x)

SAU sub forma invarianta, 4-dimensionala

P () = —i/w,’;(;c)f/(a:) Yi(z) d'z (1.19)
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1.2.2 Starea initiala - superpozitie de stari neperturbate de unda plana

et 4 ‘
(1.8) fit = —%cho)(t) Vii(t) e En=EUR ya trebui si luim in considerare

(0)

superpozitia tuturor amplitudinilor undelor partiale ¢, ' (¢), astfel cd solutia generald

pentru amplitudinea de tranzitie o (t) in starea finala 1, va fi integrala dupd toate
(0)

amplitudinile initiale ¢, ’, similar cu (1.15), adicd

. t
() = —% > / O (#) Vg () X En=ED gy (1.20)
i Vi

Solutiile in aproximatia de ordin doi

Similar cu cazul anterior, amplitudinea in aproximatia de ordin doi CECQ) (t), se exprima

prin solutia generald (1.20) cu ajutorul solutiei din aproximatia anterioara Y (t) (1.15),
adica

. t
=53 / SO(t') Via(t') ' Er= B0 My (1.21)
n to

(0)

In cazul cu o singurd stare initiald ¢; () = 1, cu ajutorul solutiei (1.20) din aproximatia

intai, (1.21) devine,

C(l)(tl)

A

-\ 2 t 7ot
n “to to

« an(t/>€i(Ef—En)t’/h dt'

e Pand acum am considerat doar o singurd stare initiala ¢;(7) de amplitudine nenuld
(1.12), drept conditie initiald in integrarea sistemului de ecuatii diferentiale (1.8). Evi-
dent, putem imbundtati aproximatia de ordin intai (1.15) prin inlocuirea in (1.20) CEO) (t)

cu ) (t) in membrul drept al ecuatiei (1.8), adica

en (1)
sz = d_j; — ... (-Z)Q ZVnJei(En—Ei)t’ dt/ an ei(Ef—En)t (123)

to
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unde punctele . . . reprezintd aproximatia de ordin intéi (1.15), ce conduce la probabili-
tatea de tranzitie T; n aceastd aproximatie. Acum, corectia pentru 7Y; este:

o] t
sz- — . — Z anvm, / U Ef—En)t 1¢ / ei(En—Ei)t/ dt’
n#i o e

e Pentru a face ca integrala dupa dt’ sa aibe sens fizic, trebuie sd introducem un nou
termen in exponent, sub forma unei marimi mici pozitive €, pe care apoi o facem sa
tinda la zero, dupd integrare

t

/ ei(En_Ei_iﬁ)t/ dt/ :7/ €

i(EnfEifiG)t

Astfel, folosind / e Er= Bt En=Edl gt — on§(E; — E;)
corectiile de ordin doi pentru 7; vor fi
Ty =---—2m —— (L — E; 1.24
! ”Z;Ei—EnHe( r—E) (1.24)
. (a) ordin I (b) ordin IT
Timp
\ f f
Vi .
Vi
1 1
> Spatiu

Figura 1.1: Contributiile de ordin I si II la tranzitia ¢ — f
e Rata tranzitiei ¢ — f 1n aproximatia de ordin doi se obtine prin Inlocuirea

1
ni 7 n

Similar se obtin corectiile de ordin superior.

1 1
> g B, tic "B, — E,, +ie
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e Ecuatia (1.25) reprezintd dezvoltarea amplitudinii in serie de perturbatii, cu termeni de
ordin intai, doi, ..., In V. Diagramele Feynman din Figura 1.1 reprezintd primii doi
termeni din seria de perturbatii nerelativiste.

e Pentru fiecare vertex de interactie, avem un factor V,,;, si pentru propagarea fiecarei
stidri intermediare, avem un factor de “propagare” 1/(E; — E,,). Stirile intermediare
sunt virtuale”, in sensul cd energia nu se conserva, F, # FE;, insd avem evident o
conservare a energiei intre starile inifiale i cele finale, £y = F;, dupd cum indica
functia delta §(E; — E;). Problema centrala este generalizarea acestei scheme pentru
a putea descrie si particulele relativiste, inclusiv antiparticulele.



