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Capitol 1

Serii Dyson

1.1 Operatorul de evolutie a starilor cuantice

e Variatia temporald a starii cuantice |¢)())
este datd de ecuatia Schrodinger

0 A
tho [¥(t) = H[4(t)) (LD

Experimental nu se misoard starea cuantici P = (f(t)| A li(t))
|1), ci o valoare medie (expectation value)
sau o probabilitate, date de un produs (bra|

si |ket) cu eventual un operator A la mijloc P = /(f*(t) A i(t)) da

sau explicit (1.2)

In descrierea Schrodinger starea cuanticd [¢)(t)) este cea care evolueazi in timp,
conform ecuatiei (1.1). Operatorii marimilor fizice madsurabile In schimb, nu au nici
o ecuatie de miscare. Ei sunt constanti Tn timp. Totusi, noi suntem interesati de a
urmari evolutia in timp a mdrimilor fizice mdsurabile de genul (1.2), pentru care va
trebui sd apeldm la o altd “descriere”, echivalentd celei Schrodinger.

Dacd in mecanica cuanticd ordinard abordarea alternativd este doar un aspect pur
echivalent, in teoria campurilor cuantice, abordarea alternativd este esentiald. In
particular, in teoria cuanticd a campurilor, acestea sunt operatori, pe care suntem
interesati de data asta sd le urmarim evolutia in timp.

Pentru a transfera dependenta de timp de la starea cuanticd [¢(t)) spre operatorul
A(t), vom introduce intdi operatorul de evolutie U (%, t) care leaga starea |1()) la
momentul ¢, de starea |¢)(()) la un moment anterior ¢(, adica definim:

A~

[(t)) =U(to, 1) P(to))

Operatorului de evolutie U (to, t) este definit ca (1.3)

(W ()] = (¥ (to)| Ut (to, 1)

|1(t)) este o stare Schrodinger normati (W(O)[(t) =1 (1.4)

Tnlocuind (1.3) in (1.4) 1= ) [0(1) =) UTU () (1.5
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1.1. OPERATORUL DE EVOLUTIE A STARILOR CUANTICE 5

A~

Deci operatorul de evolutie este unitar: UU =1 (1.6)

Operatorul de evolutie de

lat; — 1y §1 delaty — t3 [j(tl,tg) U(tg,tg) = [7(151,163) (17)
este egal cu operatorul de

evolutie de la t; — t3.

Pentru evolutia inversa

folosim (1.6) [/ = {71 Uty tz) = U (ta,ta) = Ul (ta, 1) (1.8)

Dacd evolutia in timp a
stérii |(to)) este (1.3)

[4(t0))
Atunci | %W(t}) = Ulto, t) (to)) =U(to, ) bﬁl(t,to)W(t); (1.9)
Ulto, ) U (t,t0) [:(1))

Comparand cu ecuatia
Schrodinger (1.1)

L0 3
tho [0 (1)) = H[4(t))

rezulti H =ihUU! (1.10)

Pe de alti parte, din conditia de unitaritate (1.6): U U =T
prin derivare avem: UUt4+UUT =0 sau UUT+(UUT)T:0 (1.11)
deci UU" este antihermitic: UUT:—(UUT)T (1.12)

jar i UUT este hermitic, deoarece operatorul adjunct (hermitic conjugat) se obtine
prin transpunere si conjugare complxa (schimbad semnul componentei complexe):

(1.11)
iUt S Gouh) = —iuot T (= out) =iout
decii UUT este hermitic: © UUT)T =iuUt (1.13)

Inmultind (1.10) cu U si folosind conditia

de unitaritate (1.6) obfinem ecuatia de Wi — HU 114

migcare pentru operatorul de evolutie U, (1.14)

echivalentd cu ecuatia Schrodinger (1.1).
'hdU = Hdt in int bti

Sd trecem sd rezolvdm aceastd ecuatie, ! U prin integrare obtinem

care se poate rescrie, deoarece i = —1/i

InU = —%Ht sau  U(t) = et Ht/R
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1.2 Hamiltonian A in mecanica cuantica (comutativ)

1.2.1 H independent de timp

e Dacd H este numdr pur si simplu, inte- U(t) = o~ tHt/h (1.15)
grarea ecuatiei (1.14) ne dad imediat: '

e Insidaci U s H sunt operatori, trebuie| |~/ .\ _ifin_ - l it "
folosita dezvoltarea in serie de puteri: Ult)=e B Zo n! h " (1.16)

e iar derivata temporala U va fi:

2 <1 i N it N i1 it a\" i
U(t):zﬁn(—%}[)(—ﬁho T—i—iHZ%(—ﬁhoz—ﬁHU (1.17)

J/

1/(n—1)! m=n-1 ~

e Deci, am obtinut ecuatia de miscare initiald (1.14). Adica, 1n cazul 1n care H nu
depinde explicit de timp, dezvoltarea in serie (1.16) este valabild pentru operatorul
de evolutie U (t). Aici avem produse H H care evident comutd, pentru acelasi H.

1.2.2  H(t) functie de timp

e Daca H(t) si U(t, 1) sunt functii de timp
(numere), sd verificdim cd solutia U a
ecuatiei de tip (1.14) este valabild dacd
folosim dezvoltarea ei in serie de puteri:

U=HtU (1.14)

e Si separdm variabilele si apoi sd integrdm aceastd ecuatie,

d t
FU = H(t)dt prinintegrare In U:/ H(t)dt
to

e Atunci, functia
U(t, to) va fi

U(t, ty) = exp (/t:H(t’) dt’) = En:% (/t:H(t’) dt’>n (1.18)

-1

t n
U(t,to)zz %n[—[(t) (/H(t’) dt’> = H(t)U(t,to)
noN~ St .
1/(n—1)! ~~ (1.19)
deoarece aici [ H(), H(t’)] =0

e iar derivata tempo-
rald U(t,ty) vafi

e Ecuatia de miscare (1.14) pentru functia .
Ul(t,to), cu dezvoltarea exponentialei in . 1 N,
serie de puteri (1.18), rdméne valabila si Ut to) =exp h tOH(t ) dt (1.20)
in cazul in care H (t,t() e functie de timp.
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1.3 Hamiltonian 7/ () in teoria cuantica a cimpurilor (necomutativ)

e Fie cazul in care H (t) este operator, care
luat la momente diferite, nu comuta

[ﬁ(t),ﬁ(t')} £0

S# dezvoltim in serie operatorul U (¢, t,), fird si mai purtim constanta —i/h.

U(t, to) =exp (/t:dt’ﬁ[(t’)) :i; (/to dt’ H{(t ))n

n=0
b 1 . (1.21)
:I+/ dt' H(t') + /dt Ht )/ dt" H(t") +
21
to to ,
Int
e iar derivata temporali U (¢, ty), va fi:
2 ~ 1 N t ~ ¢ ~ ~
Ult, to)=0+ H(t) + — | H(t) / dt" H(t") + / a H() Hi) | +. ..
2 Jio i (1.22)
—Ht)U
A t A
e Dacii comutatorul [H(t), / dt’H(t’)] —0 (1.23)
to

valabil in mecanica cuanticd, atunci termenul din paranteze ar fi

Qﬁ(t)/tdt’ﬁ(t’), iar U(L,to)=H (1) (I+/tdt’H(t’)+...) —H(t) U(t, ),

to to

-

Ul(t,to) (1.21)
deci dezvoltarea (1.21), In cazul mecanicii cuantice, unde relatia de comutare (1.23) este
valabild, este solutie pentru ecuatia de miscare (1.14).

t
e Dar in teoria cuanticd a cAmpurilor, comutatorul [H (1), / dt" H(t' )] #0 (1.24)

to
atunci in ultimul termen din (1.21) impartim integrarea dupd ¢” in doui integrale,
una pentru t” < ¢’ si una pentru t” > t'

¢ vt
Int = / dt' H(t / dt" H(t") /dt /dt”H (t"YH(t") separém/—> /+/
to to t!

t A R facem
:/ { (t')—l—/ dt”H(t’)H(t”)} ordonarea
¢ temporala  (1.25)
t t
:/ dt’ / THEYVH ") + /dt’ /dt” H({t"H()
t 4
0 \W—J

tl>t” t”>t/



ultima integrald se poate scrie:
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t t t "
/ dt’ / dt" |H(t") H(t) / dt" / dt' |[H(t"YH(t)
to 4 to to
t" >t <t
Cor o owl (1.26)
= /dt’/ dt" H(t'")H (t")
to to
adica egald cu prima integrala (1.25)
Atunci integrala (1.25) se poate scrie:
t N t N t t . .
I = / dt' F(t') / a" (") = 2 / d / a" () E () (127)
to to to to

tl
De remarcat cd acum domeniul de integrare al celei de-a II-a integrale / dt” este
to

t
cuprins in domeniul I-ei integrale / dt’
to

" "
A >t A Lo
t t =t / dt’ / dt”
l’.." /
‘ . _..f"’ "< to t
"o
[,
l’..
-
}"‘“"‘.‘
}“.‘ g
s g/ g .t
to e’ to
t‘// t/ < t// t// t t/’
¢ ot =1 ¢ / dt” / dt’
N . !,-"' t > " to to
t// ..,4“
/ dt/ ,,.-"i
to ,.',f."
-
4““"’
A~ / - /
to t -1 to t -t

Figura 1.1: Integririle pentru relatia (1.26) de domeniile marcate cu [] pentru ¢ > ¢’ (partea
haguratd vertical) si pentru ¢’ < t” (partea hasurati orizontal)
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Pentru a exprima solutia U (t,to) exprimidm termenul general al dezvoltirii in serie de
puteri (1.21)

t n

1 L7 (4! _
= /dtH(t) -

t(n—1)

to
t t
1 o .
=— [ a / " . .. / dt™ {H(t’)H(t”) L H(t(”))} + permutiri
n.
to to to

t///

t//

t; > t// > t///
(@) t/ (b)

Figura 1.2: Domeniile de integrare sunt in numar de n! pentru fiecare termen al dezvoltarii in
serie Dyson.  (a) pentru termenul de ordin II.  (b) pentru termenul de ordin III

pentru a satisface ecuatia (1.14) U=H (1)U  trebuie sd ordondm temporal ter-
menii din acolade astfel ca H (t') si fie intotdeauna la stinga.

In final, dezvoltarea operatorului de evolutie (1.21) devine:

t(n—1)

t t/
Ot t) =Y /dt’ / dt’ ... / dt(")T{fI(t’)Ifl(t”)...ﬁ(t("))}
n to to

to

(1.28)
ot
= Texp —%/dt’f[(t')

to

unde 7T este operatorul de ordonare temporald ¢’ > ¢/ > " -+ . > ¢(").

Aceasta este seria Dyson ca solutia generald a ecuatiei Schrodinger pentru operatorul
de evolutie U (t, t).



