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1.1. DENSITATEA ŞI CURENTUL DE CÂMP 5

Capitol 1

Diagrame Feynman
1.1 Densitatea şi curentul de câmp

Ecuaţia Nerelativistă
(Schrödinger)

Ecuaţia Relativistă
(Klein-Gordon)

Relaţia
energie-
impuls

1-dimensional

E =
p2

2m

1-dimensional
E2

c2
= p2 +m2c2

4-dimensional

p2 = m2c2

Trecerea la ope-
ratori diferenţiali: E → i~

∂

∂t
; p→ −i~ ∂

∂x
≡−i~∇ pµ → i~

∂

∂xµ
≡ i~ ∂µ

Ec. de bază
de câmp
liber

i~
∂ψ

∂t
+

~2

2m

∂2ψ

∂x2
= 0

1

c2
∂2ψ

∂t2
− ∂2ψ

∂x2
+
m2c2

~2
ψ = 0

(
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

)
ψ = 0

Ec. complex
conjugată −i~∂ψ

∗

∂t
+

~2

2m

∂2ψ∗

∂x2
=0

1

c2
∂2ψ∗

∂t2
− ∂2ψ∗

∂x2
+
m2c2

~2
ψ∗= 0

(
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

)
ψ∗=0

Inmulţim la
stânga ec. de
bază cu−iψ∗

iar ec. c.c. la
dreapta cu iψ

apoi
adunarea lor

(
ψ∗
∂ψ

∂t
+
∂ψ∗

∂t
ψ

)
︸ ︷︷ ︸

∂
∂t

(ψ∗ψ)= ∂ρ
∂t

+

− i~
2m

(
ψ∗
∂2ψ

∂x2
− ∂

2ψ∗

∂x2
ψ

)
︸ ︷︷ ︸
− i~

2m
∂
∂x(ψ∗

∂ψ
∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ)= ∂j

∂x

=0

i

c2

(
ψ∗
∂2ψ

∂t2
− ∂2ψ∗

∂t2
ψ

)
︸ ︷︷ ︸
i
c2

∂
∂t(ψ∗

∂ψ
∂t
− ∂ψ∗

∂t
ψ)= ∂ρ

∂(ct)

+

−i
(
ψ∗
∂2ψ

∂x2
− ∂

2ψ∗

∂x2
ψ

)
︸ ︷︷ ︸
−i ∂

∂x(ψ∗
∂ψ
∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ)=+∂j

∂x

= 0



xµ≡(ct, ~x) ; xµ≡(ct,−~x)

∂µ≡
(

∂

∂(ct)
, − ∂

∂xµ

)
;

∂µ≡
(

∂

∂(ct)
,
∂

∂xµ

)
∂

∂xµ

[
i

(
ψ∗
∂ψ

∂xµ
− ∂ψ

∗

∂xµ
ψ

)]
︸ ︷︷ ︸

jµ

=0

Ecuaţia de
continuitate

∂ρ

∂t
+
∂j

∂x
= 0

1

c

∂ρ

∂t
+
∂j

∂x
= 0 ∂µj

µ = 0

Densitatea ρ
şi Curentul
de câmp j


ρ=ψ∗ψ= |ψ|2

j=− i~
2m

(
ψ∗
∂ψ

∂x
− ∂ψ

∗

∂x
ψ

)

ρ=

i

c

(
ψ∗
∂ψ

∂t
− ∂ψ

∗

∂t
ψ
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j=−i

(
ψ∗
∂ψ

∂x
− ∂ψ

∗

∂x
ψ

)
j0 ≡ cρ ; j1,2,3≡~j

jµ = i
(
ψ∗∂µψ − ∂µψ∗ ψ

)

Folosind soluţia de undă
plană a ecuaţiei de bază, cu
ı̂nlocuirile:{

p · x = pµx
µ = Et− ~p · ~x

k · x = kµx
µ = ωt− ~k · ~x = E

~ t−
~p
~ · ~x


−→

ψ = N e−i (E·t−~p·~x)/~

≡ N e−i (ω·t−
~k·~x)

ψ∗ = N∗ ei (E·t−~p·~x)/~

≡ N∗ ei (ω·t−
~k·~x)

ψ = N e−i p·x/~

≡ N e−i k·x

ψ∗ = N∗ ei p·x/~

≡ N∗ ei k·x

Densitatea şi
curentul de

câmp
pt. unda plană

 ρ = |N |2

~j =
~p

m
|N |2


cρ = i

(
−2 i

E

~

)
|N |2 = 2

E

~
|N |2

~j =−i
(

2 i
~p

~

)
|N |2 = 2

~p

~
|N |2

jµ = 2 pµ|N |2/~
dacă jµ e 4-curentul de
particulă cu sarcina q, se
ı̂nmulţeşte cu sarcina q:

jµ = q × 2 pµ|N |2/~
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1.2 Curenţi de particule cu energie negativă (antiparticule)

• Să considerăm o particulă (ex.π+) de energie E > 0, impuls ~p > 0, şi sarcină q.
Atunci, curentul de câmp jµ pentru soluţiile de E > 0, pentru a fi interpretat ca şi
curent de sarcină (electromagnetic), ı̂l vom ı̂nmulţi cu sarcina q a particulei respective:

jµem(π+) = q × curent de câmp pentru E > 0

• Soluţiile de câmpuri relativiste (Klein-Gordon, Dirac): exp [−i (Et−~p·~x)], specifică
şi semnul densităţii ρ, ca fiind cel al energiei E, iar semnul curentului ~j este semnul ~p.

• Luând curentul Klein-Gordon jµ=2 |N |2pµ/~ din Tabelul de la pag.5, avem:

echivalente

{
jµem(π+) = (+e) · 2|N |2 · [+E,+~p ] /~ sol. E > 0, sarcină +e

jµem(π−) = (−e) · 2|N |2 · [−E,−~p ] /~ sol. E < 0, sarcină −e

Adică:

{
emisia (+~p) unei particule (π+) (E>0) cu sarcină ’+e’, este echivalentă cu

absorbţia (−~p) a unei antiparticule (π−) (E < 0) cu sarcină ’−e’.

• Atunci, ı̂n soluţia de particulă liberă exp [−i (Et− ~p · ~x)] , putem asocia energia
negativă (−E), cu soluţia ce evolueză invers ı̂n timp (−t), deoarece

exp [−i(−E)(−t)]=exp (−iEt)

iar impulsul negativ (−~p) al unei particule, ı̂l putem asocia cu soluţia ce evoluează
invers ı̂n spaţiu (−~x), deoarece

exp (i (−~p) (−~x)) = exp (i~p · x)

• Deci, un curent de particule cu energie E şi impuls ~p este echivalent cu un curent de
antiparticule cu energie −E şi impuls −~p, care se deplasează invers ı̂n spaţiu (−~x) şi
timp (−t), deoarece unda plană ce descrie mişcarea particulelor este aceeaşi:

ψ = exp
[
−i
(
Et− ~p · ~x

)]
= exp

[
−i
[
(−E)(−t)− (−~p) · (−~x)

)]
• Cu alte cuvinte, soluţiile de particule de energie negativă evoluând ”invers” ı̂n timp,

descriu antiparticule de energie pozitivă evoluând ”ı̂nainte” ı̂n timp.

• Evoluţia poate fi descrisă
grafic ı̂n felul următor

∣∣∣∣ 6

π+

E > 0 ≡ ?
π−

E < 0 6timp
(1.1)

• Aceste reprezentări ale evoluţiei stărilor de energie negativă au fost propuse de
Stückelberg (1941) şi de Feynman (1948). Exprimate mai simplu, se poate spune că
o soluţie de energie negativă descrie o particulă ce se mişcă ”invers” ı̂n timp (1.1),
sau o antiparticulă de energie pozitivă ce se deplasează ”ı̂nainte” ı̂n timp. Această
idee stă la baza reprezentării interacţiilor prin diagrame Feynman. Vom ı̂ncerca să
introducem aceste diagrame ı̂n cele ce urmează.
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- Spaţiu

6

Timp

��*
��
s

e−
�
�
���e− �
�
���

e+

�
���� e+

Emisia (absorbţia) unei particule de
4-impuls pµ este fizic echivalentă cu
absorbţia (emisia) unei antiparticule de
4-impuls −pµ

(1.2)

Figura 1.1: Imprăştierea unui e+ descrisă ca ı̂mprăştierea inversă ı̂n spaţiu şi timp a unui e−

Toate procesele posibile pot fi descrise cu ajutorul funcţiilor de câmp uniparticulă (e−),
fără a fi necesară folosirea unor funcţii de câmp diferite pentru antiparticule (e+). De
exemplu, pentru descrierea ı̂mprăştierii pozitronului (e+) putem folosi soluţiile de en-
ergie negativă ale electronului e−, dar ı̂n care interschimbăm stările de intrare şi ieşire
(vezi Figura 1.1).

Vom ı̂ncerca să fundamentăm ideea după care soluţiile de energie negativă pot fi uti-
lizate ı̂n descrierea mişcării antiparticulelor, ı̂n timp ce soluţiile de energie pozitivă
descriu comportarea particulelor.

In acest fel am găsit o utilizare a soluţiilor de energie negativă (sau ı̂n general de 4-
impuls negativ) ale ecuaţiei Klein-Gordon pentru pioni π+, anume ele descriu reacţiile
cu pioni π− de energie pozitivă, având sensul de reacţie inversat. De aceea este o pură
convenţie alegerea ceea ce numim particulă respectiv antiparticulă, ı̂n perechea par-
ticulă - antiparticulă (cazul π± este opus celui e∓ !).

Formalismul funcţiei de câmp uniparticulă (e−) se poate folosi nu numai ı̂n descrierea
de antiparticulă ci şi a sistemelor multiparticulă. Ca exemplu avem dubla ı̂mprăştiere a
unui electron pe un potenţial. Vom face reprezentarea acestei interacţii sub forma unor
diagrame ı̂n spaţiu-timp, vezi Fig.1.2.

- Spaţiu

6

Timp

e−�
��
�
�
se−��*��s�

�
���
e−

....................................................................................................

....................................................................................................

e−�
��
�
�
�
�
s
e+

A
AU s���

���
e−

t1

t2 ?

anihilare
pereche

6

creare
pereche

Figura 1.2: Două moduri de interpretare a dublei ı̂mprăştieri a unui electron, cu ordonări
diferite ı̂n timp

Avem o remarcă importantă: cele două diagrame corespund unuia şi aceluiaşi fenomen
fizic. Deci, avem două ordonări temporale diferite ale celor două ı̂mprăştieri ce con-
duc la unul şi acelaşi eveniment observabil. Intr-adevăr, trebuie notat că traiectoria
observabilă a electronului, ı̂nainte şi după dubla ı̂mprăştiere, este aceeaşi ı̂n cele două
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diagrame. A doua diagramă este posibilă datorită existenţei descrierii de antiparticulă:
”La momentul t2 electronul este ı̂mprăştiat ”ı̂napoi” ı̂n timp (având energia E < 0).
Acest electron evoluând ”ı̂napoi” ı̂n timp este privit ca pozitron (cu E > 0), ce merge
”ı̂nainte” ı̂n timp. Deci, interacţiile prezentate ı̂n diagrammă pot fi interpretate ı̂n felul
următor: ı̂ntâi, la momentul t1, se crează o pereche e− e+, apoi la un moment ulte-
rior t2, e+ este anihilat de electronul iniţial e−. De aceea, ı̂ntre momentele t1 şi t2,
traiectoria electronului din diagrama a doua, de fapt descrie starea a trei particule:
electronul iniţial, electronul final, precum şi un pozitron. Cum ambele ı̂mprăştieri duc
la acelaşi electron din starea finală observabilă, ambele vor trebui incluse ı̂n calculul
probabilităţii de interacţie. Trebuie de notat că, la fel ca ı̂n cazul teoriei cu electroni şi
goluri, vacuum-ul devine un mediu complex: ı̂n care se creează şi dispar ı̂n permanenţa
perechi e−e+, ı̂n general perechi particulă-antiparticulă.

In concluzie, ı̂n descrierea proceselor fizice ce implică particule (de exemplu π+)
se folosesc soluţiile de energie pozitivă ale ecuaţiilor ce descriu interacţia acestora
(π+), iar amplitudinile se calculează pe baza regulilor obişnuite din mecanica cuantică.
La descrierea proceselor fizice implicând antiparticule (π−) putem alege, fie folosim
soluţiile de energie pozitivă ale ecuaţiilor ce descriu interacţiile π− şi urmăm regulile
obişnuite, fie legăm procesele fizice ale π− cu procesele nefizice date de soluţiile de
energie negativă ale π+, iar elementele de matrice, pentru procesele cu π−, se vor cal-
cula cu ajutorul proceselor inverse ale π+, folosind soluţiile de energie negativă ale
ecuaţiilor pentru π+. Cea de a doua metodă poate fi folosită deoarece teoria face apel
la funcţia de câmp uni-particulă (cu o sarcină), pentru care mecanica cuantică obişnuită
este utilizabilă, şi care poate fi utilizată pentru a descrie stări multiparticulă, cum ar fi
de exemplu producerea de perechi π+π−.

Care este ı̂nsă situaţia cu particulele care sunt propriile antiparticule, cum ar fi π0 ?
In acest caz vom trata asemenea particule ı̂n mod similar cu procedura folosită pentru
foton (γ este identică cu antiparticula proprie). Cu alte cuvinte, vom asocia funcţia de
câmp exp(−ip · x) cu particula incidentă (π0) de energie pozitivă, iar funcţia de câmp
exp(+ip · x) cu particula emergentă (π0) de energie pozitivă.
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1.3 Teoria perturbaţiilor in mecanica cuantică

• Funcţia de undă plană ca soluţie a ecuaţiilor de mişcare de particulă liberă cu energia
En şi impulsul ~pn:

ψn(~x, t) = an e
i(~pn·~x−Ent)/~ = cn φn(~x) e

−i Ent/~ (1.3)

• Componenta independentă de timp φn(~x), satisface ecuaţia Schrödinger staţionară:

Ĥ0 φn(~x) = En φn(~x) (1.4)

şi condiţiile de normare∫
V

φ∗m(~x)φn(~x) d
3x = δmn sau 〈φm|φn〉 = δmn (1.5)

Ĥ0 este hamiltonianul de particulă liberă (neperturbat), independent de timp.

In absenţa perturbaţiei, evoluţia ı̂n timp a sistemului este dată de (1.3), iar probabili-
tatea de a găsi sistemul ı̂n starea ψn, este aceeaşi la orice moment de timp:

Pn(t) = |ψn(~x, t)|2 =
∣∣cn φn(~x) e−iEnt/~∣∣2 = |cn|2 = Pn(t0) (1.6)

deoarece stările proprii staţionare φn(~x) ale hamiltonianului neperturbat Ĥ0 (1.4) sunt
ortonormate (1.5) |φn(~x)|2 = 1.

Deci, ı̂n absenţa perturbaţiei (V =0), probabilitatea de a găsi sistemul ı̂n starea ψn(~x, t)
la momentul t este exact aceeaşi ca cea de a găsi sistemul ı̂n starea iniţială (la t0).

• Dacă ı̂nsă avem o perturbaţie (V 6= 0), ne aşteptăm ca Pn(t) să difere, să varieze ı̂n
timp, adică să avem cn → cn(t). Astfel, putem scrie:

ψn(~x, t) = cn(t)φn(~x)e
−iEnt/~ (1.7)

iar probabilitatea de ocupare a stării ψn este Pn(t) = |cn(t)|2

Aici, ı̂n dependenţa de timp, am separat oscilaţia rapidă de fază e−iEnt/~ a stărilor pro-
prii depinzând de hamiltonian-ul neperturbat, de variaţia lentă a amplitudinilor cn(t),
care depind doar de perturbaţie (cn este constantă dacă V =0).

• Amplitudinea undei parţiale cf (t) de probabilitate de a găsi sistemul ı̂n starea
ψf (~x, t) pentru n=f ı̂n (1.7), este interpretată ca amplitudinea de tranziţie i→ f

Tif (t) = cf (t) (1.8)
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• Scopul urmărit este cel de obţinere a soluţiei ψ(~x, t) a ecuaţiei de câmp. Fie aceasta,
ecuaţia Schrödinger dependentă de timp, cu perturbaţia V (~x, t).

i~
∂ψ(~x, t)

∂t
=
[
Ĥ0 + V̂ (~x, t)

]
ψ(~x, t) (1.9)

pentru o particulă ce se mişcă sub influenţa unui potenţial de interacţie V (~x, t).

• Soluţiile ecuaţiei (1.9) se caută ca dezvoltări (superpoziţii) de unde plane (particule
libere) (1.3), folosind metoda variaţiei constantelor (cn → cn(t)), sub forma,

ψ(~x, t) =
∑
n

cn(t) φn(~x) e
−iEnt/~ (1.10)

• Acum, pentru a determina amplitudinea undelor parţiale cn(t), vom substitui (1.10) ı̂n
ecuaţia Schrödinger (1.9),

i~
∑
n

(
dcn
dt

φn(~x) e
−i Ent/~ − i

~
En cn(t)φn(~x) e

−i Ent/~
)

�
�
�

=
[
Ĥ0 + V̂ (~x, t)

]∑
n

cn(t)φn(~x) e
−i Ent/~

�
�
�

unde, folosind ecuaţia (1.4) Ĥ0 φn(~x) = En φn(~x), obţinem

i~
∑
n

dcn
dt

φn(~x) e
−iEnt/~ =

∑
n

V̂ (~x, t) cn(t) φn(~x) e
−iEnt/~

• Pentru a afla toate amplitudinile necunoscute cm(t) ale undelor parţiale de particulă
liberă φm(~x) din dezvoltarea (1.10), proiectăm ecuaţia pe fiecare stare φm(~x), adică
ı̂nmulţim ecuaţia cu φ∗m(~x) şi integrăm pe volum (ı̂nmulţim la stânga cu 〈m|), folosind
relaţia de normare (1.5) (〈φm|φn〉=

∫
φ∗m φn d

3x= δmn). In acest fel ı̂n membrul
stâng se separă termenul cu dcm/dt,

i~
dcm
dt

e−iEmt/~ =
∑
n

cn(t)

∫
φ∗m(~x) V̂ (~x, t)φn(~x) d

3x︸ ︷︷ ︸
Vmn(t)

e−iEnt/~

unde elementul de matrice este definit ca:

Vmn(t) =

∫
φ∗m(~x) V̂ (~x, t)φn(~x) d

3x sau Vmn(t) = 〈m|V̂ (~x, t)|n〉 (1.11)

astfel obţinem următorul set de ecuaţii diferenţiale lineare cuplate pentru amplitudinile
parţiale cm:
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dcm
dt

= − i
~
∑
n

cn(t)Vmn(t) e
i(Em−En)t/~ (1.12)

sau dacă notăm
ωmn =

Em − En
~

avem sistemul de ecuaţii diferenţiale cuplate (1.12) explicit sub forma
ċ1

ċ2

ċ3

...

 = − i
~



V11 V12e
iω12t V13e

iω13t · · ·

V21e
iω21t V22 V23e

iω23t · · ·

V31e
iω31t V32e

iω32t V33 · · ·
...

...
...

. . .




c1

c2

c3

...

 (1.13)

Acesta este sistemul de bază de ecuaţii diferenţiale cuplate care trebuie rezolvat pentru
a obţine probabilitatea |cm(t)|2 de a afla starea ψm(~x, t), ı̂n funcţie de t.

• De remarcat că ecuaţia (1.12) este una exactă, deoarece nu am făcut nici o aproximaţie
ı̂n obţinerea acesteia. Prin specificarea valorilor iniţiale cn(t), putem ı̂n principiu in-
tegra exact sistemul de ecuaţii diferenţiale (1.13). Acesta este uşor de rezolvat pentru
cazul particular al unui sistem cu două nivele de energie (adică n = 2).
• Din nefericire nu putem afla o soluţie generală a aces-

tui sistem de ecuaţii diferenţiale, astfel că trebuie să
apelăm la soluţii aproximative. Substituind iterativ o

soluţie aproximativă c(i)m (t), ı̂n aceeaşi ecuaţie (1.12),
ı̂n locul lui cn(t) din membrul drept (oarecum similar
metodei Euler de rezolvare a ecuaţiilor diferenţiale de
tip dy/dx = f(x, y) vezi Figura alaturată), obţinem o
nouă soluţie c(i+1)

m (t), astfel că la final soluţia va fi:

dy

dx
=f(x, y)

yn+1 =yn+h·f(xn, yn)
h = xn+1−xn

• Prin integrarea ecuaţiei (1.12) soluţia se poate scrie:

cm(t) = cm(t0)−
i

~
∑
n

t∫
t0

cn(t
′)Vmn(t

′) ei(Em−En)t′/~ dt′ (1.14)

• Substituind iterativ soluţia c(i)m (t), ı̂n aceeaşi ecuaţie, ı̂n locul cn(t′) din membrul drept
obţinem o nouă soluţie c(i+1)

m (t), astfel că la final soluţia va fi:

cm(t) = c(0)
m + c(1)

m + c(2)
m + . . . (1.15)

unde soluţia după iteraţia (i) se va putea scrie

c(i)m = − i
~
∑
n

t∫
t0

c(i−1)
n (t′)Vmn(t

′) ei(Em−En)t′/~ dt′ (1.16)
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1.4 Aproximaţii succesive ı̂n calculul amplitudinii undelor parţiale

Pentru a putea determina ı̂n final probabilităţile de tranziţie ı̂ntre diversele stări posi-
bile (cuantificate), va trebui să evaluăm ı̂ntâi amplitudinile cn(t) ale stărilor de undă
neperturbate φn: ψn(t) = cn(t)φn(~x)e

−iEnt/~ (1.7) şi implicit starea finală ψf (t).

• Probabilitatea de ocupare a stării finale φf poate fi dezvoltată ı̂n serie perturbativă

Pf (t) = |cf (t)|2 =
∣∣∣δfi + c

(1)
f + c

(2)
f + . . .

∣∣∣2 (1.17)

De notat, că prin ridicarea la pătrat apar şi termeni ı̂ncrucişaţi, adică avem interferenţă
ı̂ntre amplitudinile de diferite ordine.
• Presupunem că starea finală diferă de cea iniţială, de aceea studiem cazurile ı̂n care
f 6= i, astfel că primul termen din relaţia (1.17) se anulează.

1.4.1 Starea iniţială - o singură stare neperturbată de undă plană
Soluţiile ı̂n aproximaţia de ordin zero

Pentru aflarea amplitudinilor cn(t), facem integrarea ecuaţiei (1.12), pornind
cu diverse condiţii iniţiale.

• Una din cele mai des ı̂ntâlnite situaţii este cea conform căreia la momentul iniţial t= t0,
ı̂nainte ca potenţialul perturbator V̂ să intre ı̂n acţiune, particula era ı̂ntr-una din stările
neperturbate ψi(x) de undă plană (1.3).

• Amplitudinile undelor parţiale la momen-
tul iniţial t0 specifică condiţia iniţială:

∣∣∣∣
{
ci(t0) = 1

cn(t0) = 0 pentru n 6= i
(1.18)

• In absenţa perturbaţiilor, adică Vmn(t′) = 0 ı̂n (1.14), are loc propagarea liberă a undei
plane iniţiale ψi(~x, t)=ci(t)φi(~x) e

−iEit/~ conform (1.7).

Din descrierea generală (1.14) a propagării ı̂n timp a amplitudinii cm(t), ı̂n aproximaţia
de ordin zero (absenţa perturbaţiei) aceasta este constantă, adică egală cu amplitudinea
iniţială ci(t0). Deci, şi amplitudinea finală ı̂n aproximaţia de ordin zero c(0)

f (t), la orice
moment t, este egală cu cea la momentul t0 (vezi Figura 1.3),

c
(0)
f (t) = ci(t0) = δif (1.19)

ce constituie soluţia de amplitudini parţiale ı̂n aproximaţia de ordin zero (vezi Fig.1.3).
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f

(t)

Figura 1.3: Propagarea undelor ı̂n cazul unei perturbaţii de ordin zero la tranziţia i→ f
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Soluţiile ı̂n aproximaţia de ordin ı̂ntâi

Introducând acum soluţia din aproximaţia de ordin zero (1.19) c(0)
i (t)=ci(t0) ı̂n ecuaţia

(1.12), se separă doar termenul cu n = i (celelalte amplitudini cn(t) = 0 pentru n 6= i ).
Ecuaţia (1.12) pentru amplitudinea de probabilitate c(1)

f de stări finale ψf cu o singură
stare iniţială ci(t0) = 1, ı̂n primă aproximaţie, devine:

dc
(1)
f

dt
= − i

~
c
(0)
i (t)Vfi(t) e

i(Ef−Ei)t/~ (1.20)

care prin integrare ne dă amplitudinea c(1)
f (t) ı̂n aproximaţia de ordin ı̂ntâi.

c
(1)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

c
(0)
i (t′)Vfi(t

′) ei(Ef−Ei)t
′/~ dt′

• In prezenţa perturbaţiei, se schimbă propagarea undei plane iniţiale ψi. Are loc o tranzi-

ţie pe o altă stare ψf . Starea finală devine ψf (t)=c
(1)
f (t)φf (~x) e

−iEf t/~ cu amplitudinea

c
(1)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

Vfi(t
′) ei(Ef−Ei)t

′/~dt′ (1.21)

SAU

c
(1)
f (t) = − i

~

Z t

t0

Vfi(t
′)z }| {Z

φ∗f (~x) V̂ (~x, t′)φi(~x) d
3x × ei(Ef−Ei)t

′/~ dt′ (1.22)

SAU

c
(1)
f (t) = − i

~

Z t

t0

〈f |V̂ (~x, t′)|i〉 ei(Ef−Ei)t
′/~ dt′ (1.23)

SAU

c
(1)
f (t) = − i

~

Z t

t0

Z h
φf (~x) e

−iEf t
′/~

i∗
| {z }

ψ∗
f
(x)

V̂ (~x, t′)
h
φi(~x) e

−iEit
′/~

i
| {z }

ψi(x)

d3x dt′ (1.24)

SAU sub formă covari-
antă, 4-dimensională c

(1)
f (t) = − i

~

Z
ψ∗f (x) V̂ (x)ψi(x) d

4x (1.25)

Soluţiile ı̂n aproximaţia de ordin doi

Similar cu cazul anterior (1.20), ecuaţia ı̂n aproximaţia de ordin doi se poate scrie:

dc
(2)
f

dt
= − i

~
c(1)
n (t) Vfn(t) e

i(Ef−En)t/~ (1.26)

prin integrare, amplitudinea ı̂n aproximaţia de ordin doi c(2)
f (t) se exprimă cu ajutorul

soluţiei din aproximaţia anterioară c(1)
n (t) (1.21), adică

c
(2)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

c(1)
n (t′) Vfn(t

′) ei(Ef−En) t′/~ dt′ (1.27)

unde c(1)
n (t′) = − i

~

∫ t′

t0

c
(0)
i (t′′)Vni(t

′′) ei(En−Ei) t
′′/~ dt′′ (1.28)

In cazul ı̂n care avem o singură stare iniţială, atunci c
(0)
i (t) = 1,
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Figura 1.4: Propagarea stărilor de câmp ı̂n cazul unor perturbaţii (a) Vfi de ordin I (1.21) şi
(b) Vfn (1.27), Vni (1.28) de ordin II la tranziţia i→ f

Soluţiile ı̂n aproximaţia de ordin trei

• Similar cu sistemul de ecuaţii pentru amplitudinile undelor parţiale ı̂n aproximaţia de
ordin doi (1.27) - (1.28), putem scrie ecuaţiile pentru amplitudinile ı̂n aproximaţia trei:

c
(3)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

c(2)
m (t′) Vfm(t′) ei(Ef−Em)t′/~dt′ (1.29)

unde

c(2)
m (t′) = − i

~

t′∫
t0

c(1)
n (t′′)Vmn(t

′′) ei(Em−En)t′′/~dt′′ (1.30)

unde

c(1)
n (t′′) = − i

~

t′′∫
t0

c
(0)
i (t′′′)Vni(t

′′′) ei(En−Ei)t
′′′/~dt′′ (1.31)

unde c
(0)
i (t) = ci(t0) = 1 (o singură stare iniţială)

iar Vmn(t) =

∫
φ∗m(~x)V̂ (~x, t)φn(~x)
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Figura 1.5: Propagarea stărilor de câmp ı̂n cazul unor perturbaţii Vfm (1.29), Vmn (1.30) şi Vni
(1.31) de ordin III la tranziţia i→ f
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1.4.2 Starea iniţială - superpoziţie de stări neperturbate de undă plană

• Până acum am considerat doar o singură stare iniţială ψi(x) (1.3) de amplitudine

nenulă c(0)
i (t0) = 1 (1.18), drept condiţie iniţială ı̂n integrarea sistemului de ecuaţii

diferenţiale (1.12).

dc
(1)
n

dt
= − i

~
∑
i

c
(0)
i (t)Vni(t) e

i(En−Ei)t/~ (1.32)

In cazul ı̂n care folosim alte condiţii iniţiale, ı̂n integrarea ecuaţiei (1.12) va trebui să

luăm ı̂n considerare superpoziţia tuturor amplitudinilor undelor parţiale c(0)
i (t), astfel

că soluţia generală pentru amplitudinea de tranziţie c(1)
n (t) ı̂n starea finală ψn, va fi o

sumă după toate amplitudinile iniţiale c(0)
i similare (1.21), adică

c
(1)
f (t) = − i

~
∑
i

∫ t

t0

c
(0)
i (t′) Vfi(t

′) ei(Ef−Ei)t
′/~dt′ (1.33)

• La fel, putem ı̂mbunătăţi aproximaţia de ordin ı̂ntâi (1.21) prin ı̂nlocuirea ı̂n (1.33)
c
(0)
i (t) cu c

(1)
n (t) ı̂n membrul drept al ecuaţiei (1.32), iar amplitudinea c

(2)
f (t) ı̂n

aproximaţia de ordin doi, devine

c
(2)
f (t) = − i

~
∑
n

∫ t

t0

c(1)
n (t′) Vfn(t

′) ei(Ef−En)t′/~dt′ (1.34)

unde

c(1)
n (t′) = − i

~

t′∫
t0

c
(0)
i (t′′)Vni(t

′′) ei(En−Ei)t
′′/~dt′′ (1.35)

Cu o stare iniţială de amplitudine c(0)
i (t) = 1 şi amplitudinea ı̂n aproximaţia ı̂ntâi (1.21)

c(1)
n (t) = − i

~

∫ t

t0

Vni(t
′) ei(En−Ei)t

′/~dt′

amplitudinea c(2)
f a stării finale, cu Vni ∼ const şi Vfn ∼ const, ı̂n aproximaţia de

ordin doi este:

c
(2)
f (t) = − 1

~2

∑
n 6=i

VfnVni

∞∫
−∞

ei(Ef−En)t/~ dt

t∫
−∞

ei(En−Ei)t
′/~ dt′ (1.36)

• Pentru a face ca integrala după dt′ să aibe sens fizic, trebuie să introducem un nou
termen ı̂n exponent, sub forma unei mărimi mici pozitive ε, pe care apoi o facem să
tindă la zero, după integrare

t∫
−∞

ei(En−Ei−iε)t
′/~ dt′ = i~

ei(En−Ei−iε)t/~

Ei − En + iε
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• Folosind legătura cu
funcţia δ (vezi Anexa):

∣∣∣∣ ∫ ∞
−∞

ei(Ef−En)tei(En−Ei)tdt = 2πδ(Ef − Ei)

corecţiile de ordin doi pentru c(2)
f vor fi

c
(2)
f (t) = −2πi

~2

∑
n6=i

VfnVni
Ei − En + iε

δ(Ef − Ei) (1.37)
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Figura 1.6: Propagarea stărilor de câmp ı̂n cazul unor perturbaţii Vfi (1.33) de ordin I şi
Vfn (1.34) şi Vni (1.35) de ordin II la tranziţia i→ f

• Rata tranziţiei i→ f ı̂n aproximaţia de ordin doi se obţine prin ı̂nlocuirea

Vfi → Vfi +
∑
n6=i

Vfn

(
1

Ei − En + iε
Vni

)
+ . . . (1.38)

Similar se obţin corecţiile de ordin superior.

∑
n 6=i
m6=n

Vfn

(
1

Em − En + iε
Vnm

)(
1

Ei − Em + iε
Vmi

)

• Ecuaţia (1.38) reprezintă dezvoltarea amplitudinii ı̂n serie de perturbaţii, cu termeni de
ordin ı̂ntâi, doi, . . . , ı̂n V . Diagramele din Figura 1.6 reprezintă primii doi termeni din
seria de perturbaţii.

• Pentru fiecare vertex de interacţie, avem un factor Vni, şi pentru propagarea fiecărei
stări intermediare, avem un factor de ”propagare” 1/(Ei − En). Stările intermediare
sunt ”virtuale”, ı̂n sensul că energia nu se conservă, En 6= Ei, ı̂nsă avem evident o
conservare a energiei ı̂ntre stările iniţiale şi cele finale, Ef = Ei, după cum indică
funcţia delta δ(Ef − Ei). Problema centrală este generalizarea acestei scheme pentru
a putea descrie şi particulele relativiste, inclusiv antiparticulele.
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1.5 Aplicaţii

1.5.1 Amplitudinea de tranziţie

Cu ajutorul amplitudinii de tranziţie Tfi(t) (1.8) putem calcula probabilitatea de tranziţie.
Dar ı̂ntr-un interval limitat de timp ı̂ntre t şi t + dt, această probabilitate de ocupare
a stării φf ar trebui să crească linear cu timpul, chiar dacă V este constant ı̂n timp.
De aceea, luăm cazul ı̂n care potenţialul V (~x, t)=V (~x) este independent de timp, iar
integrarea se face după timp de la −∞ la +∞. Atunci (1.21) poate fi scris sub forma

c
(1)
f (t)≡Tfi=−

i

~
Vfi

∫ ∞
−∞
ei(Ef−Ei)t

′/~dt′︸ ︷︷ ︸
2πδ(Ef−Ei)/~

= −2π i Vfi δ(Ef − Ei) (1.39)

unde am folosit: δ(ax) =
δ(x)

a
cu x = Ef − Ei şi α =

1

~

1.5.2 Electrodinamica particulelor ı̂ncărcate nerelativiste

O aplicaţie importantă este cazul unui potenţial perturbator de natură electromagnetică,
ce oscilează ı̂n timp.

Ecuaţia Schrödinger este: Ĥψ(~x, t) = Êψ(~x, t)

Cu Hamiltonianul pentru o particulă ı̂ncărcată q de
spin zero (??), ı̂n prezenţa unui câmp electromag-
netic descris prin potenţialul vector ~A(~x, t),

∣∣∣∣∣∣ H =

(
~p− q ~A

)2

2m

unde pentru cuantificare se face trecerea la operatori:


p̂ = −i~∇

Ê = i~
∂

∂t

obţinem

1

2m

(
−i~∇̂ − qÂ

)2

ψ(~x, t) = i~
∂ψ(~x, t)

∂t
iar ı̂n Calibrarea Coulomb (~∇· ~A=0)[

− ~2

2m
∇2 +

i q ~
2m

(
∇̂ · Â︸ ︷︷ ︸

=0

+Â · ∇̂
)

+
q2

2m
~A2

]
ψ(~x, t) = i~

∂ψ(~x, t)

∂t
(1.40)

In aproximaţia de ordin I, termenul pătratic ~A2

cu q2/(2mc2) poate fi neglijat, astfel că opera-
torul de perturbaţie este

∣∣∣∣∣∣ V̂ (x, t) =
i q ~
m

~A · ~∇ (1.41)

Potenţialul vector ~A(~x, t) satisface ecuaţia undelor (vezi Anexa ??)

∇2 ~A− 1

c2
∂2 ~A

∂t2
= 0 (1.42)

pentru care soluţia este

~A(~x, t) = ~A0 e
i (~k·~x−ω t) + ~A∗0 e

−i (~k·~x−ω t) (1.43)

reprezentând un potenţial real, cu vector de propagare ~k şi pulsaţie ω (ω = c|~k|).
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De remarcat că relaţia A(x, t) (1.43) conţine un termen cu e−i ω t plus un termen
cu e+i ω t. Atunci, din (1.21) amplitudinea de tranziţie i→ f , ı̂n cazul aproximaţiei de
prim ordin ı̂n V (x, t), va fi

c
(1)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

Vfi(t
′) ei (Ef−Ei) t

′/~ dt′ (1.21)

unde Vfi(t) =

∫
φ∗f (~x) V̂ (~x, t)φi(~x) d

3x

ı̂n acest caz cu (1.41) V̂ (x, t) =
i q ~
m

~A · ~∇

şi (1.43) ~A= ~A0 e
i (~k·~x−ω t)+ ~A∗0 e

−i (~k·~x−ω t)

potenţialul perturbator este Vfi(t) = e−i ω tHfi + ei ω tH ′fi (1.44)

unde componentele indepen-
dente de timp:

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Hfi =

∫
φ∗f (~x)

(
ei
~k·~x i q ~

m
~A0 · ~∇

)
φi(~x) d

3x

H ′fi =

∫
φ∗f (~x)

(
e−i

~k·~x i q ~
m

~A∗0 · ~∇
)
φi(~x) d

3x

Inlocuind (1.44) ı̂n (1.21) şi alegând t0 =0 obţinem amplitudinea de tranziţie ı̂n aproximaţia
de ordin I:

c
(1)
f (t) = − i

~

∫ t

0

(
Hfie

−iωt′ +H ′fie
iωt′
)
ei(Ef−Ei)t

′/~ dt′

= − i
~
Hfi

ei(Ef−Ei−ω) t/~

(Ef − Ei)/~− ω
− i

~
H ′fi

ei(Ef−Ei+ω) t/~

(Ef − Ei)/~ + ω

(1.45)

Probabilitatea de tranziţie |c(1)
f (t)|2 va fi considerabilă

fie in cazul (Ef − Ei)/~ ≈ ω, adică Ef ≈ Ei + ~ω

fie ı̂n cel (Ef − Ei)/~ ≈ −ω, adică Ef ≈ Ei − ~ω
(1.46)

In primul caz, energia stării finale este ~ω mai mare ca cea a stării iniţiale; ı̂n acest caz
spunem că s-a absorbit o cuantă de energie ~ω. In al doilea caz, energia stării finale
este ~ω mai mică ca cea a stării iniţiale; caz ı̂n care spunem că o cuantă de energie ~ω
a fost emisă.

Deci, de remarcat că partea e−i ω t din potenţial este asociată cu absorbţia unei cuante
de energie ~ω, ı̂n timp ce partea e+i ω t din potenţial este asociată cu emisia unei cuante
de energie ~ω. Acestea sunt cuante ale câmpului electromagnetic, adică fotoni, iar
cazurile amintite mai sus reprezintă absorbţia şi emisia de fotoni de energie ~ω.
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1.5.3 Electrodinamica particulelor relativiste de spin zero

• In electrodinamica clasică, mişcarea unei par-
ticule de sarcină q ı̂ntr-un potenţial electromag-
netic Aµ, se obţine prin substituţia:

∣∣∣∣∣ pµ −→ pµ − qAµ (1.47)

• Trecerea la mecanica cuantică se face apoi cu
trecerea la operatorii covarianţi ∂µ → Dµ

∣∣∣∣


i~∂µ −→ i~∂µ − qAµ sau
∂µ −→ ∂µ +

i

~
qAµ

şi similar

∂µ −→ ∂µ +
i

~
qAµ

(1.48)

• Atunci, pentru a descrie interacţia unei partic-
ule relativiste de spin 0 cu un câmp electromag-
netic, ı̂n ecuaţia Klein-Gordon pentru o par-
ticulă liberă (vezi Tabel pag.5)

∣∣∣∣∣∣∣
(
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

)
ψ = 0 (1.49)

• facem ı̂nlocuirea (1.48) ı̂n
(1.49), astfel obţinem Ecuaţia
Klein-Gordon pentru o par-
ticulă ı̂n câmp EM

∣∣∣∣∣∣∣
[(
∂µ+

i

~
qAµ

)(
∂µ+

i

~
qAµ
)

+
m2c2

~2

]
ψ=0 (1.50)

dezvoltăm (1.50):[
∂µ∂

µ +
i

~
q ∂µA

µ +
i

~
qAµ∂

µ − q2

~2
AµA

µ +
m2c2

~2

]
ψ = 0

separăm partea K-G de particulă liberăı̂n membrul stâng, iar ı̂n membrul drept separăm
partea de interacţie, unde evidenţiem Aµ prin o dublă transformare covariant ↔
contravariant Aµ∂

µ ↔ Aµ∂µ,[
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

]
ψ =

[
− i

~
q
(
∂µA

µ + Aµ∂
µ︸ ︷︷ ︸

Aµ∂µ

)
+
q2

~2
AµA

µ

]
︸ ︷︷ ︸

−V̂

ψ ≡ −V̂ ψ

unde operatorul potenţial de interacţie este

V̂ (x) =
i

~
q
(
∂µA

µ + Aµ∂µ

)
− q2

~2
AµA

µ (1.51)

Semnul lui V s-a ales ca să fie acelaşi cu semnul termenului de energie cinetică ∂i∂i(
∂µ∂

µ=∂0∂
0−∂i∂i

)
, din ecuaţia Schrödinger:

(
− ~2

2m
∂i∂

i

)
ψ=

(
E − V

)
ψ

• Potenţialul V este caracterizat prin parametrul sarcină electrică q, care prin sarcina el-
ementară e este legat de constanta de structură fină α = e2

4πε0~c = 1
137

şi care măsoară
tăria interacţiei electromagnetice. Valoarea mică a acestui parametru de cuplaj EM
permite dezvoltarea V ı̂n serie de puteri ale lui α. De aceea, ı̂n primul ordin de
dezvoltare ı̂n serie de puteri, termenul q2A2 ≡ q2AµA

µ din V se poate omite.
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• Atunci, amplitudinea de tran-
ziţie (ı̂mprăştiere) (1.25) a
unei particule de sarcină q,
din starea ψi ı̂n starea ψf pe
un potenţial electromagnetic
Aµ (vezi Fig.1.7) este

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c
(1)
f (t)=− i

~

∫
ψ∗f (x) V̂ (x)ψi(x) d

4x

=− i

~2

∫
ψ∗f i q

(
∂µA

µ+Aµ∂µ

)
ψi d

4x

(1.52)

• Căutăm să separăm Aµ. Prima derivată ∂µ din paranteze, ce acţionează atât asupra
lui Aµ cât şi asupra lui ψi, poate fi trecută peste Aµ prin integrare prin părţi(∫ b
a
u dv= u v|ba−

∫ b
a
v du
)

, pentru a acţiona asupra lui ψ∗f . Tinem cont că termenul de
suprafaţă este nul, deoarece potenţialul se anulează pentru (|~x| , t)→ ±∞. Atunci,∫

ψ∗f ∂µ
(
Aµψi

)
d4x = −

∫ (
Aµ ψi

)
∂µψ

∗
f d

4x

• Atunci putem scrie amplitudinea de tranziţie c(1)
I (t)≡Tfi (1.52) cu Aµ separat apoi

ı̂n dreapta, ca:

Tfi ≡ c
(1)
f (t)=− i

~2

∫
i q
[
− ∂µψ∗f

(
Aµψi

)
+ ψ∗fA

µ
(
∂µψi

)]
d4x

=− i

~2

∫
i q
[
ψ∗f
(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
︸ ︷︷ ︸

jfiµ (x)

Aµ d4x
(1.53)

unde am identificat un curent
de câmp ı̂ntre stările ψi şi ψf :

∣∣∣∣ jfiµ (x) = i q
[
ψ∗f
(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
(1.54)

iar amplitudinea de tranziţie
(1.53) este:

∣∣∣∣ Tfi = − i

~2

∫
jfiµ Aµ d4x (1.55)

jfiµHH ��*
ψiH

HHjHH

ψf
�
��*
��u
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Figura 1.7: Diagrama Feynman de ı̂mprăştiere particulă ı̂ncărcată pe câmp Aµ.

• Dacă mişcarea particulei incidente de
4-impuls pi şi a celei emergente de
4-impuls pf , este descrisă de undele
plane:

∣∣∣∣∣∣∣
ψi(x)=Nie

−i pi·x

ψf (x)=Nfe
−i pf ·x

(1.56)

unde, Ni şi Nf constante de normare

• Curentul de tranziţie (1.54) din dia-
grama Feynman din Figura 1.7 va fi

∣∣∣∣ jfiµ = qNiNf (pi + pf )µ e
i (pf−pi)·x (1.57)


