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Capitol 1

Diagrame Feynman

• Densitatea ρ şi Curentul de câmp j
pentru particule relativiste Klein-
Gordon:

∣∣∣∣∣ j0 ≡ cρ ; j1,2,3≡~j

jµ = i
(
ψ∗∂µψ − ∂µψ∗ ψ

)
• Folosind soluţiile de undă plană

(paticulă liberă) a ecuaţiei K-G:

∣∣∣∣ ψ=N e−i (E·t−~p·~x)/~ ≡ N e−i p ·x/~

ψ∗=N∗ ei (E·t−~p·~x)/~ ≡ N∗ ei p ·x/~

• Densitatea şi curentul de câmp
Klein-Gordon de undă plană este:

∣∣∣∣
{
cρ = 2

E

~
|N |2 ; ~j = 2

~p

~
|N |2

jµ = 2 pµ|N |2/~

• dacă jµ e 4-curentul unei particu-
le cu sarcina q, pentru a obţine
curentul electromagnetic, se
ı̂nmulţeşte cu sarcina q:

∣∣∣∣∣∣∣ jµ = q × 2 pµ|N |2/~

• Curentul electromag-
netic de particulă (+e)
şi antiparticulă (−e):

∣∣∣∣∣j
µ
em(π+) = (+e)· 2|N |2 · [+E,+~p ] /~ sol. E>0, sarcină +e

jµem(π−) = (−e)· 2|N |2 · [−E,−~p ] /~ sol. E<0, sarcină −e

• Adică, emisia (+~p) unei particule (E>0) cu sarcină ’+e’, este echivalentă cu

absorbţia (−~p) unei antiparticule (E<0) cu sarcină ’−e’.

• Atunci, ı̂n soluţia de particulă liberă
exp [−i (Et−~p·~x)] putem asocia energia
negativă (−E), cu soluţia ce evolueză in-
vers ı̂n timp (−t), deoarece

∣∣∣∣∣∣∣ exp [−i(−E)(−t)]=exp (−iEt)

iar impulsul negativ (−~p) al unei par-
ticule, ı̂l putem asocia cu soluţia ce
evoluează invers ı̂n spaţiu (−~x), deoarece

∣∣∣∣∣ exp (i (−~p) (−~x)) = exp (i ~p · x)
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• Deci, un curent de antiparticule cu energie E şi impuls ~p este echivalent cu un curent
de particule cu energie −E şi impuls −~p, care se deplasează invers ı̂n spaţiu (−~x) şi
timp (−t), deoarece unda plană ce descrie mişcarea lor este aceeaşi:

ψ = exp
[
−i
(
Et−~p · ~x

)]︸ ︷︷ ︸
antiparticulă

= exp
[
−i
[
(−E)(−t)−(−~p)·(−~x)

)]︸ ︷︷ ︸
particulă

• Cu alte cuvinte, soluţiile de particule de energie
negativă evoluând ”invers” ı̂n timp, descriu antipar-
ticule de energie pozitivă evoluând ”ı̂nainte” ı̂n timp.

∣∣∣∣∣ ?
π+

E < 0 ≡ 6
π−

E > 0 6timp

In acest fel am găsit o utilizare a soluţiilor de energie negativă (sau ı̂n general de 4-
impuls negativ) ale ecuaţiei Klein-Gordon pentru pioni π+, anume ele descriu reacţiile
cu pioni π− de energie pozitivă, având sensul de reacţie inversat. De aceea este o pură
convenţie alegerea ceea ce numim particulă respectiv antiparticulă, ı̂n perechea particulă
- antiparticulă (cazul π± este opus celui e∓ !).

• De exemplu, avem dubla ı̂mprăştiere a unui electron pe un potenţial, reprezentată
sub forma unor diagrame ı̂n spaţiu-timp, vezi Fig.1.1. Cele două diagrame cores-
pund unuia şi aceluiaşi fenomen fizic.

- Spaţiu
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Figura 1.1: Două contribuţii la dubla ı̂mprăştiere a unui electron, cu ordonări diferite ı̂n timp

Deci, avem două ordonări temporale diferite ale celor două ı̂mprăştieri ce conduc la unul
şi acelaşi eveniment observabil. Intr-adevăr, trebuie notat că traiectoria observabilă a
electronului, ı̂nainte şi după dubla ı̂mprăştiere, este aceeaşi ı̂n cele două diagrame. A
doua diagramă este posibilă datorită existenţei descrierii de antiparticulă: ”La momen-
tul t2 electronul este ı̂mprăştiat ”ı̂napoi” ı̂n timp (având energia E < 0). Acest electron
evoluând ”ı̂napoi” ı̂n timp este privit ca pozitron (cu E > 0), ce merge ”ı̂nainte” ı̂n timp.
Deci, interacţiile prezentate ı̂n diagramă pot fi interpretate ı̂n felul următor: ı̂ntâi, la mo-
mentul t1, se crează o pereche e− e+, apoi la un moment ulterior t2, e+ este anihilat de
electronul iniţial e−. Ambele ı̂mprăştieri duc la acelaşi electron din starea finală observ-
abilă, ambele vor trebui incluse ı̂n calculul probabilităţii de interacţie. Trebuie de notat că,
vacuum-ul devine un mediu complex: ı̂n care se creează şi dispar ı̂n permanenţă perechi
e−e+, ı̂n general perechi particulă-antiparticulă.
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1.1 Tranziţii cuantice - teoria perturbaţiilor dependente de timp

• Evoluţia stărilor cuantice de particulă liberă este exprimată ca o funcţie de undă plană:

ψn(~x, t) = an e
i(~pn·~x−Ent)/~ = cn φn(~x) e

−i Ent/~ (1.1)

ca soluţii ale ecuaţiei de mişcare de particulă liberă, cu energia En şi impulsul ~pn pen-
tru fiecare stare ψn(~x, t):

• Componenta independentă de timp φn(~x), satisface ecuaţia Schrödinger staţionară:

Ĥ0 φn(~x) = En φn(~x) (1.2)

şi condiţiile de normare∫
V

φ∗m(~x)φn(~x) d
3x = δmn sau 〈φm|φn〉 = δmn (1.3)

Ĥ0 este hamiltonianul de particulă liberă (neperturbat), independent de timp.

• Evoluţia stărilor cuantice este dată de ecuaţiile de mişcare pentru diverse particule
(Schrödinger, Klein-Gordon, Dirac, Proca, etc). ce furnizează funcţia de câmp ψ(~x, t)
corespunzătoare. Fie ecuaţia Schrödinger dependentă de timp, cu perturbaţia V (~x, t).

i~
∂ψ(~x, t)

∂t
=
[
Ĥ0 + V̂ (~x, t)

]
ψ(~x, t) (1.4)

pentru o particulă ce se mişcă sub influenţa unui potenţial de interacţie V (~x, t).

• In absenţa perturbaţiei (V = 0), evoluţia ı̂n timp a sistemului este dată de (1.1), iar
probabilitatea de a găsi sistemul ı̂n starea ψn, este aceeaşi la orice moment de timp:

Pn(t) = |ψn(~x, t)|2 =
∣∣cn φn(~x) e−iEnt/~∣∣2 = |cn|2 = Pn(t0) (1.5)

deoarece stările proprii staţionare φn(~x) ale hamiltonianului neperturbat Ĥ0 (1.2) sunt
ortonormate (1.3) |φn(~x)|2 = 1.

Deci, ı̂n absenţa perturbaţiei (V =0), probabilitatea de a găsi sistemul ı̂n starea ψn(~x, t)
la momentul t este exact aceeaşi ca cea de a găsi sistemul ı̂n starea iniţială (la t0).

• In prezenţa perturbaţiei (V 6= 0), ne aşteptăm ca Pn(t) să difere, să varieze ı̂n timp,
adică să avem cn → cn(t). Astfel, similar (1.1), putem scrie:

ψn(~x, t) = cn(t)φn(~x)e
−iEnt/~ (1.6)

iar probabilitatea de ocupare a stării ψn este Pn(t) = |cn(t)|2



1.1. TRANZIŢII CUANTICE - TEORIA PERTURBAŢIILOR DEPENDENTE DE TIMP 7

Aici, ı̂n dependenţa de timp, am separat oscilaţia rapidă de fază e−iEnt/~ a stărilor pro-
prii depinzând de hamiltonian-ul neperturbat, de variaţia lentă a amplitudinilor cn(t),
care depind doar de perturbaţie (cn este constantă dacă V =0).

• Soluţiile ecuaţiei (1.4) se caută acum ca o dezvoltare, ca o superpoziţie de funcţii de
undă plană (1.1), folosind metoda variaţiei constantelor (cn −→ cn(t)), sub forma:

ψ(~x, t) =
∑
n

cn(t) φn(~x) e
−i Ent/~ (1.7)

• Amplitudinea undei parţiale cf (t) de probabilitate de a găsi sistemul ı̂n starea
ψf (~x, t) pentru n=f ı̂n (1.6), este interpretată ca amplitudinea de tranziţie i→ f

Tif (t) = cf (t) (1.8)

1.1.1 Metoda variaţiei constantelor

• Căutăm soluţiile ecuaţiei (1.4) sub forma unor dezvoltări (superpoziţii) (1.7) de unde
plane (particule libere) (1.1), folosind metoda variaţiei constantelor (cn → cn(t)),

• Pentru a determina amplitudinea undelor parţiale cn(t), vom substitui (1.7) ı̂n ecuaţia
Schrödinger (1.4) şi obţinem:

i~
∑
n

dcn
dt

φn(~x) e
−iEnt/~ =

∑
n

V̂ (~x, t) cn(t) φn(~x) e
−iEnt/~

• Pentru a afla toate amplitudinile necunoscute cm(t) ale undelor parţiale de particulă
liberă φm(~x) din dezvoltarea (1.7), proiectăm ecuaţia de mai sus pe fiecare stare φm(~x).
In acest fel obţinem setul de ecuaţii diferenţiale lineare cuplate pentru amplitudinile
parţiale cm:

dcm
dt

= − i
~
∑
n

cn(t)Vmn(t) e
i(Em−En) t/~ (1.9)

unde elementul de matrice este definit ca:

Vmn(t)=

∫
φ∗m(~x) V̂ (~x, t)φn(~x) d

3x sau Vmn(t)=〈m|V̂ (~x, t)|n〉 (1.10)

• Substituind iterativ o soluţie aproximativă
c
(i)
m (t), ı̂n aceeaşi ecuaţie (1.9), ı̂n locul

lui cn(t) din membrul drept (oarecum simi-
lar metodei Euler de rezolvare a ecuaţiilor
diferenţiale de tip dy/dx = f(x, y) vezi
Figura alăturată), obţinem o nouă soluţie
c
(i+1)
m (t), astfel că la final soluţia va fi:

dy

dx
=f(x, y)

yn+1 =yn+h·f(xn, yn)

h = xn+1−xn
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cm(t) = cm(t0)−
i

~
∑
n

t∫
t0

cn(t
′)Vmn(t

′) ei(Em−En)t′/~ dt′ (1.11)

• Substituind iterativ soluţia c(i)m (t), ı̂n aceeaşi ecuaţie, ı̂n locul cn(t′) din membrul drept
obţinem o nouă soluţie c(i+1)

m (t), astfel că la final soluţia va fi:

cm(t) = c(0)
m + c(1)

m + c(2)
m + . . . (1.12)

unde soluţia după iteraţia (i) este:

c(i)m = − i
~
∑
n

t∫
t0

c(i−1)
n (t′)Vmn(t

′) ei(Em−En)t′/~ dt′ (1.13)

Soluţiile ı̂n aproximaţia de ordin ı̂ntâi

• In absenţa perturbaţiilor, adică Vmn(t′) = 0 ı̂n (1.11), are loc propagarea liberă a undei
plane iniţiale ψi(~x, t)=ci(t)φi(~x) e

−iEit/~ conform (1.6).

Din descrierea generală (1.11) a propagării amplitudinii cm(t), ı̂n aproximaţia de ordin
zero (absenţa perturbaţiei), conform (1.11), singura amplitudine diferită de zero este
ci(t)=ci(t0). Deci, amplitudinea ı̂n aproximaţia de ordin zero este:

c
(0)
m (t) = ci(t0) = δim (1.14)

• Pentru iteraţia următoare, introducem soluţia (1.14) din aproximaţia zero, ı̂n (1.13).
Obţinem amplitudinea c(1)

f a stării finale ψf (t)=c
(1)
f (t)φf (~x) e

−iEf t/~ numită şi ampli-
tudinea de tranziţie Tfi, ı̂n aproximaţia I, pornind cu o singură stare iniţială ci(t0)=1,

Tfi = c
(1)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

Vfi(t
′) ei(Ef−Ei)t

′/~dt′ (i→ f) (1.15)

SAU

Tfi = c
(1)
f (t) = − i

~

Z t

t0

Vfi(t
′)z }| {Z

φ∗f (~x) V̂ (~x, t′)φi(~x) d
3x × ei(Ef−Ei)t

′/~ dt′ (1.16)

SAU

Tfi = c
(1)
f (t) = − i

~

Z t

t0

〈f |V̂ (~x, t′)|i〉 ei(Ef−Ei)t
′/~ dt′ (1.17)

SAU

Tfi = c
(1)
f (t) = − i

~

Z t

t0

Z h
φf (~x) e

−iEf t
′/~

i∗
| {z }

ψ∗
f
(x)

V̂ (~x, t′)
h
φi(~x) e

−iEit
′/~

i
| {z }

ψi(x)

d3x dt′ (1.18)

SAU sub formă covari-
antă, 4-dimensională Tfi = c

(1)
f (t) = − i

~

Z
ψ∗f (x) V̂ (x)ψi(x) d

4x (1.19)
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Soluţiile ı̂n aproximaţia de ordin doi

Similar cu cazul anterior, amplitudinea ı̂n aproximaţia de ordin doi c(2)
f (t) se exprimă

cu ajutorul soluţiei din aproximaţia anterioară c(1)
n (t) (1.15), adică

Tfn = c
(2)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

c(1)
n (t′) Vfn(t

′) ei(Ef−En) t′/~ dt′ (n→ f) (1.20)

unde c(1)
n (t′)=− i

~

∫ t′

t0

c
(0)
i (t′′)Vni(t

′′) ei(En−Ei) t
′′/~ dt′′ (i→ n) (1.21)

In cazul ı̂n care avem o singură stare iniţială: c
(0)
i (t) = 1.

Soluţiile ı̂n aproximaţia de ordin trei

• Similar cu sistemul de ecuaţii pentru amplitudinile undelor parţiale ı̂n aproximaţia de
ordin doi (1.20) - (1.21), putem scrie ecuaţiile pentru amplitudinile ı̂n aproximaţia trei:

c
(3)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

c(2)
m (t′) Vfm(t′) ei(Ef−Em)t′/~dt′ (m→ f) (1.22)

unde

c(2)
m (t′) = − i

~

t′∫
t0

c(1)
n (t′′)Vmn(t

′′) ei(Em−En)t′′/~dt′′ (n→ m) (1.23)

unde

c(1)
n (t′′) = − i

~

t′′∫
t0

c
(0)
i (t′′′)Vni(t

′′′) ei(En−Ei)t
′′′/~dt′′ (i→ n) (1.24)

unde c
(0)
i (t) = ci(t0) = 1 (o singură stare iniţială)

iar Vmn(t) =

∫
φ∗m(~x)V̂ (~x, t)φn(~x)

1.2 Evaluarea perturbativă a probabilităţii de tranziţie

Cu ajutorul amplitudinii de tranziţie Tfi(t) (1.8) putem calcula probabilitatea de tranziţie.
Dar ı̂ntr-un interval limitat de timp ı̂ntre t şi t + dt, această probabilitate de ocupare
a stării φf ar trebui să crească linear cu timpul, chiar dacă V este constant ı̂n timp.
De aceea, luăm cazul ı̂n care potenţialul V (~x, t)=V (~x) este independent de timp, iar
integrarea se face după timp de la −∞ la +∞. Atunci (1.15) poate fi scris sub forma

c
(1)
f (t)≡Tfi=−

i

~
Vfi

∫ ∞
−∞
ei(Ef−Ei)t

′/~dt′︸ ︷︷ ︸
2πδ(Ef−Ei)/~

= −2π i Vfi δ(Ef − Ei) (1.25)

unde am folosit: δ(ax) =
δ(x)

a
cu x = Ef − Ei şi α =

1

~
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1.2.1 Electrodinamica particulelor ı̂ncărcate relativiste de spin zero

• In electrodinamica clasică, mişcarea unei par-
ticule cu sarcina q ı̂ntr-un potenţial electromag-
netic Aµ, se obţine prin substituţia:

∣∣∣∣∣ pµ −→ pµ − qAµ (1.26)

• Trecerea la mecanica cuantică se face apoi cu
trecerea la operatorii covarianţi ∂µ → Dµ, adică
i~∂µ −→ i~∂µ − qAµ, sau

∣∣∣∣∣

∂µ −→ ∂µ +

i

~
qAµ

şi similar

∂µ −→ ∂µ +
i

~
qAµ

(1.27)

• Atunci, pentru a descrie interacţia unei
particule relativiste de spin 0 cu un câmp
electromagnetic, ı̂n ecuaţia Klein-Gordon
pentru o particulă liberă este:

∣∣∣∣∣∣∣
(
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

)
ψ = 0 (1.28)

• facem ı̂nlocuirea (1.27)
ı̂n (1.28), astfel obţinem
Ecuaţia Klein-Gordon pentru
o particulă ı̂n câmp EM

∣∣∣∣∣∣∣∣
[(
∂µ+

i

~
qAµ

)(
∂µ+

i

~
qAµ
)

+
m2c2

~2

]
ψ=0 (1.29)

dezvoltăm (1.29):
[
∂µ∂

µ +
i

~
q ∂µA

µ +
i

~
qAµ∂

µ − q2

~2
AµA

µ +
m2c2

~2

]
ψ = 0

separăm partea K-G de particulă liberă ı̂n membrul stâng, iar ı̂n membrul drept separăm
partea de interacţie, unde evidenţiem Aµ prin o dublă transformare covariant ↔
contravariant Aµ∂

µ ↔ Aµ∂µ,[
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

]
ψ =

[
− i

~
q
(
∂µA

µ + Aµ∂
µ︸ ︷︷ ︸

Aµ∂µ

)
+
q2

~2
AµA

µ

]
︸ ︷︷ ︸

−V̂

ψ ≡ −V̂ ψ

unde putem separa operatorul potenţial de interacţie:

V̂ (x) =
i

~
q
(
∂µA

µ + Aµ∂µ

)
− q2

~2
AµA

µ (1.30)

Semnul lui V s-a ales ca să fie acelaşi cu semnul termenului de energie cinetică ∂i∂i(
∂µ∂

µ=∂0∂
0−∂i∂i

)
din ecuaţia Schrödinger:

(
− ~2

2m
∂i∂

i

)
ψ=

(
E − V

)
ψ

• In aproximaţia de prim ordin din dezvoltarea ı̂n serie de puteri, termenul q2A2 ≡
q2AµA

µ din V se poate omite.

• Atunci, amplitudinea de tran-
ziţie (ı̂mprăştiere) (1.19) a
unei particule de sarcină q1,
din starea ψi ı̂n starea ψf pe
un potenţial electromagnetic
Aµ (vezi Fig.1.2) este

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c
(1)
f (t)=− i

~

∫
ψ∗f (x) V̂ (x)ψi(x) d

4x

=− i

~2

∫
ψ∗f i q1

(
∂µA

µ+Aµ∂µ

)
ψi d

4x

(1.31)
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• Căutăm să separăm Aµ. Prima derivată ∂µ din paranteze, ce acţionează atât asupra
lui Aµ cât şi asupra lui ψi, poate fi trecută peste Aµ prin integrare prin părţi(∫ b
a
u dv= u v|ba−

∫ b
a
v du
)

, pentru a acţiona asupra lui ψ∗f . Tinem cont că termenul de
suprafaţă este nul, deoarece potenţialul se anulează pentru (|~x| , t)→ ±∞. Atunci,

∫
ψ∗f ∂µ

(
Aµψi

)
d4x = −

∫ (
Aµ ψi

)
∂µψ

∗
f d

4x

• Atunci putem scrie amplitudinea de tranziţie c(1)
I (t)≡Tfi (1.31) cu Aµ separat apoi

ı̂n dreapta, ca:

Tfi ≡ c
(1)
f (t)=− i

~2

∫
i q1

[
− ∂µψ∗f

(
Aµψi

)
+ ψ∗fA

µ
(
∂µψi

)]
d4x

=− i

~2

∫
i q1

[
ψ∗f
(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
︸ ︷︷ ︸

jfiµ (x)

Aµ d4x
(1.32)

unde am identificat un curent
de câmp ı̂ntre stările ψi şi ψf :

∣∣∣∣ jfiµ (x) = i q1

[
ψ∗f
(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
(1.33)

iar amplitudinea de tranziţie
(1.32) este:

∣∣∣∣ Tfi = − i

~2

∫
jfiµ Aµ d4x (1.34)

jfiµHH ��*
ψi HHHjHH

ψf
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�*�
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Aµ����
Timp -

Figura 1.2: Diagrama Feynman de ı̂mprăştiere particulă ı̂ncărcată pe câmp Aµ.

• Dacă mişcarea particulei incidente de
4-impuls pi şi a celei emergente de
4-impuls pf , este descrisă de undele
plane:

∣∣∣∣∣∣∣
ψi(x)=Nie

−i pi·x

ψf (x)=Nfe
−i pf ·x

(1.35)

unde, Ni şi Nf constante de normare

• Curentul de tranziţie (1.33) din dia-
grama Feynman din Figura 1.2 va fi

∣∣∣∣ jfiµ = q1NiNf (pi + pf )µ e
i (pf−pi)·x (1.36)
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1.2.2 Electrodinamica ı̂mprăştierii a două particule ı̂ncărcate

• Folosind rezultatul anterior (1.34) al ı̂mprăştierii unei particule ı̂ncărcate pe un
potenţial electromagnetic Aµ, prezentată ı̂n Figura 1.2, putem calcula amplitudinea
de ı̂mprăştiere a aceleiaşi particule ı̂ncărcate pe potenţialul creat de altă particulă
ı̂ncărcata. Diagrama Feynman pentru această ı̂mprăştiere a două particule ı̂ncărcate
este prezentată ı̂n Figura 1.3

j
(1)
µHH ��*

pA H
HHjHH

pC

�
��*
��u

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

j
(2)
µ

�� HHj
pB
��
�*�
�

pD

HHHjHH

u
Timp -

Figura 1.3: Diagrama Feynman de ı̂mprăştiere a două particule ı̂ncărcate.

• Figura 1.3 sugereează abordarea problemei, prin extinderea diagramei Feynman din
Figura 1.2, la care trebuie adăugată sursa potenţialului Aµ, ca produs fiind de a doua
sarcină.

• Potenţialul Aµ este dat de ecuaţia Maxwell neo-
mogenă ∂ν∂νAµ−∂µ(∂νAν) = µ0j

µ, cu sursa
dată de curentul jµ(2). Dacă folosim calibrarea
Lorenz ∂νAν= 0, avem:

∣∣∣∣∣∣∣ ∂ν∂
νAµ = µ0 j

µ
(2) (1.37)

• Curentul jµ(2) al sarcinii q2,

similar j(1)
µ (1.36), este:

∣∣∣∣ jµ(2) = q2NBND (pD + pB)µ ei (pD−pB)·x (1.38)

4-impulsurile pA, pB, pC , pD sunt indicate ı̂n Figura 1.3.

• Câmpul electromagnetic Aµ, ca soluţie
a ecuaţiei Maxwell, este o undă plană:
Aµ∼eiq·x, unde q este 4-impulsul fotonu-
lui. Atunci, termenul I din (1.37) este:

∣∣∣∣∣∣∣
∂ν∂

νAµ=∂ν∂
νei q·x=

=−q2ei q·x = −q2Aµ
(1.39)

• Atunci din (1.37) avem
legătura ı̂ntre câmpul
Aµ şi sursa acestuia jµ(2):

∣∣∣∣∣∣ Aµ = − 1

q2
jµ(2) unde q = pD − pB (1.40)

q - transferul de 4-impuls
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• Introducând această
soluţie ı̂n amplitudinea
de tranziţie (1.34)
obţinem:

∣∣∣∣∣∣∣ Tfi = − i

~2

∫
j(1)
µ (x)

(
− 1

q2

)
jµ(2)(x) d

4x (1.41)

• Folosind curenţii j(1)
µ

(1.36) şi jµ(2) (1.38),

∣∣∣∣
j

(1)
µ = q1 NANC (pA + pC)µ e

i (pC−pA)·x

jµ(2) = q2 NBND (pB + pD)µ ei (pD−pB)·x
(1.42)

• Efectuând integrarea după x,
∞∫

−∞

ei (pD+pC−pB−pA)·x d4x = (2π)4 δ(4)(pD + pC − pB − pA) (1.43)

• In final, amplitudinea de tranziţie (1.41) va fi:

Tfi = − i

~2
NANBNCND(2π)4δ(4)(pD+pC−pB−pA)M (1.44)

funcţia δ exprimă conservarea energie-impuls ı̂n procesul de ı̂mprăştiere a două particule
ı̂ncărcate.

• unde M este ampli-
tudinea invariantă

∣∣∣ M =
[
q1
(
pA + pC

)
µ

](
− 1

q2

)[
q2
(
pB + pD

)µ] (1.45)

• deseori M se expri-
mă ca mărime imagi-
nară:

∣∣∣∣∣−iM=
[
− iq1

(
pA+pC

)µ](−igµν
q2

)[
−iq2

(
pB+pD

)ν] (1.46)

• Factorii imaginari, cu−i ı̂n (1.46), s-au ales astfel ı̂ncât să poată fi utilizaţi şi pentru
diagramele de ordin superior. A se observa că ı̂nmulţirea acestor trei factori dă −i
din membrul ı̂ntâi −iM.

După cum se vede din simetria expresiei amplitudinii invariante (1.45), aceasta este
aceeaşi fie că se consideră particula (1) ı̂n câmpul produs de particula (2), fie partic-
ula (2) ı̂n câmpul particulei (1).

• In concluzie: Am obţinut expresia amplitudinii de tranziţie (1.46) pentru o particulă
(boson) ı̂ncărcată ı̂n interacţie cu un câmp electromagnetic (boson), interacţie de-
scrisă prin ecuaţia Klein-Gordon (1.29).
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1.2.3 Imprăştierea ”electron-muon” cu spin zero

• Este interesant a reprezenta aceeaşi interacţie pentru forma invariantă M (1.46) a
dezvoltării ı̂n serie de perturbaţii a amplitudinii de tranziţie pentru particule Klein-
Gordon (bosoni) ı̂ncărcate ı̂n interacţie cu un câmp electromagnetic (fotoni de spin
zero) (1.29).

De exemplu ı̂n Figura 1.4 este reprezentată ı̂mprăştierea unui ”electron” (q1 =−e)
fictiv, pe un ”muon” (q2 = −e) fictiv, ambii cu spin zero (numiţi de aceea fictivi),
ı̂n aproximaţia de ordin doi ı̂n e2 (sau α), cu amplitudinile date de (1.44) şi (1.46).
Aceasta este diagrama Feynman de ordinul cel mai scăzut.

• Linia ondulată reprezintă fotonul de 4-impuls q, de schimb ı̂ntre cei doi ”leptoni”, cu
factorul corespunzător −igµν/q2, numit propagator fotonic. Acesta conţine indicii
Lorenz, deoarece fotonul este o particulă de spin 1. 4-impulsul q al fotonului re-
spectă legea de conservare a 4-impulsului ı̂n punctele de interacţie (vertex-uri). Tre-
buie observat că q2 6= 0, adică nu reprezintă masa fotonului. De aceea spunem că fo-
tonul este virtual sau ”off-mass shell” (cel pentru care relaţia q2≡E2/c2+~p 2 =m2c2

”on-mass shell” nu este valabilă).

• Vertex-urile conţin ı̂ntotdeauna factorii de cuplaj. In cazul de faţă cel electromag-
netic e şi un indice de 4-vector, prin care se conectează cu indicele fotonului virtual.

• Ori de câte ori ı̂ntr-o diagramă Feynman apar asemenea vertex-uri conectate la câte
o linie internă (aici de foton), factorul corespunzător de conectare va contribui mul-
tiplicativ la amplitudinea −iM pentru diagrama respectivă.

j
(1)
µHH ��*

e−
pA
H
HHjHH

e−
pC

��
�*
��u

i e
(
pA + pC

)µ
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

−i gµν/q2

�� HHj
j
(2)
µµ−

pB
�
��*
��

µ−
pD

HHHj
HH

u i e(pB + pD
)ν

Timp -

Figura 1.4: Diagrama Feynman de ı̂mprăştiere a două particule ı̂ncărcate cu sarcina −e.

• Evaluarea diagramei Feynman din Figura 1.4 ne va da amplitudinea invariantă
(1.46) pentru ı̂mprăştierea ”electron-muon” de spin zero şi sarcini −e, cu transferul
de 4-impuls q=pD−pB, şi sarcinile q1 =−e, q2 =−e,

−iM =
[
−iq1

(
pA+pC

)µ]︸ ︷︷ ︸
vertex e−γ

(
−igµν

q2

)
︸ ︷︷ ︸

propagator γ

[
−iq2

(
pB+pD

)ν]︸ ︷︷ ︸
vertex µ−γ

= −i
(
−e

2 (pA+pC)ν (pB+pD)ν

(pD − pB)2

) (1.47)
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1.2.4 Imprăştierea ”electron-electron” cu spin zero

• Să trecem la determinarea amplitudinii de ı̂mprăştiere de particule identice (”elec-
troni” de spin zero), cu ajutorul diagramelor Feynman. Cum particulele sunt iden-
tice, ı̂n starea finală particulele sunt interschimbabile, ele pot proveni din oricare din
cele două particule iniţiale. Adică avem contribuţia celor două diagrame Feynman
din Figura 1.5.
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Figura 1.5: Diagrame Feynman de ı̂mprăştiere a două particule ı̂ncărcate identice.

• Nu există posibilităţi experimentale de a determina dacă electronul C provine din A
sau B. De aceea va trebui să adunăm amplitudinile (nu probabilităţile) de tranziţie ale
celor două posibilităţi. Astfel, amplitudinea invariantă de ı̂mprăştiere a ”electronilor”
de spin zero, ı̂n aproximaţia de cel mai scăzut ordin, este suma amplitudinilor din
diagramele din Figura 1.5.

−iM=−i

(
−
e2 (pA+pC)µ (pB+pD)µ

(pD − pB)2 −
e2 (pA+pD)µ (pB+pC)µ

(pC − pB)2

)
(1.48)

1.2.5 Imprăştierea ”electron-pozitron” cu spin zero

• In acest caz avem două diagrame Feynman posibile. Deoarece, folosim descrierea
ı̂n termeni de stări de particulă, stările de antiparticule se va reprezenta cu linii de
sens opus particulelor.
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Figura 1.6: Diagrame Feynman de ı̂mprăştiere particulă - antiparticulă incărcate.

Amplitudinea de ı̂mprăştiere invariantă electron - pozitron conform Figurii 1.6 va fi:

−iM=−i

(
−
e2 (pA+pC)µ (−pB−pD)µ

(−pD + pB)2 −
e2 (pA−pB)µ (−pD+pC)µ

(pC + pD)2

)
(1.49)


