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Capitol 1

Secţiunea eficace cu diagrame Feynman
1.1 Diagrame Feynman

• Evaluarea diagramelor Feynman, ca cea din Figura 1.1 ne da amplitudinea invariantăM,
exprimând dinamica interacţiei. In cazul de faţă ı̂mprăştierea ”electron-muon” de spin
zero şi sarcini −e, cu transferul de 4-impuls q=pD−pB, şi sarcinile q1 =−e, q2 =−e,

−iM =
[
−iq1

(
pA+pC

)µ]︸ ︷︷ ︸
vertex e−γ

(
−igµν

q2

)
︸ ︷︷ ︸

propagator γ

[
−iq2

(
pB+pD

)ν]︸ ︷︷ ︸
vertex µ−γ

= −i
(
−e

2 (pA+pC)ν (pB+pD)ν

(pD − pB)2

) (1.1)
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Figura 1.1: Diagrama Feynman de ı̂mprăştiere a două particule ı̂ncărcate cu sarcina −e.

iar amplitudinea de tranziţie este:

Tfi = − i

~2
NANBNCND(2π)4δ(4)(pD+pC−pB−pA)M (1.2)

funcţia δ exprimă conservarea energie-impuls ı̂n procesul de ı̂mprăştiere a două particule ı̂ncărcate.

Pentru evaluarea sarcinilor şi curenţilor avem nevoie de ecuaţia de mişcare a câmpurilor.
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1.2. NORMAREA STĂRILOR DE UNDĂ PLANĂ 5

1.2 Normarea stărilor de undă plană

Plecând de la relaţia
relativistă a energiei:

∣∣∣∣ E2

c2
= ~p 2 +m2c2

cu sub-
stituţiile


~p −→ −i~ ∂

∂x

E −→ i~
∂

∂t
obţinem ecuaţia K-G şi cea complex conjugată, care prin ı̂nmulţire la stânga, respectiv dreapta, ne dă:
− i

~
ψ∗
∣∣∣∣−~2

c2
∂2ψ

∂t2
=−~2 ∂

2ψ

∂x2
+m2c2ψ

−~2

c2
∂2ψ∗

∂t2
=−~2 ∂

2ψ∗

∂x2
+m2c2ψ∗

∣∣∣∣ i~ψ
∣∣∣∣∣∣∣ sau


i~
c2
ψ∗ ∂

2ψ

∂t2
= i~ψ∗ ∂

2ψ

∂x2
− i

~
m2c2ψ∗ψ

− i~
c2
∂2ψ∗

∂t2
ψ=−i~∂

2ψ∗

∂x2
ψ +

i

~
m2c2ψ∗ψ︸ ︷︷ ︸

Prin sumarea lor obţinem

i~
c2

(
ψ∗
∂2ψ

∂t2
− ∂2ψ∗

∂t2
ψ

)
= i~

(
ψ∗
∂2ψ

∂x2
− ∂2ψ∗

∂x2
ψ

)
sau

i~
c2︸︷︷︸ ∂∂t

(
ψ∗
∂ψ

∂t
− ∂ψ∗

∂t
ψ

)
︸ ︷︷ ︸

ρ

= i~︸︷︷︸ ∂

∂x

(
ψ∗
∂ψ

∂x
− ∂ψ∗

∂x
ψ

)
︸ ︷︷ ︸

−~j

(1.3)

unde am separat densitatea ρ şi curentul de stare ~j:
ρ=

i~
c2

(
ψ∗ ∂ψ

∂t
− ∂ψ

∗

∂t
ψ

)

~j =−i~
(
ψ∗ ∂ψ

∂x
− ∂ψ

∗

∂x
ψ

) dimen-
sional


[ρ] =

[
~
c2t

]
[ψ∗ψ]=

Js
m2

s2 s
[ψ∗ψ]=

kgm2

s2 s
m2

s2 s
[ψ∗ψ]=kg [ψ∗ψ]

[~j] =
[

~
x

]
[ψ∗ψ]=

Js

m
[ψ∗ψ]=

kg

m

m2

s2
s[ψ∗ψ]=kg

m

s
[ψ∗ψ]

(1.4)

atunci (1.3) re-
prezintă Ecuaţia
de continuitate:

∣∣∣∣∣ ∂ρ

∂t
+
∂~j

∂x
= 0


sau cu 4-vectorii
j = (cρ,−~j)
x = (ct,−~x)

∣∣∣∣∣∣
ecuaţia de
continuitate
covariantă

∂µj
µ = 0

Pentru funcţia
de undă plană:

∣∣∣∣ ψ=Ne−i p·x/~ sau

{
ψ = N e−i(Et−~p·~x)/~

ψ∗ = N∗ ei(Et−~p·~x)/~
(1.5)

Densitatea şi curen-
tul (1.4) de undă
plană K-G vor fi:

∣∣∣∣∣

ρ =

i~
c2

[
ψ∗
(
− i

~
E

)
ψ −

(
i

~
E

)
ψ∗ψ

]
=

2E

c2
|N |2

~j = −i~
[
ψ∗
(
i

~
~p

)
−
(
− i

~
~p

)
ψ∗ψ

]
= 2~p |N |2

(1.6)

Funcţie de mărimea urmărită, descrisă
de ψ ca amplitudine de probabilitate de
masă, de sarcină, de număr de particule
etc. avem densităţile şi curenţii corespun-
zători. Ca exemplificare facem analiza di-
mensională pentru cea masică.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


[ρ]=

[
E

c2

][
N2
]
=
kg m2

s2

m2

s2

[
N2
]
=kg

[
N2
]

[
~j
]

=[~p]
[
N2
]

= kg
m

s

[
N2
] (1.7)



6 CAPITOL 1. SECŢIUNEA EFICACE CU DIAGRAME FEYNMAN

• Pentru a face legătura ı̂ntre mărimile determinabile experimental şi cele teoretice, va
trebui să fixăm normarea N din funcţia de undă pentru particula liberă (1.5), folosită
ı̂n expresia densităţii şi a curentului (1.6).
Normarea stărilor de undă plană (1.5) se face prin integrarea densităţii ρ (1.6), aici
formal densitate masică, pe un volum cutie L3:∫

L3

ρ d3x = 1 sau 2
E

c2
|N |2L3 = 2m |N |2L3 = 1 (1.8)

• Pentru densitatea de sarcină, ı̂n locul luim vom folosi sarci-
na q. Pentru densitatea de particule, luăm m= 1, ca număr
adimensional. Astfel condiţia de normare (1.8), pentru o
particulă ı̂n volumul V =L3, va fi: |N |2V = 1, de unde,

∣∣∣∣∣∣∣ |N | = 1√
V

(1.9)

1.3 Stări cuantice finale posibile cinematic

• In cazul simplu al unui sistem finit (cutie), ı̂n tratarea uni-
dimensională, cu soluţii staţionare, din condiţia de anulare
la margine (x=L), avem pe fiecare coordonată (v. Figu-
ra): sin knL = 0, adică knL = nπ, de unde kn = nπ/L
exprimat prin impuls k=px/~, rezultă px/~=nπ/L,

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
numărul de stări (oscilaţii) posibile n, este dat
de valoarea impulsului px=2π~/λ,

∣∣∣∣ n=
px/~
π/L

=
2Lpx
2π~

=
L

λ/2
(vezi Fig.)

• Sub o altă formă, putem spune că spaţiul fazelor disponibil este cuantificat ı̂n stări
elementare ∆x ·∆px≥2π~ (numitorul termenului după al doilea semn egal).

• Rezultă că numărul de stări (oscilaţii) posibile, având compo-
nenta unidimensională de impuls ı̂ntre px şi px+dpx, va fi

∣∣∣∣ dn=
2Ldpx

2π~
(1.10)

• Numărul total de stări uniparticulă
disponibile (finale) se află din integrarea
pe spaţiul fazelor de o particulă (on
mass shell, vezi ı̂n continuare), adică:

∣∣∣∣∣∣∣ S1 =

∫
d3x1 d

3~p1

(2π~)3
δ(p2

1−m2
1) dE1︸ ︷︷ ︸

1/2E1

• Integrând după coordonate, numărul
posibil de stări finale uniparticulă este,
similar cazului unidimensional (1.10):

∣∣∣∣∣ dnf =
L3

(2π~)3

d3~pf
2Ef

(1.11)

• In cazul general determinarea numărului de stări finale disponibile, se face prin
integrarea pe spaţiul fazelor de n particule.

1.3.1 Spaţiul Fazelor

• Spaţiul fazelor pentru un sistem de n particule date (prin masele mi), este alcătuit din
totalitatea valorilor de coordonate şi momente ale acestui sistem. In esenţă, extinderea
volumului de spaţiu fazelor, este determinată de energia totală a acestui sistem, dată
de masa efectivă, din care se poate considera că respectivele particule provin, ı̂n urma
dezintegrării acesteia. Să trecem să evaluăm acest volum disponibil de spaţiu fazelor.
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• Dacă o stare cuantică uniparticulă ocupă un
spaţiu al fazelor pentru un singur grad de li-
bertate: ∆x ·∆px ≥ 2π~, atunci, numărul de
stări finale uniparticulă va fi dat de integrala:

∣∣∣∣∣∣∣ S1 =

∫
d3~x · d3~p

(2π~)3
(1.12)

• In cazul unui sistem de n particule, numărul
de stări finale disponibile va fi:

∣∣∣∣ Sn =

∫ n∏
i=1

d3~xi · d3~pi
(2π~)3

(1.13)

• Pentru energia Eeff şi momentul ~peff date, ale masei efective a sistemului (1.13),
vor trebui separate doar acele stări ce satisfac legile de conservare ale energiei şi
impulsului (

∑
Ei = Eeff ,

∑
~pi = ~peff ), cu condiţia de plasare a fiecărei particule

”on mass shell”. Fiecare din aceste condiţii este exprimată prin câte o integrală după
dEi şi d3~pi, conţinând funcţia δ-Dirac corespunzătoare,

Sn =

∫
δ3
(∑

~pi − ~peff )
)
δ
(∑

Ei − Eeff
)
×

× 1

(2π~)3n

n∏
i=1

δ
(
p2
i −m2

i

)
d3~xi dEi d

3~pi (1.14)

• De obicei integrarea după coordonate
∫ ∏n

i=1 d
3~xi se include ı̂n partea de di-

namică, unde se foloseşte ı̂n raport cu volumul: |M(p1, . . . , pn)|2/
∏n

i=1 d
3~xi

ca probabilitatea de tranziţie ı̂n unitatea de volum. Ca urmare, partea care rămâne
de rezolvat este cea de energie-impuls. Trecând la notaţii 4-dimensionale, pi =
(Ei, ~pi), cu p2

i =E2
i −|~pi|2 =m2

i , (1.14) devine

Sn=

∫
δ4

(
n∑
i=1

pi − peff

)
1

(2π~)3n

n∏
i=1

δ
(
p2
i−m2

i

)
dEi︸ ︷︷ ︸ ·d3~pi (1.15)

• Efectuăm integrarea după energie, folosind proprietatea funcţiei δ, după care

δ[ϕ(x)] =
1∣∣∂ϕ

∂x

∣∣
x0

δ(x− x0) unde x0 e soluţia ϕ(x) = 0

astfel că
∫
δ
(
p2
i −m2

i

)
dEi =

∫
δ
(
E2
i − |~pi|

2 −m2
i

)
dEi

=
1

2
√
|~pi|2 +m2

i

=
1

2Ei
(1.16)

• Deci, volumul de
spaţiu fazelor va fi

∣∣∣∣ Sn =

∫
δ4

(
n∑
i=1

pi − peff

)
1

(2π~)3n

n∏
i=1

d3~pi
2Ei

(1.17)

• Cu ajutorul volumului de spaţiu fazelor (1.17) se poate determina probabilitatea
realizării sistemului de n particule (probabilitatea dezintegrării unei mase efec-
tive meff sau secţiunea eficace totală de realizare a sistemului), precum şi diverse
distribuţii după variabilele care nu se integrează.
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1.4 Secţiunea eficace exprimată prin amplitudinea invariantă

Pentru calculul secţiunii eficace1 ı̂n interacţia
A+B→C+D (Fig.1.1), folosim relaţia

dσ =
dNev/V t

FA ρB
(1.18)

FA este fluxul de particule A incidente, ρB este densitatea de particule B ţintă,

1.4.1 Rata de producere stări finale (pC+pD)

• dNev/V t este numărul de evenimente (stări finale)
produse ı̂n unitate de volum şi ı̂n unitatea de timp,

∣∣∣∣ dNev

V t
= Wfi dnfd (1.19)

Wfi este probabilitatea de tranziţie ı̂n unitatea de volum şi ı̂n unitate de timp.

• Pentru particule Klein-Gordon, probabilitatea de ocu-
pare a stărilor disponibile finale ı̂n unitatea de volum
şi ı̂n unitatea de timp (probabilitatea de tranziţie ı̂n
unitatea de volum şi ı̂n unitate de timp) este

∣∣∣∣∣∣∣ Wfi = lim
t→∞

|Tfi|2

V t
(1.20)

V este volumul ı̂n care au loc interacţiile, t este intervalul de timp ı̂n care au loc interacţiile,

• Numărul de stări finale disponibile
dnfd, de două particule finale este dat
de produsul elementelor de volum al
spaţiului fazelor respective (1.11),

∣∣∣∣∣∣∣ dnfd =
V d3pC

(2π~)3 2EC

V d3pD

(2π~)3 2ED
(1.21)

• Să evaluăm mărimile fizice necesare pentru numărul de stări finale dNev, ı̂ntâi Wfi.
Amplitudinea de tranziţie este dată de (1.2),

Tfi = −iNANBNCND(2π)4 δ(4)(pC+pD−pA−pB)M (1.22)

• Funcţia δ(4) o scriem ca o inte-
grală: δ(4)(p) =

1

(2π)4

∫ +V t/2

−V t/2
dx ei p·x

Prin ridicarea la pătrat |Tfi|2, o ı̂nmulţim din nou cu funcţie δ(4), astfel folosind
relaţia f(p) δ(p) = f(0) δ(p), obţinem

1Din egalarea probabilităţii de interacţie, exprimată ı̂n două feluri:

p =
Nev/t

Ninc/t
=
Ntarg σ

S

rezultă

σ =
Nev/t

(Ninc/tS)Ntarg
=

Nev/V t

Finc (Ntarg/V )
=

Nev/V t

Finc ρtarg

unde Ninc/tS = Finc reprezintă fluxul Finc de particule incidente ı̂n unitate de timp şi pe unitatea de suprafaţă S
a ţintei (care conţine Ntarg = ρtargV particule, fiecare de secţiune σ)
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[
δ(4)(p)

]2
=

1

(2π)4

∫ +V t/2

−V t/2
dx ei p·x δ(4)(p)

=
1

(2π)4
δ(4)(p)

∫ +V t/2

−V t/2
dx =

1

(2π)4
δ(4)(p)V t

(1.23)

• Atunci, probabilitatea de tranziţie Wfi (1.20), folosind Tfi (1.22) şi (1.23), devine

Wfi = lim
t→∞

|Tfi|2

V t
=

= lim
t→∞

1

V t
N2
AN

2
BN

2
CN

2
D (2π)8

[δ(4)(pC+pD−pA−pB)]
2
=︷ ︸︸ ︷

1

(2π)4
δ(4)(pC+pD−pA−pB)V t |M|2

(1.24)

folosind (1.9) pentru N2
AN

2
BN

2
CN

2
D=

1

V 4
obţinem ı̂n final

Wfi = (2π)4 δ
(4)(pC+pD−pA−pB)

V 4
|M|2 (1.25)

1.4.2 Rata de producere interacţii iniţiale (pA+pB)

• Fluxul FA de particule incidente, ca numărul nA de particule pe unitate de suprafaţă şi
ı̂n unitate de timp, ı̂n SL, ı̂l exprimăm prin densitatea ρA, dată de (1.6) cu (1.9)

FA =
nA
S · t

= ρA
S · |~vA| t
S · t

= ρA|~vA| =
2EA
c2 V
|~vA| (1.26)

care nu este altceva decât curentul de particule ~jA (1.6).

• Densitatea de particule B ţintă ρB este dată de (1.6), ρB =
nB
V

=
2EB
c2V

(1.27)

• Reluând expresia secţiunii eficace (1.18) ı̂mpreună cu relaţiile (1.19) şi (1.21), avem:

dσ =
dNev/V t

FA ρB
=

Wfi

FA ρB
dnfd =

Wfi

FA ρB

V d3~pC
(2π~)3 2EC

V d3~pD
(2π~)3 2ED

(1.28)

• In final, cu ajutorul (1.25), (1.26) şi (1.27), secţiunea eficace (1.18) căutată va fi:

dσ=(2π)4 δ
(4)(pC+pD−pA−pB)

2EA

c2
2EB

c2
|~vA|

|M|2 d3~pC
(2π~)3 2EC

d3~pD
(2π~)3 2ED

(1.29)

• In numitorul relaţiei (1.29) avem, |~vA|= |~pA|c2/EA şi EB =mB c
2 (ţinta

ı̂n repaus ~pB =0). Atunci, numitorul (fluxul) devine:

FA ρB =
2EA
c2

2EB
c2
|~vA|=

2EA
c2

2mB c
2

c2
|~pA|c2

EA
=4 |~pA|mB︸ ︷︷ ︸
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sub formă invariantă, |~pA|mB=

√(
E2
A

c2
−m2

Ac
2

)
m2
B iar

E2
A

c2
m2
B =(pA · pB)2

ı̂nlocuind mai sus, fluxul invariant este: F ≡ FA ρB = 4
√

(pA · pB)2 −m2
Am

2
Bc

2

Expresia secţiunii (1.29) eficace devine: dσ =
|M|2

F
dLips (1.30)

• dLips este elementul de spaţiu fazelor invariant Lorentz (1.17)

dLips = (2π)4 δ(4)(pC+pD−pA−pB)
d3~pC

(2π~)3 2EC

d3~pD
(2π~)3 2ED

• In acest fel, am determinat atât rata de evenimente finale (urmărite) dNev/V t, cât şi rata
de procese de interacţie iniţială FA ρB, ce ne permit obţinerea secţiunii eficace (1.18):

dσ =
dNev/V t

FA ρB


