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Capitol 1

Formula Rutherford in mecanica
clasica

Imprdstierea nerelativistd a electronului n cdmpul Coulombian al sarcinii Ze, masive
in raport cu e, este prezentatd in Fig.1.1.

21
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Figura 1.1:

[ - parametrul de impact

U - viteza electronului

m - masa electronului

e = mu - momentul electronului

0 - unghiul de impréstiere

Daca se neglijeaza reculul nucleului tintd, masiv, atunci schimbarea momentului
electronului Ap'este asa-numitul transfer de moment q. Relatia 4-dimensionali a trans-
ferului de moment este

QZZAEZ—Aﬁ2

AE = E; — E; = 0, deci transferul de 4-moment ¢* este egal cu transferul de 3-
moment cu semn schimbat: ¢> = —Ap2.
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Transferul de 4-moment se poate scrie,

q2= (qr — %)2 =2m’ — 2qiq5 = 2m* — 2 (EiEf — pi - Py)
=2m? — 2E;F¢ + 2pipy cos ) = 2 (m2 — EQ) + 2p® cos

0 0
= —2p* + 2p? (1 — 2sin® 5) = —4p*sin? 3 (1.1)

Transferul de 3-moment se poate scrie,

Ze* 2 2Ze*  2Ze’m
o 4rl2 v Axlv 4wy

(1.2)

iar din Fig.1.1 avem
|Ap] =~ pb (1.3)

1.1 Sectiunea eficace de imprastiere Rutherford

Din Fig.1.2 putem evalua sectiunea eficace de imprastiere
do = 2nldl

Din definitia unghiului solid (d2 = sin 6 df dy), avem
dS) = 2m0 db

Figura 1.2:

Sectiunea diferentiald de imprastiere este datd de raportul celor doud relatii de mai sus,

do Ll
dQ 0 db
Legitura [ = f(6) se obtine din (1.2) si (1.3),

(1.4)

B 27e*m
© 4mp26
de unde, prin derivare, obfinem
dl|  2Ze’m
df|  4np262
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Inlocuind 1n (1.4), tinand cont de (1.3), avem

do _ {22 (62/47r)mr _ 422 (e /4m)" m?
dQ p262 (Ap)!

deoarece | Ap]® = ¢? si folosind expresia lui ¢2 (1.1), avem

do 477 (€2 /4m)” m? 7 (e2/47)* m?

— = = 1.5
ds) q* 4p* sin*(6/2) (15)

relatie ce exprima formula Rutherford pentru sectiunea de imprastiere.
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Imprastierea Coulomb relativita

2.1 Electrodinamica particulelor incarcate relativiste de spin zero

In electrodinamica clasicd, miscarea unei par-
ticule cu sarcina ¢ Intr-un potential electromag-
netic A*, se obtine prin substitutia

p — pt' — qA" (2.1)

( iho* — iho* — qA*  sau

o+ — O+ %qA“
s similar (2.2)

8 — 9+ aa,

Trecerea la mecanica cuanticd se face apoi cu
trecerea la operatorii covarianti 0* — D*

Atunci, pentru a descrie interactia unei

particule relativiste de spin zero cu un camp ( 9. " m202> b =0 2.3)
electromagnetic, in ecuatia Klein-Gordon a h? '
pentru o particuld liberd

facem inlocuirea (2.2)
in (2.3), astfel obtinem i L) M

Ecuatia Klein-Gordon pentru a/ﬂLﬁun 0 +ﬁqA + 2 ¥=0 (2.4)
o particuld In camp EM

dezvoltam (2.4):

q2 m2 02

AN+

[a#aﬂ + %q B, A + %qAHaﬂ }p ~0

separdm in membrul sting partea K-G de particuld liberd, iar in membrul drept partea
de interactie, unde scoatem A* prin o dubla transformare covariant < contravariant
A0 — AR,
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m2c? i ¢ .
{8,&9“ + h2 :|w == |:— ﬁ(](@uAu + A,ﬁ"‘) + ﬁAMAM}w = —Viﬂ (25)
ory
v

unde identificim operatorul potential de interactie:

% ‘ 2 2 ¢ 2
V(z) = i—iq@A + A1, ) - A 2.6)

Semnul lui V' s-a ales ca si fie acelasi cu semnul termenului de energie cinetica 9;0"

2
<8H8“ =0y0° — @i8i> din ecuatia Schrodinger: (— ;—m&-@i) Yv=(E-V)¢

e Potentialul V' este caracterizat prin parametrul sarcind electricd g, care prin sarcina el-
ementard e este legat de constanta de structurd find o = 4;2 — = % si care masoard
tdria interactiei electromagnetice. Valoarea micd a acestui parametru de cuplaj EM
permite dezvoltarea V' in serie de puteri ale lui a. De aceea, Tn primul ordin de

dezvoltare in serie de puteri, termenul ¢?A? = ¢* A, A* din V' se poate omite.

Atunci, amplitudinea de tran-| (1 Y BN
° . }mci amup 1 udinea e' ran_ c;)(t):—ﬁ /¢f(x) V(x)m(x) dr
zitie (imprédstiere) a unei par

ticule de sarcini ¢;, din v; in (2.7

by e o potenie A i) =i [uiian Qa0 s

e Cdutdm sd separdm A*. Prima derivatd 0, din paranteze, ce actioneazd atat asupra
lui A* cat si asupra lui v);, poate fi trecuta peste A* prin integrare prin parti
< f:u dv="u v|z — fabv du) , pentru a actiona asupra lui ¢);. Tinem cont cd termenul de

suprafatd este nul, deoarece potentialul se anuleaza pentru (|Z],t) — £oo. Atunci,

[uiouri) e = - [(a0) 0,07 as

e Scriem amplitudinea de tranzitie cgpl)(t) =T}; (2.7) cu A" separat apoi in dreapta,
ca:

Ty = C;l)(t) — _hi.? /Z ¢ [_ R (A“l/)i) + P A* (0%51)} d*x

:—# ¢ [w; (au%) — (8M¢;)¢i] A dAr (2.8)

J

~~

]ul(aj)
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Vi

:: Timp—

Diagrama Feynman de
impragstiere pe campul

AH

e Daca miscarea particulei incidente de
4-impuls p; si a celei emergente de

4-impuls py, este descrisd de undele

plane:

A

in (2.8) am identificat un curent K-G 1intre starile 1; si
vy
Uy
@) =ia s @) - @apv:] | @9
atunci, amplitudinea de tranzitie (2.8) se poate scre:
Tpi=—13 gt AR dte (2.10)
Yi(z) = Nje P
A (2.11)
Yy(w)=Nyemtrre
unde, N; si N constante de normare
Curentul de tranzitie (2.9) din diagrama Feynman din Figura de mai sus, va fi,
i Opi Oy Wi
—— — AN—— —
iq [Nfe”’f"'” (—i)piN;e P —ipp NyePI® Nje Pie
@i NiNg (pi+py), € Prpid (2.12)
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2.1.1 Imprastierea Coulomb a particulelor Klein-Gordon - de spin zero

Vom studia un caz din cele mai simple de interactie electromagnetica, respectiv imprastierea
unei particule cu sarcina +-e si spin zero pe un potential Coulomb stationar, tratat ca un
camp clasic. Aceasta abordare ne va conduce la formula Rutherford a sectiunii eficace

de Tmprastiere, relativistd de data asta, a unei particule incdrcate pe campul electro-
static al unui nucleu. In acest fel vom face un exercitiu util de abordare a problemelor

din teoria cuantica a campurilor.

Procesul de imprastiere este prezentat in Figura de la pagina anterioara 9.

e Am vazut (2.6), potentialul perturbator de
camp K-G in aproximatia de ordin intai

) — z 1 it )
(am neglijat termenul de ordin doi in e?), V(z) he <8“A + 4%, (2.13)

este:
e Cu amplitudinea de tranzitie (2.10) Ty = 2 gt AR d'e (2.10)
e si curentul de tranzitie (2.12) ja' = eNiNg (pi+py) € (py=pi)= (2.12)
e In cazul nostru, campul electrostatic 0 Ze

impragtietor este produs de sarciana Ze A” = An|Z] (2.14)

a nucleului, considerat in repaus. Deci, A—0

potentialul A* are componentele:

° Introducem in amplitudinea de tranzitie 7%; (2.10), potentialul A* (2.14) si curentul
(2 12), si separdim componenta temporald de cele spatiale p,, = (E, —p):

fz A0
~ -« -
i e
Ty = e N:N; (p; Hprpi) d*
ji = —73 | eNilNg (pitps)ge 4t
; , o~ By —7i) & 2.15)
= — NNy Ze? (E,-+Ef> / ¢l (Br=E0t gy / e dF
H/—/\ - 7\ WB‘ /
27 ( Ef E;) f(@
e Integrala spatiald de forma f()= / e T Py
este transformata Fourier pentru funcpa F(z)=1/(4r|Z|)
1
—z q-x 3 -
=—3 (2.16)
a°
e Atunci,
Ze?
= — -~ NiN, 276 (B — B 72E (2.17)

R?
unde am folosit £y = E; = F.



2.1. ELECTRODINAMICA PARTICULELOR INCARCATE RELATIVISTE DE SPIN ZEROI1 1

Probabilitatea de tranzitie in unitatea de timp si unitatea de volum este Wp; = 27 |Tj;|” p(Ey)

|9¢|? d|py]
(271')3 2Ef

Numadrul de stdri finale in intervalul dE; este p(Ef)dE; =
Folosim E; = ,/m?+p% obtinem p(Ey) = |Py| dS2
! 1673

Pentru a obtine sectiunea eficace trebuie si impartim cu fluxul incident, care este 2 |p;].

S

Azt
- 16m2qt

Deoarece 7= (py — pi)? = 4]p]?*sin® 0/2

Atunci do ds?

Atunci, sectiunea eficace este:

do E? 1
= (Za)? _
aQ (Za) 41p]*sin* 6 /2

Aceasta este formula Rutherford relativisti, cu dependenta sectiunii eficace:  sin™*6/2.

Forma nerelativistd se poate obtine dacd se inlocuieste £ cu m.
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2.2 Electrodinamica particulelor incarcate de spin 1/2

e Vom relua dezvoltirile anterioare, de data asta pentru particule cu spin 1/2. Adica
vom descrie interactiile electromagnetice ale cuarcilor si leptonilor. Aceste particule
sunt descrise de ecuatia Dirac, iar rezultatul va consta in regulile Feynman pentru
interactia electromagnetica a cuarcilor si leptonilor de spin 1/2.

e Pornim de la ecuatia Dirac originald, pen-
tru o particuld plasatd in potentialul V.

~

<§ —a-p —ﬁmc)@b:f/w

Apoi, pentru a evidentia matricile v, Tnmultim la stdnga cu [ si trecem la operatorii

diferentiali:
I . B=9" si pak=9"
G % (— —aoF pp— 0 mc> Y=V  inlocuim ¢ .
. (ihyoag—kihvkak—mc) Y =~V deoarece [ =1 (2.18)

N

ihyHOu—me
e Pe de alta parte, ecuatia Dirac pentru un
electron de sarcind ¢ = —e aflat intr-un
camp electromagnetic A", este

e La fel ca in cazul Klein-Gordon (2.5)
pag.7, separdm partea de particuld libera

( i, —me + A, >¢ —0 (2.19)
—_——— ——

ecuatia Dirac interactiein
pt.  particula camp
libera EM

<z'h Yo, —mc) Y=—ey"A

in membrul sting, iar in cel drept identi- 0 (2.20)
ficim potentialul de interactie cu v°V din =7V
(2.18).
Astfel am separat operatorul potential de interactie (perturbatia): 1°V = —ey* A,
e Folosind perturbatiile de ordin 1ntai n expresia amplitudinii de impréstiere a elec-
tronului intre starea 1; si ¢s, precum si definitiile ¢ i 7/°
(7°)?
? l _
T = —; [ Vidte | x(OF =T c dh'=i V=t
i o[- unde o (221)
=z e/qpf v, A¥p; d*x | am identificat j;{l = —eYr v, Ui
un curent Dirac

S Ty
unde curentul de tranzitie, j,{i = —¢€ &f Vo Vi
folosind solutiile Dirac, este - i(pr—pi)-z/h (2.22)

’ = —eufy,u; eI
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acesta poate fi privit ca un curent de tranzitie electromagneticd intre stdrile ¢ si f ale

electronului.

Compardm acest curent de tranzitie Dirac cu ex-
presia curentului Klein-Gordon corespunzator
(2.12):

corespunzator unei diagrame Feynman de ver-
tex e (p; +ps)"

il

—e(pr+pi), ¢! (Pr—pi)-a/h

e De data asta, curentul Dirac

AN

fi (5 N\ Hilpr—pi)-x/h 2.23

(2.22) (de spin 1/2) este: T e (T i) € (2.23)

corespunzitor unei diagrame Feynman cu factor u(S) ]/Sf i) a(?‘)

de vertex iey*, ca o matrice 4 X 4 in spatiul de vapf f

spin. Acesta este flancat de spinorii coloand ugs) Wi eyt

si linie agf), ce descriu electronii initial si final de 'E:

impuls p;, respectiv p; si stdri de spin s si 7. :

K]
2.2.1 Imprastierea Coulomb a particulelor Dirac - de spin 1/2

e Amplitudinea de tranzifie (imprdstiere) R Y L 4

pentru particule Dirac, am vazut (2.21) este LA () A*(z) d'x (221
e unde, curentul de tranzitie pentru particule i iqa/h

Dirac, am vizut (2.22) este Ju = TEUS T i € (2.22)
e Inlocuind 1n amplitudinea de tranzitie (2.21), obtinem

Trh=~ [ea w; €T MAR (1) dia ~leq u; A*(q) (2.24)
fz_h f Y U ’_FL F VW q .
=AHr(q) transf.Fourier
e Unde potentialul A#(q) este dat de transformata Fourier a potentialului A*(x):
At(q) = /eiq'””/h At (z) d*x
= / el EBr=Edt/h gy / e IERAN(T) dPT = 210 (E;— E;) AM(Q) (2.25)

J/

-~

~
=2nd(E;—E;) =A#(qQ) transf.Fourier



14 CAPITOL 2. IMPRASTIEREA COULOMB RELATIVITA

e Determinidm A*(§), din ecuatiile Maxwell, 0,0" At (x) = jH(x) (2.26)

Tinand cont ci in cazul de fati potentialul A*(x)
este independent de timp, atunci 9,0"=9;0", iar:

;0" A*(T) = j*(7) (2.27)
e Luidm d’Alambertian-ul 9,0"A"(q) din componenta spatiald a ecuatiei (2.25):

— Pe de o parte

204 = [T @0 0(@) 7= [ (@) T BT (@ (2.28)
7 (@

— Pe de altd parte facem o integrare prin parti ([udv=uv|— [v du), cu anularea
termenului de granita uv,

[a,,am#@] = / e*“f'f/h (80%“(5)) Bz
/A“ (0;0 e T7) @7 = /A“ (— g e T %) a*%

-y /Aﬂ T P = | AM(Q) (2.29)

An(@)

1
Deci, din relatiile (2.28) si (2.29) avem: At () = W 7*(9) (2.30)
q

AMq) = 2m0(Er—Ei) —3 IT 7"(9) (231

e Inlocuind pe mai departe A*(q) in amplitudinea de impristiere T’; (2.24) obtinem,

e Inlocuind aceastd componenta
spatiald A*(q) in (2.25), avem:

T}, :?5(@ )<euf%ui>(ﬂ )( (cj)) (2.32)

e Impristierea unui electron pe un potential electrostatic A° # 0,
vezi Fig.2.1, are loc cu p; # py, insd E; = E (conservarea 212 233)
energiei), Tnseamnd cd transferul de 4-impuls are componenta
¢°=0. De aceea,

e Amplitudinea invariantd contine dinamica interactiei, fard contributia cinematica
(cu functia 276 in (2.32)),

M= (zem u; ) (_2‘;”“) <—i j“(cf)) (2.34)

e Recunoagtem in amplitudinea invariantd de mai sus factorul de vertex si propaga-
torul fotonic din diagrama Feynman pentru calculul amplitudinii invariante —:.M.
Factorul —: j# este asociat sursei de camp electromagnetic. In cazul unui nucleu in
repaus sarcina Ze a acestuia este cea care creaza campul electrostatic, de aceea,
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e e U; Uy
pi\\':'/v/pf \\Cﬁ;a/f,m »
B
@ O —i(Ze,0)
(a) (b)

Figura 2.1: Impristierea unui electron pe un potential electrostatic A° # 0

3°(&) = p(@) = Zed(F) ; j(@) =0 (2.35)

~iM = (icasrou;) C—;) (~ize) (2.36)

Diagrama corespunzdtoare este prezentatd in Fig.2.1 (b).

atunci

e Pentru un nucleu in repaus, (2.36) descrie dependenta sectiunii de imprastiere
Rutherford de transferul de 4-impuls ¢ (cu Ey = £;).

— -

= (ps—pi)*=2m? = 2p; - py=2m>—2 (E;Ey— i - y) R

0 1 A
=2m? — 2B, E;+2|p;||py| cos =2 (m*— E?)+2|p]* cos \¢Ap—q

p
= —2Ip12(1 — cos ) = —4|p2 sin?(6/2) f
d 1
Intr-adevar, am vazut d_SUZ ~ |M‘2 ~ W
e Sectiunea  eficace de do 7202 1

imprdstiere  Rutherford - = :
este, dQ)  4F? sin*(6/2)



