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Capitol 1

Formula Rutherford ı̂n mecanica
clasică

Imprăştierea nerelativistă a electronului ı̂n câmpul Coulombian al sarcinii Ze, masive
ı̂n raport cu e, este prezentată ı̂n Fig.1.1.
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Figura 1.1:

• l - parametrul de impact

• ~v - viteza electronului

• m - masa electronului

• ~p = m~v - momentul electronului

• θ - unghiul de ı̂mprăştiere

Dacă se neglijează reculul nucleului ţintă, masiv, atunci schimbarea momentului
electronului ∆~p este aşa-numitul transfer de moment q. Relaţia 4-dimensională a trans-
ferului de moment este

q2 = ∆E2 −∆~p 2

∆E = Ef − Ei = 0, deci transferul de 4-moment q2 este egal cu transferul de 3-
moment cu semn schimbat: q2 = −∆~p 2.
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1.1. SECŢIUNEA EFICACE DE ÎMPRĂŞTIERE RUTHERFORD 5

Transferul de 4-moment se poate scrie,

q2 =(qf − qi)2 = 2m2 − 2qiqf = 2m2 − 2 (EiEf − ~pi · ~pf )
=2m2 − 2EiEf + 2pipf cos θ = 2

(
m2 − E2

)
+ 2p2 cos θ

=−2p2 + 2p2

(
1− 2 sin2 θ

2

)
= −4p2 sin2 θ

2
(1.1)

Transferul de 3-moment se poate scrie,

∆~p = ~F∆t =
Ze2

4πl2
2l

v
=

2Ze2

4πlv
=

2Ze2m

4πlp
(1.2)

iar din Fig.1.1 avem
|∆~p| ≈ p θ (1.3)

1.1 Secţiunea eficace de ı̂mprăştiere Rutherford

Din Fig.1.2 putem evalua secţiunea eficace de ı̂mprăştiere

dσ = 2πl dl

Din definiţia unghiului solid (dΩ = sin θ dθ dϕ), avem

dΩ = 2πθ dθ
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Figura 1.2:

Secţiunea diferenţială de ı̂mprăştiere este dată de raportul celor două relaţii de mai sus,

dσ

dΩ
=
l

θ

dl

dθ
(1.4)

Legătura l = f(θ) se obţine din (1.2) şi (1.3),

l =
2Ze2m

4πp2θ

de unde, prin derivare, obţinem ∣∣∣∣ dldθ
∣∣∣∣ =

2Ze2m

4πp2θ2



6 CAPITOL 1. FORMULA RUTHERFORD ÎN MECANICA CLASICĂ

Inlocuind ı̂n (1.4), ţinând cont de (1.3), avem

dσ

dΩ
=

[
2Z (e2/4π)m

p2θ2

]2

=
4Z2 (e2/4π)

2
m2

(∆~p)4

deoarece |∆~p|2 = q2 şi folosind expresia lui q2 (1.1), avem

dσ

dΩ
=

4Z2 (e2/4π)
2
m2

q4
=
Z2 (e2/4π)

2
m2

4 p4 sin4(θ/2)
(1.5)

relaţie ce exprimă formula Rutherford pentru secţiunea de ı̂mprăştiere.



Capitol 2

Imprăştierea Coulomb relativită

2.1 Electrodinamica particulelor ı̂ncărcate relativiste de spin zero

• In electrodinamica clasică, mişcarea unei par-
ticule cu sarcina q ı̂ntr-un potenţial electromag-
netic Aµ, se obţine prin substituţia

∣∣∣∣∣ pµ −→ pµ − qAµ (2.1)

• Trecerea la mecanica cuantică se face apoi cu
trecerea la operatorii covarianţi ∂µ → Dµ

∣∣∣∣


i~∂µ −→ i~∂µ − qAµ sau
∂µ −→ ∂µ +

i

~
qAµ

şi similar

∂µ −→ ∂µ +
i

~
qAµ

(2.2)

• Atunci, pentru a descrie interacţia unei
particule relativiste de spin zero cu un câmp
electromagnetic, ı̂n ecuaţia Klein-Gordon
pentru o particulă liberă

∣∣∣∣∣∣∣
(
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

)
ψ = 0 (2.3)

• facem ı̂nlocuirea (2.2)
ı̂n (2.3), astfel obţinem
Ecuaţia Klein-Gordon pentru
o particulă ı̂n câmp EM

∣∣∣∣∣∣∣∣
[(
∂µ+

i

~
qAµ

)(
∂µ+

i

~
qAµ
)

+
m2c2

~2

]
ψ=0 (2.4)

dezvoltăm (2.4):[
∂µ∂

µ +
i

~
q ∂µA

µ +
i

~
qAµ∂

µ − q2

~2
AµA

µ +
m2c2

~2

]
ψ = 0

separăm ı̂n membrul stâng partea K-G de particulă liberă, iar ı̂n membrul drept partea
de interacţie, unde scoatemAµ prin o dublă transformare covariant↔ contravariant
Aµ∂

µ ↔ Aµ∂µ,
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8 CAPITOL 2. IMPRĂŞTIEREA COULOMB RELATIVITĂ[
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

]
ψ =

[
− i

~
q
(
∂µA

µ + Aµ∂
µ︸ ︷︷ ︸

Aµ∂µ

)
+
q2

~2
AµA

µ

]
︸ ︷︷ ︸

−V̂

ψ ≡ −V̂ ψ (2.5)

unde identificăm operatorul potenţial de interacţie:

V̂ (x) =
i

~
q
(
∂µA

µ + Aµ∂µ

)
− q2

~2
AµA

µ (2.6)

Semnul lui V̂ s-a ales ca să fie acelaşi cu semnul termenului de energie cinetică ∂i∂i(
∂µ∂

µ=∂0∂
0−∂i∂i

)
din ecuaţia Schrödinger:

(
− ~2

2m
∂i∂

i

)
ψ=

(
E − V

)
ψ

• Potenţialul V este caracterizat prin parametrul sarcină electrică q, care prin sarcina el-
ementară e este legat de constanta de structură fină α = e2

4πε0~c = 1
137

şi care măsoară
tăria interacţiei electromagnetice. Valoarea mică a acestui parametru de cuplaj EM
permite dezvoltarea V ı̂n serie de puteri ale lui α. De aceea, ı̂n primul ordin de
dezvoltare ı̂n serie de puteri, termenul q2A2 ≡ q2AµA

µ din V se poate omite.

• Atunci, amplitudinea de tran-
ziţie (ı̂mprăştiere) a unei par-
ticule de sarcină q1, din ψi ı̂n
ψf pe un potenţial Aµ (vezi
Fig. de mai jos) este

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
c
(1)
f (t)=− i

~

∫
ψ∗f (x) V̂ (x)ψi(x) d4x

=− i

~2

∫
ψ∗f i q1

(
∂µA

µ+Aµ∂µ

)
ψi d

4x

(2.7)

• Căutăm să separăm Aµ. Prima derivată ∂µ din paranteze, ce acţionează atât asupra
lui Aµ cât şi asupra lui ψi, poate fi trecută peste Aµ prin integrare prin părţi(∫ b
a
u dv= u v|ba−

∫ b
a
v du
)

, pentru a acţiona asupra lui ψ∗f . Tinem cont că termenul de
suprafaţă este nul, deoarece potenţialul se anulează pentru (|~x| , t)→ ±∞. Atunci,

∫
ψ∗f ∂µ

(
Aµψi

)
d4x = −

∫ (
Aµ ψi

)
∂µψ

∗
f d

4x

• Scriem amplitudinea de tranziţie c(1)
f (t)≡ Tfi (2.7) cu Aµ separat apoi ı̂n dreapta,

ca:

Tfi ≡ c
(1)
f (t)=− i

~2

∫
i q1

[
− ∂µψ∗f

(
Aµψi

)
+ ψ∗fA

µ
(
∂µψi

)]
d4x

=− i

~2

∫
i q1

[
ψ∗f
(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
︸ ︷︷ ︸

jfiµ (x)

Aµ d4x
(2.8)
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Diagrama Feynman de
ı̂mprăştiere pe câmpul
Aµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ı̂n (2.8) am identificat un curent K-G ı̂ntre stările ψi şi
ψf :

jfiµ (x) = i q1

[
ψ∗f
(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
(2.9)

atunci, amplitudinea de tranziţie (2.8) se poate scre:

Tfi = − i

~2

∫
jfiµ Aµ d4x (2.10)

• Dacă mişcarea particulei incidente de
4-impuls pi şi a celei emergente de
4-impuls pf , este descrisă de undele
plane:

∣∣∣∣∣∣∣
ψi(x)=Nie

−i pi·x

ψf (x)=Nfe
−i pf ·x

(2.11)

unde, Ni şi Nf constante de normare

• Curentul de tranziţie (2.9) din diagrama Feynman din Figura de mai sus, va fi,

jfiµ = iq1

[ ψ∗f︷ ︸︸ ︷
Nfe

ipf ·x

∂µψi︷ ︸︸ ︷
(−i)piNie

−ipi·x−

∂µψ∗f︷ ︸︸ ︷
ipfNfe

ipf ·x

ψi︷ ︸︸ ︷
Nie

−ipi·x
]

= q1NiNf (pi+pf )µe
i (pf−pi)·x (2.12)
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2.1.1 Imprăştierea Coulomb a particulelor Klein-Gordon - de spin zero

Vom studia un caz din cele mai simple de interacţie electromagnetică, respectiv ı̂mprăştierea
unei particule cu sarcina +e şi spin zero pe un potenţial Coulomb staţionar, tratat ca un
câmp clasic. Această abordare ne va conduce la formula Rutherford a secţiunii eficace
de ı̂mprăştiere, relativistă de data asta, a unei particule ı̂ncărcate pe câmpul electro-
static al unui nucleu. In acest fel vom face un exerciţiu util de abordare a problemelor
din teoria cuantică a câmpurilor.
Procesul de ı̂mprăştiere este prezentat ı̂n Figura de la pagina anterioară 9.

• Am văzut (2.6), potenţialul perturbator de
câmp K-G ı̂n aproximaţia de ordin ı̂ntâi
(am neglijat termenul de ordin doi ı̂n e2),
este:

∣∣∣∣∣∣∣ V̂ (x) =
i

~
e
(
∂µA

µ + Aµ∂µ

)
(2.13)

• Cu amplitudinea de tranziţie (2.10) Tfi = − i

~2

∫
jfiµ Aµ d4x (2.10)

• şi curentul de tranziţie (2.12) jfiµ = eNiNf (pi+pf )µe
i (pf−pi)·x (2.12)

• In cazul nostru, câmpul electrostatic
ı̂mprăştietor este produs de sarciana Ze
a nucleului, considerat ı̂n repaus. Deci,
potenţialul Aµ are componentele:

∣∣∣∣∣∣∣
A0 =

Ze

4π|~x|
~A = 0

(2.14)

• Introducem ı̂n amplitudinea de tranziţie Tfi (2.10), potenţialul Aµ (2.14) şi curentul
jfiµ (2.12), şi separăm componenta temporală de cele spaţiale pµ = (E,−~p ) :

Tfi = − i

~2

∫ jfi0︷ ︸︸ ︷
eNiNf (pi+pf )0 e

i (pf−pi)·x

A0︷ ︸︸ ︷
Ze

4π|~x|
d4x

= − i

~2
NiNfZe

2
(
Ei+Ef

)
︸ ︷︷ ︸

2E

∫
ei (Ef−Ei)t dt︸ ︷︷ ︸
2πδ(Ef−Ei)

∫
e−i (~pf−~pi)· ~x

4π|~x|
d3~x︸ ︷︷ ︸

f(~q)

(2.15)

• Integrala spaţială de forma f(~q)=

∫
F (~x) e−i ~q· ~x d3~x

este transformata Fourier pentru funcţia F (~x)=1/(4π|~x|)

f(~q)=

∫
1

4π|~x|
e−i ~q·~x d3~x =

1

|~q|2
(2.16)

• Atunci,

Tfi=−
i

~2
NiNf 2πδ(Ef−Ei)

Ze2

|~q|2
2E (2.17)

unde am folosit Ef = Ei = E.
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Probabilitatea de tranziţie ı̂n unitatea de timp şi unitatea de volum esteWfi = 2π |Tfi|2 ρ(Ef )

Numărul de stări finale ı̂n intervalul dEf este ρ(Ef ) dEf =
|~pf |2

(2π)3

d|~pf |
2Ef

dΩ

Folosim Ef =
√
m2 + ~p2

f obţinem ρ(Ef ) =
|~pf | dΩ

16π3

Pentru a obţine secţiunea eficace trebuie să ı̂mpărţim cu fluxul incident, care este 2 |~pi|.

Atunci dσ =
4Z2e4

16π2~q4
dΩ

Deoarece ~q = (~pf − ~pi)2 = 4|~p|2 sin2 θ/2

Atunci, secţiunea eficace este:

dσ

dΩ
= (Zα)2 E2

4|~p|4
1

sin4 θ/2

Aceasta este formula Rutherford relativistă, cu dependenţa secţiunii eficace: sin−4 θ/2.

Forma nerelativistă se poate obţine dacă se ı̂nlocuieşte E cu m.
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2.2 Electrodinamica particulelor ı̂ncărcate de spin 1/2

• Vom relua dezvoltările anterioare, de data asta pentru particule cu spin 1/2. Adică
vom descrie interacţiile electromagnetice ale cuarcilor şi leptonilor. Aceste particule
sunt descrise de ecuaţia Dirac, iar rezultatul va consta ı̂n regulile Feynman pentru
interacţia electromagnetică a cuarcilor şi leptonilor de spin 1/2.

• Pornim de la ecuaţia Dirac originală, pen-
tru o particulă plasată ı̂n potenţialul V .

∣∣∣∣ (Ê
c
− α·p̂−β mc

)
ψ= V̂ ψ

Apoi, pentru a evidenţia matricile γ, ı̂nmulţim la stânga cu β şi trecem la operatorii
diferenţiali:

β ×

∣∣∣∣∣(Êc −αk p̂k−β mc)ψ= V̂ ψ ı̂nlocuim

{
β = γ0 şi βαk = γk

Ê/c→ i~ ∂0 şi p̂k → −i~ ∂k

=⇒

(
i~γ0∂0+i~γk∂k−mc

)
︸ ︷︷ ︸

i~ γµ∂µ−mc

ψ = γ0V ψ deoarece ββ = 1 (2.18)

• Pe de altă parte, ecuaţia Dirac pentru un
electron de sarcină q = −e aflat ı̂ntr-un
câmp electromagnetic Aµ, este

∣∣∣∣∣
(
i~γµ∂µ −mc︸ ︷︷ ︸

ecuaţia Dirac
pt. particula
liberă

+ eγµAµ︸ ︷︷ ︸
interacţie ı̂n
câmp
EM

)
ψ = 0 (2.19)

• La fel ca ı̂n cazul Klein-Gordon (2.5)
pag.7, separăm partea de particulă liberă
ı̂n membrul stâng, iar ı̂n cel drept identi-
ficăm potenţialul de interacţie cu γ0V din
(2.18).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(
i~ γµ∂µ−mc

)
ψ=−e γµAµψ

=γ0V ψ
(2.20)

Astfel am separat operatorul potenţial de interacţie (perturbaţia): γ0V = −eγµAµ

• Folosind perturbaţiile de ordin ı̂ntâi ı̂n expresia amplitudinii de ı̂mprăştiere a elec-
tronului ı̂ntre starea ψi şi ψf , precum şi definiţiile ψ† şi γ0

Tfi = − i
~

∫
ψ†f

(γ0)2

↓
V ψi d

4x ×
(
γ0
)2

=I cu ψ†γ0 = ψ̄ γ0V =−eγµAµ

=
i

~
e

∫
ψ̄f γµA

µψi d
4x

unde
am identificat
un curent Dirac

∣∣∣∣∣∣ jfiµ = −e ψ̄f γµ ψi

= − i
~

∫
jfiµ Aµ d4x

(2.21)

unde curentul de tranziţie,
folosind soluţiile Dirac, este

∣∣∣∣ jfiµ = −e ψ̄f γµ ψi
= −e ūf γµ ui ei(pf−pi)·x/~

(2.22)
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acesta poate fi privit ca un curent de tranziţie electromagnetică ı̂ntre stările i şi f ale
electronului.

• Comparăm acest curent de tranziţie Dirac cu ex-
presia curentului Klein-Gordon corespunzător
(2.12):

∣∣∣∣∣ jfiµ =−e (pf+pi)µ e
i (pf−pi)·x/~

corespunzător unei diagrame Feynman de ver-
tex ie (pi + pf )

µ

∣∣∣∣
j

(fi)
µ

HH ��*
ψi
pi
HHj
HH

ψf
pf��*

��ti e(pi + pf
)µ

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

• De data asta, curentul Dirac
(2.22) (de spin 1/2) este:

∣∣∣∣ jfiµ = −e (ūf γµ ui) e
i(pf−pi)·x/~ (2.23)

corespunzător unei diagrame Feynman cu factor
de vertex ieγµ, ca o matrice 4×4 ı̂n spaţiul de
spin. Acesta este flancat de spinorii coloană u(s)

i

şi linie ū(r)
f , ce descriu electronii iniţial şi final de

impuls pi, respectiv pf şi stări de spin s şi r.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
j

(fi)
µ

HH ��*
u

(s)
i
pi
HHj
HH

ū
(r)
f

pf��*
��t

i eγµ

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

2.2.1 Imprăştierea Coulomb a particulelor Dirac - de spin 1/2

• Amplitudinea de tranziţie (ı̂mprăştiere)
pentru particule Dirac, am vazut (2.21) este

∣∣∣∣ Tfi = − i
~

∫
jfiµ (x)Aµ(x) d4x (2.21)

• unde, curentul de tranziţie pentru particule
Dirac, am văzut (2.22) este

∣∣∣∣ jfiµ = −e ūf γµ ui ei q·x/~ (2.22)

• Inlocuind ı̂n amplitudinea de tranziţie (2.21), obţinem

Tfi=
i

~

∫ jfiµ︷ ︸︸ ︷
e ūf γµ ui e

i q·x/~Aµ(x) d4x︸ ︷︷ ︸
=Aµ(q) transf.Fourier

=
i

~
e ūf γµ uiA

µ(q) (2.24)

• Unde potenţialul Aµ(q) este dat de transformata Fourier a potenţialului Aµ(x):

Aµ(q) =

∫
ei q·x/~Aµ(x) d4x

=

∫
ei(Ef−Ei)t/~dt︸ ︷︷ ︸
=2πδ(Ef−Ei)

∫
e−i ~q·~x/~Aµ(~x) d3~x︸ ︷︷ ︸

=Aµ(~q) transf.Fourier

= 2πδ(Ef−Ei)Aµ(~q) (2.25)
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• Determinăm Aµ(~q), din ecuaţiile Maxwell, ∂ν∂
νAµ(x) = jµ(x) (2.26)

Tinând cont că ı̂n cazul de faţă potenţialul Aµ(x)
este independent de timp, atunci ∂ν∂ν=∂i∂

i, iar:

∣∣∣∣ ∂i∂
iAµ(~x) = jµ(~x) (2.27)

• Luăm d’Alambertian-ul ∂ν∂νAµ(q) din componenta spaţială a ecuaţiei (2.25):

– Pe de o parte[
∂ν∂

νAµ(~q)
]
sp
=

∫
e−i ~q· ~x/~

(
∂i∂

iAµ(~x)
)︸ ︷︷ ︸

jµ(~x)

d3~x=

∫
jµ(~x) e−i ~q· ~x/~ d3~x︸ ︷︷ ︸

jµ(~q)

=jµ(~q) (2.28)

– Pe de altă parte facem o integrare prin părţi (
∫
u dv=u v|−

∫
v du), cu anularea

termenului de graniţă uv,[
∂ν∂

νAµ(~q)
]
sp

=

∫
e−i ~q· ~x/~︸ ︷︷ ︸

u

(
∂i∂

iAµ(~x)
)︸ ︷︷ ︸

dv

d3~x

=

∫
−Aµ(~x)

(
∂i∂

i e−i ~q· ~x
)
d3~x =

∫
−Aµ(~x)

(
− |~q|2 e−i ~q· ~x

)
d3~x

= |~q|2
∫
Aµ(~x) e−i ~q· ~x d3~x︸ ︷︷ ︸

Aµ(~q)

= |~q|2Aµ(~q) (2.29)

Deci, din relaţiile (2.28) şi (2.29) avem: Aµ(~q) =
1

|~q|2
jµ(~q) (2.30)

• Inlocuind această componenta
spaţială Aµ(~q) ı̂n (2.25), avem:

∣∣∣∣ Aµ(q) = 2π δ(Ef−Ei)
1

|~q|2
jµ(~q) (2.31)

• Inlocuind pe mai departe Aµ(q) ı̂n amplitudinea de ı̂mprăştiere Tfi (2.24) obţinem,

Tfi =
2πi

~
δ(Ef−Ei)

(
e ūf γµ ui

)( 1

|~q|2

)(
jµ(~q)

)
(2.32)

• Imprăştierea unui electron pe un potenţial electrostatic A0 6= 0,
vezi Fig.2.1, are loc cu ~pi 6= ~pf , ı̂nsă Ei = Ef (conservarea
energiei), ı̂nseamnă că transferul de 4-impuls are componenta
q0 =0. De aceea,

∣∣∣∣∣∣∣ q2 = − |~q|2 (2.33)

• Amplitudinea invariantă conţine dinamica interacţiei, fără contribuţia cinematică
(cu funcţia 2πδ ı̂n (2.32)),

−iM=
1

~

(
i e ū γν ui

)(−igνµ
q2

)(
−i jµ(~q)

)
(2.34)

• Recunoaştem ı̂n amplitudinea invariantă de mai sus factorul de vertex şi propaga-
torul fotonic din diagrama Feynman pentru calculul amplitudinii invariante −iM.
Factorul −i jµ este asociat sursei de câmp electromagnetic. In cazul unui nucleu ı̂n
repaus sarcina Ze a acestuia este cea care crează câmpul electrostatic, de aceea,
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e−
pi
HHjHH

e−
pf��*
��s

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

Aµ�
��
(a)

=⇒

ui HHjHH
uf

��*
��s

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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Figura 2.1: Imprăştierea unui electron pe un potenţial electrostatic A0 6= 0

j0(~x) = ρ(~x) = Ze δ(~x) ; ~j(~x) = 0 (2.35)
atunci

−iM =
(
i e ūf γ0 ui

)(−i
q2

)(
− i Ze

)
(2.36)

Diagrama corespunzătoare este prezentată ı̂n Fig.2.1 (b).

• Pentru un nucleu ı̂n repaus, (2.36) descrie dependenţa secţiunii de ı̂mprăştiere
Rutherford de transferul de 4-impuls q (cu Ef = Ei).

q2 =(pf−pi)2 =2m2 − 2pi · pf =2m2−2 (EiEf−~pi · ~pf )

=2m2 − 2EiEf+2|~pi||~pf | cos θ=2 (m2−E2)+2|~p|2 cos θ

=−2|~p|2(1− cos θ) = −4|~p|2 sin2(θ/2)
p
f

p
i

∆p=qθ

Intr-adevăr, am văzut
dσ

dΩ
∼ |M|2 ∼ 1

sin4(θ/2)

• Secţiunea eficace de
ı̂mprăştiere Rutherford
este,

∣∣∣∣∣ dσ

dΩ
=
Z2α2

4E2

1

sin4(θ/2)


