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Capitol 1

Procese QED perturbative de ordin
ı̂ntâi

• Luăm diagramele Feynman de ordin cel mai scăzut, cu două vertex-uri ı̂ntre care
avem un foton virtual de schimb:
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Figura 1.1: Diagrame Feynman de ı̂mprăştiere AB → CD.

• Amplitudinea de
tranziţie:

∣∣∣∣ Tfi = − i

~2

∫
j(1)
µ (x)

(
− 1

q2

)
jµ(2)(x) d4x (1.1)

• Folosind curenţii
Dirac j(1)

µ şi jµ(2):

∣∣∣∣

j
(1)
µ =−e ψ̄C γµ ψA=

(
− e ūC γµ uA

)
ei(pC−pA)·x

jµ(2) =−e ψ̄D γµ ψB =
(
− e ūD γµ uB

)
ei(pD−pB)·x

(1.2)

• Efectuând integrarea după x ı̂n expresia amplitudinii de tranziţie (1.1), obţinem

Tfi=−
i

~2

(
− e ūC γµ uA

)(
− 1

q2

)(
− e ūD γµ uB

)
︸ ︷︷ ︸

M

(2π)4δ(4)(pD+pC−pB−pA)

=− i

~2
(2π)4δ(4)(pD+pC−pB−pA)M
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5

unde transferul de 4-impuls q = pC − pA, iar amplitudinea invariantăM este:

M =
(
e ūC γ

µ uA

)(−gµν
q2

)(
e ūD γ

µ uB

)
(1.3)

• Pe baza amplitudinii invariante
M se determină secţiunea efi-
cace diferenţială de ı̂mprăştiere
(interacţie):

∣∣∣∣∣∣∣ dσ =
|M|2

F
dQ (1.4)

• unde F este fluxul de particule incidente, iar dQ este elementul de spaţiul fazelor
invariant Lorentz

dQ = (2π)4δ(4)(pC + pD − pA − pB)
d3pC

(2π)32EC

d3pD
(2π)32ED

(1.5)
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1.1 Imprăştierea Møller: e−e− → e−e−
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Figura 1.2: Diagramele Feynman ı̂mprăştiere e−e− → e−e− (Møller)

M = −e2 (ūC γµ uA) (ūD γµ uB)
(k′ − k)2

+ e2
(ūD γµ uA) (ūC γµ uB)

(k′ − k)2
(1.6)

• Evaluarea secţiunii eficace de ı̂mprăştiere e−e− nepolarizaţi şi nerelativişti |~p| → 0

utilizăm spinorii pentru e− incident şi e− emergent, exprimaţi prin stările de spin
χ(1) ↑ şi χ(2) ↓:

e− incident: u(s) =
√

2mc2

(
χ(s)

0

)

e− emergent: ū(s) =
√

2mc2
(
χ(s)† 0

) (1.7)

• In calculul secţiunii eficace de ı̂mprăştiere a electronilor cu medierea polarizării, ca
ı̂n cazul experimental, luăm toate configuraţiile posibile de spin.

|M|2 −→ |M|2 ≡ 1

(2sA+1)(2sB+1)

∑
toate stă-

rile de spin

|M|2 (1.8)

Prin sumarea şi medierea celor opt combinaţii posibile de stări de spin: ↑↑→↑↑
(I)+(II), ↓↓→↓↓ (I)+(II), ↑↓→↑↓ (I), ↓↑→↓↑ (I), ↑↓→↓↑ (II), ↓↑→↑↓ (II)
obţinem:

|M|2 =
1

4

(
4m2c4e2

)2
2

[(
1

t
− 1

u

)2

+
1

t2
+

1

u2

]
(1.9)

Unde variabilele Man-
delstam ı̂n SCM sunt

∣∣∣ {
t = −2p2(1− cos θ) = −4p2 sin2 θ

2

u = −2p2(1 + cos θ) = −4p2 cos2 θ
2

• unde θ este unghiul de ı̂mprăştiere, iar p = |~pi| cu i = A,B,C,D. Inlocuind |M|2
ı̂n relaţia ce face legătura cu secţiunea eficace, obţinem expresia secţiunii eficace
diferenţială de ı̂mprăştiere Møller e−e−:

dσ

dΩ

∣∣∣∣
scm

=
1

64π2s

|~pf |
|~pi|
|M|2 =

m2c4α2

16p4

(
1

sin4 θ
2

+
1

cos4 θ
2

− 1

sin2 θ
2

cos2 θ
2

)
(1.10)

unde α = e2/4π.
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1.2 Imprăştierea e−e+ → e−e+
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Figura 1.3: Diagrama Feynman ı̂mprăştiere e−e+ → e−e+ (Bhabha)
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1.3 Imprăştierea e−µ− → e−µ−
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Figura 1.4: Diagrama Feynman de ı̂mprăştiere e−µ− → e−µ−

M = −e2
(
ū(k′) γµ u(k)

)( 1
q2

)(
ū(p′) γµ u(p)

)
(1.11)

• Pentru a obţine secţiunea eficace (nepolarizată), va trebui să mediem pătratul ampli-
tudinii invariante după componentele de spin iniţiale şi sumare după componentele
de spin finale. Separăm sumele după spinii electronului şi ai muonului, adică:

|M|2 ≡ 1(
2(1/2)+1

)(
2(1/2)+1

) ∑
toate stă-

rile de spin

|M|2 =
e4

q4
Lµνel L

muon
µν

e

↑
µ

↑︸︷︷︸
incident

→
e

↑
µ

↑︸︷︷︸
emergent

e

↓
µ

↓︸︷︷︸
incident

→
e

↓
µ

↓︸︷︷︸
emergent

e

↑
µ

↓︸︷︷︸
incident

→
e

↑
µ

↓︸︷︷︸
emergent

e

↓
µ

↑︸︷︷︸
incident

→
e

↓
µ

↑︸︷︷︸
emergent

unde tensorul asociat cu
vertexul de electron este

∣∣∣ Lµνel =
1

2

∑
e−

[
ū(k′) γµ u(k)

][
ū(k′) γν u(k)

]∗
similar, tensorul asociat
cu vertexul de muon este

∣∣∣ Lmuµν =
1

2

∑
µ−

[
ū(p′) γµ u(p)

][
ū(p′) γν u(p)

]∗
• folosind teoremele de trace, Lµνel =

1

2
Tr
[(
6k′+mc2

)
γµ
(
6 k+mc2

)
γν
]

= 2
(
k′µkν + k′νkµ − (k′ · k −m2c4) gµν

)
similar Lmuµν = 2

(
p′µpν + p′νpµ − (p′ · p−M2c4) gµν

)
unde m este masa electronului, iar M este masa muon-ului.

• La limita relativistă, putem neglija termenii cu m2c4 şi M2c4, de aceea,

|M|2 =
8e4

(k − k′)4

[
(k′ ·p′)(k ·p) + (k′ ·p)(k ·p′)

]
(1.12)

• In plus, la această limită, variabilele Mandelstam devin:
s ≡ (k + p)2 = 2k · p = 2k′ · p′

t ≡ (k − k′)2 = −2k · k′ = −2p · p′

u ≡ (k − p′)2 = −2k · p′ = −2k′ · p
(1.13)

• Astfel, la energii ı̂nalte,
ı̂mprăştierea e−µ− nepolarizată,
are amplitudinea invariantă

∣∣∣∣∣ |M|2 = 2e4
s2 + u2

t2
(1.14)
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1.4 Imprăştierea e−e+ → µ+µ−
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Figura 1.5: Diagrama Feynman e−e+ → µ+µ−, obţinută din interacţia e−µ− → e−µ− prin
ı̂ncrucişarea e− ↔ µ−

M = −e2
(
ū(k′) γµ u(k)

)( 1
q2

)(
ū(p′) γµ u(p)

)
(1.11)

• Bazat pe rezultatele anterioare, putem obţine imediat amplitudinea pentru interacţia
e−e+ → µ+µ−. Din interacţia anterioară e−(k)µ−(p) → e−(k′)µ−(p′), facem
”ı̂ncrucişarea” µ−(p)↔ e−(k′), adică facem trecerea e−(k′) final la e+(−k′) iniţial
şi a µ−(p) iniţial la µ+(−p) final. Interschimbarea termenilor (1.13) face k′ ↔ −p,
cu schimbarea semnului 4-impulsurilor, adică se interschimbă canalele s ↔ t ı̂n
(1.14).

• Atunci, interacţia e−e+→µ+µ− are
amplitudinea invariantă (1.12),

∣∣∣∣ |M|2 = 2e4
t2 + u2

s2
(1.15)

• De data asta interacţia e−e+ → µ+µ− este un proces pe canalul s, iar diagrama
corespunzătoare este prezentată ı̂n Figura 1.5.

• Folosind legătura cu secţiunea efi-
cace diferenţială

∣∣∣∣ dσ

dΩ

∣∣∣∣
scm

=
1

64π2s

|~pf |
|~pi|
|M|2 (1.16)

• Atunci, secţiunea eficace
diferenţială pentru ı̂mprăştierea
e−e+→µ+µ−,

∣∣∣∣∣
dσ

dΩ

∣∣∣∣
scm

=
1

64π2s
2e4
[

1

2

(
1 + cos2 θ

)]
(1.17)

mărimea din parantezele drepte este (t2 + u2)/s2 din expresia (1.15).
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1.5 Imprăştierea Compton γe− → γe−

u
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Figura 1.6: Diagramele Feynman de ı̂mprăştiere Compton γe− → γe−

• Cele două diagrame Feynman de prim ordin pentru ı̂mprăştierea Compton sunt prezen-
tate ı̂n Fig.1.6, unde sunt indicaţi şi factorii de calcul ai amplitudinii invariante.

• Pentru fotonul incident avem ecuaţia undei plane: Aµ = εµ e
−i k·x/~ (1.18)

unde εµ este vectorul de polarizare al fotonului. Prin integrare după x exponenţiala dis-
pare, şi apare condiţia de conservare a 4-impulsului ı̂n vertex.
De aceea, vom ataşa liniei fotonice, ca funcţie de stare, doar factorul εµ.

Similar, pentru fotonul emergent
(
ε′ν e

−i k′·x/~
)∗

, ataşăm, ca funcţie de stare, factorul (ε′ν)
∗.

• atunci, termenul de vertex electron-foton, este: | (ūγµu) εµ (1.19)

• De data asta, ū este deja conţinut ı̂n propagatorul de electron, iar starea εµ este inclusă
ı̂n fotonul incident. Folosind regulile Feynman, obţinem următoarele amplitudini in-
variante pentru cele două diagrame Feynman:

−iM1 = ū(s′)(p′)

[
ε′∗ν (ieγν)

i(6p+ 6k +m)

(p+ k)2 −m2
(ieγµ) εµ

]
u(s)(p) (1.20)

−iM2 = ū(s′)(p′)

[
ε′∗µ (ieγµ)

i( 6p−6k′ +m)

(p− k′)2 −m2
(ieγν) ε′∗ν

]
u(s)(p) (1.21)

unde p, s şi p′, s′ sunt 4-impulsul şi spinul electronului incident, respectiv emergent. Similar,
k, ε şi k′, ε′ sunt 4-impulsul şi vectorul polarizare a fotonului incident respectiv emergent.

• De remarcat, amplitudinea invariantă a ı̂mprăştierii
Compton (M1 +M2) este simetrică la interschim-
barea (ı̂ncrucişarea) celor doi fotoni.

∣∣∣∣∣ k, ε←→ k′, ε′∗ (1.22)

• In continuare vom neglija masa
electronului, astfel variabilele
Mandelstam (1.13) pentru procesul
γ(k)+e(p)→γ(k′)+e(p′), sunt

∣∣∣∣∣∣∣

s ≡ (k + p)2 = 2k · p = 2k′ · p′

t ≡ (k − k′)2 =−2k · k′=−2p · p′

u ≡ (k − p′)2 =−2k · p′=−2k′ · p
(1.13)

• Cele două amplitudinii invari-
ante, (1.20) şi (1.21), sunt

∣∣∣∣
M1 = ε′∗ν εµū(p′)γν(6p+ 6k)γµu(p)/s

M2 = ε′∗ν εµū(p′)γµ(6p− 6k)γνu(p)/u
(1.23)
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• Pentru a obţine secţiunea eficace nepolarizată, va trebui să sumăm şi să mediem
|M1 +M2|2 pe toate stările de spin ale electronului şi fotonului iniţiali şi finali.

• Pentru fotonii fizici, putem face
ı̂nlocuirea

∣∣∣
∑
T

εT∗µ ε
T
µ′ −→ −gµµ′ (1.24)

T indică componenta transversală a polarizării.

Pentru stările ε′ de foton emergent avem o relaţie similară.

• Pentru amplitudinea invariantăM1, avem

|M1|2 =
e4

4s2

∑
s,s′

(
ū(s′) γν(6p+ 6k) γµ u(s)

)(
ū(s) γµ( 6p+ 6k) γν u

(s′)
)

(1.25)

Factorul 1/4 provine din medierea asupra stărilor iniţiale de spin ale electronului şi
fotonului.

• Relaţia de completitudine permite sumarea după stările uū

|M1|2 =
e4

4s2
Tr
(
6p′γν︸︷︷︸
−26 p′

(6p′+ 6k)γµ 6p γµ︸︷︷︸
−26p

(6p+ 6k) γν

)
?

=
e4

s2
Tr
(
6p′ 6k 6p 6k

)
=

4e4

s2
2
(
p′ · k

)(
p · k

)
= 2e4

(
−u
s

) (1.26)

unde am folosit 6p2 =p2 =0 precum şi proprietăţile trace-lor cu u=(p−k′)2.

Similar, obţinem pentru |M2|2 = 2e4
(
− s
u

)
iar M1M∗

2 = 0

(1.27)

• Astfel, amplitudinea Comp-
ton mediată după spin, este

∣∣∣∣ |M|2 = |M1 +M2|2 = 2e4
(
−u
s
− s

u

)
(1.28)
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1.6 Imprăştierea e+e− → γγ
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Figura 1.7: Diagramele Feynman anihilare perechi e+e− → γγ


