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January 25, 2022



.

”Verbum sapienti sat est”



Cuprins
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Capitol 1

Curenţi de tranziţie - stări reale de
particulă

1.1 Amplitudinea de probabilitate tranziţie

• Scopul urmărit este cel de obţinere a soluţiilor ψ(~x, t) ale ecuaţiei de stare (câmp).
Pentru ı̂nceput luăm mişcarea unei particule sub influenţa unui potenţial de interacţie
V (~x, t), descrisă prin ecuaţia Schrödinger dependentă de timp,

i~
∂ψ(~x, t)

∂t
=
[
Ĥ0 + V̂ (~x, t)

]
ψ(~x, t) (1.1)

• Soluţiile ecuaţiei (1.1) se caută
ca dezvoltări (superpoziţii) de
unde plane (particule libere)

∣∣∣∣∣ ψ(~x, t)=
∑
n

cn(t) φn(~x) e−iEnt/~ (1.2)

• Pentru a determina amplitudinea de tranziţie
Tfi, adică amplitudinile undelor parţiale cn(t),
vom substitui (1.2) ı̂n ecuaţia Schrödinger (1.1),

∣∣∣∣∣ ψi

ψn

-
-
-
-

• astfel obţinem sistemul de ecuaţii
diferenţiale lineare cuplate pentru
amplitudinile parţiale cm:

∣∣∣∣∣ dc
(1)
f

dt
= − i

~
c

(0)
i (t)Vfi(t) e

i(Ef−Ei)t/~ (1.3)

unde, Vfi(t) =

∫
φ∗f (~x) V̂ (~x, t)φi(~x) d3~x sau Vfi(t)=

〈
f
∣∣∣ V̂ (~x, t)

∣∣∣ i〉 (1.4)

• Prin integrarea (1.3) obţinem
amplitudinea c(1)

f (t) ı̂n apro-
ximaţia de ordin ı̂ntâi, cu o
singură stare iniţială: c(0)

i =1

∣∣∣∣∣∣∣∣
c

(1)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

c
(0)
i (t′)Vfi(t

′) ei(Ef−Ei)t
′/~ dt′

introducând Vfi(t) de mai sus

Tfi = c
(1)
f (t) = − i

~

∫
ψ∗f (x) V̂ (x)ψi(x) d4x

(1.5)

• Deci, ı̂n prezenţa perturbaţiei, se schimbă propagarea (amplitudinea iniţială c(0)
i =1

şi frecvenţa ωi =Ei/~) undei plane iniţiale ψi(t) = c
(0)
i e−iEit/~, vezi Figura 1.1 (a).

Are loc o tranziţie pe o altă stare ψf . Starea finală devine ψf (t)=c
(1)
f (t) e−iEf t/~.
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1.1. AMPLITUDINEA DE PROBABILITATE TRANZIŢIE 5

• In cazul ı̂n care potenţialul V (~x, t) = V (~x) este independent de timp, prin integrarea
restului după timp de la −∞ la +∞, amplitudinea de tranziţie T (1)

fi ≡ c
(1)
fi (1.5) devine

T
(1)
fi ≡ c

(1)
fi = − i

~
Vfi

∫ ∞
−∞

ei(Ef−Ei)t
′/~dt′︸ ︷︷ ︸

2πδ[(Ef−Ei)/~]

= −2π i Vfi δ(Ef − Ei) (1.6)

unde ~ s-a simplificat, deoarece δ(ax) =
δ(x)

a
cu a =

1

~
şi x = Ef − Ei.

• Amplitudinile de unde parţiale ı̂n aproximaţiile de ordin superior sunt:

c
(3)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

c(2)
m (t′) Vfm(t′) ei(Ef−Em)t′/~dt′ (m→ f) (1.7)

unde
c(2)
m (t′) = − i

~

∫ t′

t0

c(1)
n (t′′)Vmn(t′′) ei(Em−En)t′′/~dt′′ (n→ m) (1.8)

unde
c(1)
n (t′′) = − i

~

∫ t′′

t0

c
(0)
i (t′′′)Vni(t

′′′) ei(En−Ei)t
′′′/~dt′′′ (i→ n) (1.9)

unde c
(0)
i (t) = ci(t0) = 1 (o singură stare iniţială)

vezi diagrama din Figura 1.1 (c).
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Figura 1.1: Propagarea stărilor de câmp la următoarele perturbaţii:
(a) Vfi (1.5) ≡ (1.9) de ordin I la tranziţia i→ f
(b) Vfn (1.10) ≡ (1.8) şi Vni (1.9) de ordin II la tranziţia i→ f
(c) Vfm (1.7), Vmn (1.8) şi Vni (1.9) de ordin III la tranziţia i→ f

• Amplitudinea de tranziţie ı̂n aproximaţia de ordin doi se exprimă cu ajutorul soluţiei
din aproximaţia anterioară de ordin ı̂ntâi c(1)

n (t), adică,

T
(2)
fn = c

(2)
f (t) = − i

~

∫ t

t0

c(1)
n (t′) Vfn(t′) ei(Ef−En) t′/~ dt′ (n→ f) (1.10)

• La fel ca ı̂n cazul anterior, dacă potenţialul V (~x, t) = V (~x) este independent de timp,
după integrarea de la−∞ la +∞, amplitudinea de tranziţie ı̂n aproximaţia a doua este:

T
(2)
fi = c

(2)
f (t) = −2πi

∑
n6=i

VfnVni
Ei − En

δ(Ef − Ei) (i→ n→ f) (1.11)
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• Prin iteraţii succesive, obţinem c
(i)
m (t) din iteraţia i, cu ajutorul soluţiei anterioare

c
(i−1)
m (t′), astfel că la final soluţia pentru amplitudinea cm(t) va fi:

cm(t) = c(0)
m + c(1)

m + c(2)
m + . . . (1.12)

In calculul corecţiilor succesive de amplitudini (1.7) - (1.9), se face substituţia

Vfi → Vfi + Vfn
1

Ei − En
Vni + . . . (i→ n→ f) (1.13)

adică, prin sumarea celor două contribuţii (1.6) şi (1.11), amplitudinea de tranziţie va fi:

Tfi = −2πi δ(Ef−Ei)
[
Vfi + Vfn

1

Ei−En
Vni + . . .

]
(1.14)

1.2 Particule ı̂ncărcate nerelativiste ı̂n câmp EM (Schrödinger)

• Ecuaţia Schrödinger pentru descrierea stării particulei: Ĥψ(~x, t) = Eψ(~x, t)

cu Hamiltonianul pentru o particulă ı̂ncărcată q de
spin zero, ı̂n prezenţa unui câmp electromagnetic
descris prin potenţialul vector ~A(~x, t),

∣∣∣∣∣∣ H =

(
~p− q ~A

)2

2m

pentru cuantificare se trece la operatori: p̂ = −i~∇

iar, ecuaţia Schrödinger pentru o particulă ı̂ncărcată aflată ı̂n câmp electromagnetic este:[
− ~2

2m
∇2 +

i q ~
2m

(
∇̂ · Â︸ ︷︷ ︸

=0

+Â · ∇̂
)

+
q2

2m
~A2

︸ ︷︷ ︸
V̂ (x,t)

]
ψ(~x, t) = Eψ(~x, t) (1.15)

�
�
�@
@
@

sau

(
− ~2

2m
∇2 + E

)
ψ︸ ︷︷ ︸

ec. particulă liberă

=

(
i q ~
2m

Â · ∇̂︸ ︷︷ ︸
V̂ (x,t)

)
ψ (1.16)

de unde potenţialul de perturbaţie electromagnetic este: V̂ (x, t) =
i q ~
2m

~A · ~∇ (1.17)

Atunci, din (1.5), amplitudinea de tranziţie i→ f , ı̂n cazul aproximaţiei de prim ordin va fi

Tfi=c
(1)
f (t)=− i

~

∫ t

t0

Vfi(t
′) ei (Ef−Ei) t

′/~ dt′ (1.5)

unde Vfi(t) =

∫
φ∗f (~x) V̂ (~x, t)φi(~x) d3x cu V̂ (~x, t) dat de (1.17)
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iar câmpul electromagnetic poate fi o undă plană ~A= ~A0 e
i (~k·~x−ω t)+~A∗0 e

−i (~k·~x−ω t)

jfiµHH ��*
ψi HHj

HH
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Diagrama Feynman de
ı̂mprăştiere pe câmpul Aµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Amplitudinea de tranziţie ı̂n aproximaţia de ordin ı̂ntâi (1.6)
este:

T
(1)
fi = −2π i Vfi δ(Ef − Ei) (1.18)

1.3 Particule ı̂ncărcate relativiste de spin zero ı̂n câmp EM (Klein-
Gordon)

• In electrodinamica clasică, mişcarea unei par-
ticule cu sarcina q ı̂ntr-un potenţial electromag-
netic Aµ, se obţine prin substituţia:

∣∣∣∣∣ pµ −→ pµ − qAµ (1.19)

• Cuantificarea se face prin trecerea la operatori:

∣∣∣∣∣∣
i~∂µ −→ i~∂µ − qAµ sau

∂µ −→ ∂µ +
i

~
qAµ (1.20)

Atunci, ı̂n ecuaţia Klein-Gordon pentru o
particulă liberă

∣∣∣∣ (
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

)
ψ = 0 (1.21)

introducem interacţia cu câmpul electromagnetic, prin ı̂nlocuirile (1.20),

Ecuaţia Klein-Gordon pentru
o particulă ı̂n câmp EM

∣∣∣∣ [(
∂µ+

i

~
qAµ

)(
∂µ+

i

~
qAµ
)

+
m2c2

~2

]
ψ=0 (1.22)

dezvoltăm (1.22) şi separăm ı̂n membrul stâng partea Klein Gordon de particulă
liberă, iar ı̂n membrul drept partea de interacţie,[

∂µ∂
µ +

m2c2

~2

]
ψ =

[
− i

~
q
(
∂µA

µ + Aµ∂
µ︸ ︷︷ ︸

Aµ∂µ

)
+
q2

~2
AµA

µ

]
︸ ︷︷ ︸

−V̂

ψ ≡ −V̂ ψ (1.23)
�
�
�@

@
@

unde am identificat operatorul
potenţial de interacţie:

∣∣∣∣ V̂ (x) =
i

~
q
(
∂µA

µ + Aµ∂µ

)
(1.24)

Semnul lui V̂ s-a ales ca să fie acelaşi cu semnul termenului de energie cinetică ∂i∂i(
∂µ∂

µ=∂0∂
0−∂i∂i

)
din ecuaţia Schrödinger:

(
− ~2

2m
∂i∂

i

)
ψ=

(
E − V

)
ψ
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• Amplitudinea de tranziţie ı̂n
primă aproximaţia, a unei par-
ticule de sarcină q1, din ψi ı̂n
ψf pe un potenţial Aµ (vezi
Fig. de mai jos) este

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
T

(1)
fi (t)=− i

~

∫
ψ∗f (x) V̂ (x)ψi(x) d4x

=− i

~2

∫
ψ∗f i q1

(
∂µA

µ+Aµ∂µ

)
ψi d

4x

(1.25)

• Căutăm să separăm Aµ, folosind,
∫
ψ∗f ∂µ

(
Aµψi

)
d4x = −

∫ (
Aµ ψi

)
∂µψ

∗
f d

4x

Atunci, amplitudinea de tranziţie Tfi (1.25) cu Aµ separat apoi ı̂n dreapta, este:

Tfi ≡ c
(1)
f (t)=− i

~2

∫
i q1

[
− ∂µψ∗f

(
Aµψi

)
+ ψ∗fA

µ
(
∂µψi

)]
d4x

=− i

~2

∫
i q1

[
ψ∗f
(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
︸ ︷︷ ︸

jfiµ (x)

Aµ d4x
(1.26)

jfiµHH ��*
ψi HHj

HH

ψ∗f
��*
��tq1

~
(pi+pf )µ
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Diagrama Feynman de
ı̂mprăştiere pe câmpul Aµ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ı̂n (1.26) am identificat un curent de tip Klein-Gordon
de tranziţie ı̂ntre stările ψi şi ψf :

jfiµ (x) = i q1

[
ψ∗f
(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
(1.27)

atunci, amplitudinea de tranziţie (1.26) se poate scrie:

Tfi = − i

~2

∫
jfiµ Aµ d4x (1.28)

• Dacă mişcarea particulei incidente de
4-impuls pi şi a celei emergente de
4-impuls pf , este descrisă de undele
plane:

∣∣∣∣∣∣∣
ψi(x)=Ni e

−i pi·x/~

ψ∗f (x)=Nf e
+i pf ·x/~

(1.29)

unde, Ni şi Nf constante de normare

• Curentul de tranziţie (1.27) din diagrama Feynman din Figura de mai sus, va fi,

jfiµ = i
q1

~

[ ψ∗f︷ ︸︸ ︷
Nfe

ipf ·x/~

∂µψi︷ ︸︸ ︷
(−i)piNie

−i pi·x/~−

∂µψ∗f︷ ︸︸ ︷
ipfNfe

i pf ·x/~

ψi︷ ︸︸ ︷
Nie

−i pi·x/~
]

= Nf e
i pf ·x/~︸ ︷︷ ︸
ψ∗f

[q1

~
(
pi+pf

)
µ

]
︸ ︷︷ ︸
factor vertex

Ni e
−i pi·x/~︸ ︷︷ ︸
ψi

←− descriere prin
diagrama Feynman

= ψi

︷ ︸︸ ︷[q1

~
(
pi+pf

)
µ

]
ψ∗f = NiNf

︷ ︸︸ ︷[q1

~
(pi+pf )µ

]
ei (pf−pi)·x/~ (1.30)
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1.4 Particule ı̂ncărcate relativiste de spin 1/2 ı̂n câmp EM (Dirac)

• Ecuaţia Dirac pentru o particulă de
sarcină −e aflată ı̂ntr-un câmp elec-
tromagnetic Aµ

∣∣∣∣∣
(
i~ γµ∂µ −mc︸ ︷︷ ︸

ecuaţia Dirac pt.
particula liberă

+ eγµAµ︸ ︷︷ ︸
= −γ0V̂
potenţial
interacţie

)
ψ = 0 (1.31)

Astfel am separat operatorul potenţial de interacţie (perturbaţia): γ0V̂ = −eγµAµ

• In aproximaţia de ordin ı̂ntâi, amplitudiniea de tranziţie (1.5) pentru electron ı̂ntre
starea ψi şi ψf , cu definiţiile ψ† şi γ0, apoi Aµ separat ı̂n dreapta, este:

Tfi=−
i

~

∫
ψ†f

(γ0)2 =I
↓
V ψi d

4x=− i
~

∫
ψ†fγ

0︸︷︷︸
ψ̄

γ0V︸︷︷︸
−eγµAµ

ψi d
4x =

i

~

∫
e ψ̄f γµ ψi︸ ︷︷ ︸

jfiµ

Aµd4x (1.32)

• ı̂n (1.32) am identificat
un curent de tip Dirac de
tranziţie ı̂ntre stările ψi şi ψf

∣∣∣∣∣ jfiµ (x) = e ψ̄f γµ ψi (1.33)

• atunci, amplitudinea de tran-
ziţie (1.32) se poate scrie:

∣∣∣∣ Tfi = − i
~

∫
jfiµ Aµ d4x (1.34)

• Mişcarea particulei incidente de 4-impuls pi şi
a celei emergente de 4-impuls pf , este descrisă
de undele plane, cu spinorii Dirac ui şi ūf :

∣∣∣∣∣ ψi(x)=ui e
−i pi·x/~

ψ̄f (x)= ūf e
+i pf ·x/~

(1.35)

• Curentul de tranziţie (1.33),
folosind soluţiile Dirac, este

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
jfiµ = ψ̄f

(
eγµ
)︸ ︷︷ ︸

factor vertex

ψi ←− descriere prin dia-
grama Feynman

= ūf
︷ ︸︸ ︷(
e γµ

)
ui e

i(pf−pi)·x/~

(1.36)

acesta este un curent de tranziţie electromagnetic ı̂ntre stările i şi f ale electronului.

• Curentul Dirac (1.36) este reprezentat ı̂n diagrama
Feynman, cu factorul de vertex ieγµ, ca o matrice
4×4 ı̂n spaţiul de spin, flancat de spinorii coloană
u

(s)
i şi linie ū(r)

f , ce descriu electronii iniţial şi final
de impuls pi, respectiv pf şi stările de spin s şi r.

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

j
(fi)
µ

HH ��*
u

(s)
i
pi
HHj
HH

ū
(r)
f

pf��*
��t

i eγµ
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1.5 Imprăştierea a două particule ı̂ncărcate (Klein-Gordon)

• Folosind rezultatul anterior (1.28) al ı̂mprăştierii unei particule ı̂ncărcate pe un
potenţial electromagnetic Aµ, ca ı̂n Figura de la pag. 8, putem calcula amplitudinea
de ı̂mprăştiere a aceleiaşi particule ı̂ncărcate pe potenţialul creat de altă particulă
ı̂ncărcata. Diagrama Feynman pentru această ı̂mprăştiere a două particule ı̂ncărcate
este prezentată ı̂n Figura 1.2

j
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µHH ��*pA HHj

HH
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��*
��t
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.

j
(2)
µ

�� HHjpB
��*
��

pD

HHj
HH

t
Timp -

Figura 1.2: Diagrama Feynman de ı̂mprăştiere a două particule ı̂ncărcate.

• Figura 1.2 sugereează abordarea problemei, prin extinderea diagramei Feynman din
Figura de la pag. 8, la care trebuie adăugată sursa potenţialului Aµ, ca fiind produs de
a doua sarcină.

• Potenţialul Aµ este dat de ecuaţia Maxwell neo-
mogenă, cu sursa dată de curentul j(2)

µ . Dacă
folosim calibrarea Lorenz ∂µAµ= 0, avem:

∣∣∣∣∣∣ ∂ν∂
νAµ = jµ(2) (1.37)

• Curentul jµ(2) al sarcinii q2,

similar j(1)
µ (1.30), este:

∣∣∣∣ jµ(2) =
q2

~
NBND (pD + pB)µ ei (pD−pB)·x/~ (1.38)

4-impulsurile pA, pB, pC , pD sunt indicate ı̂n Figura 1.2.

• Câmpul electromagnetic Aµ, ca soluţie
a ecuaţiei Maxwell, este o undă plană:
Aµ∼eiq·x, unde q este 4-impulsul fotonu-
lui. Atunci, termenul I din (1.37) este:

∣∣∣∣∣∣∣
∂ν∂

νAµ=∂ν∂
νei q·x=

=−q2ei q·x = −q2Aµ
(1.39)

• Atunci din (1.37) avem
legătura ı̂ntre câmpul Aµ şi
sursa acestuia jµ(2):

∣∣∣∣∣∣ Aµ = − 1

q2
jµ(2) unde q = pD − pB (1.40)

q - transferul de 4-impuls

• Introducând această solu-
ţie ı̂n amplitudinea de tran-
ziţie (1.28) obţinem:

∣∣∣∣∣ Tfi = − i

~2

∫
j(1)
µ (x)

(
− 1

q2

)
jµ(2)(x) d4x (1.41)

• Folosind curenţii j(1)
µ

(1.30) şi jµ(2) (1.38),

∣∣∣∣

j

(1)
µ =

q1

~
NANC (pA + pC)µ e

i (pC−pA)·x/~

jµ(2) =
q2

~
NBND (pB + pD)µ ei (pD−pB)·x/~

(1.42)
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• Inlocuind curenţii (1.42) ı̂n amplitudinea de tranziţie (1.41), aceasta devine:

Tfi=−
i

~2

∫ (
q1NANC (pA + pC)µ e

i (pC−pA)·x/~
)(
− 1

q2

)
×

×
(
q2NBND (pB + pD)µ ei (pD−pB)·x/~

)
d4x

= − i

~2
NANBNCND

∫
ei (pC−pA+pD−pB)·x/~d4x︸ ︷︷ ︸

(2π)4δ(4)
[

(pC+pD−pA−pB)/~
] ×

×
(
q1(pA + pC)µ

)(
− 1

q2

)(
q2(pB + pD)µ

)
︸ ︷︷ ︸

M
• Efectuând integrarea după x,

∞∫
−∞

ei (pD+pC−pB−pA)·x/~ d4x︸ ︷︷ ︸
(2π)4δ(4)

[
pD+pC−pB−pA)/~

] = (2π)4 ~ δ(4)(pD+pC−pB−pA) (1.43)

~ a apărut deoarece δ(ay)=
δ(y)

a
cu a=

1

~
şi y=pD+pC−pB−pA

• In final, amplitudinea de tranziţie (1.41) va fi:

Tfi = − i
~
NANBNCND(2π)4δ(4)(pD+pC−pB−pA)M (1.44)

funcţia δ exprimă conservarea energie-impuls ı̂n procesul de ı̂mprăştiere a două particule
ı̂ncărcate.
• unde M este

amplitudinea
invariantă

∣∣∣∣∣ M =
[
q1

(
pA + pC

)
µ

](
− 1

q2

)[
q2

(
pB + pD

)µ] (1.45)

• deseori M se
exprimă ca mărime
imaginară:

∣∣∣∣∣−iM=
[
−iq1

(
pA+pC

)µ](−igµν
q2

)[
−iq2

(
pB+pD

)ν] (1.46)

• Factorii imaginari, cu −i ı̂n (1.46), s-au ales astfel ı̂ncât să poată fi utilizaţi şi pen-
tru diagramele de ordin superior. A se observa că ı̂nmulţirea acestor trei factori
(−i)(+i)(−i) din membrul doi, dă −i din membrul ı̂ntâi.

După cum se vede din simetria amplitudinii invariante (1.45), aceasta este aceeaşi fie
că se ia particula (1) ı̂n câmpul produs de particula (2), fie particula (2) ı̂n câmpul
particulei (1).

• In concluzie: Am obţinut expresia amplitudinii de tranziţie (1.46) pentru o particulă
(boson) ı̂ncărcată ı̂n interacţie cu un câmp electromagnetic (boson), interacţie de-
scrisă prin ecuaţia Klein-Gordon (1.22).



Capitol 2

Propagatori - stări virtuale de
particulă

2.1 Propagatori

• Am văzut că o linie ondulată de foton virtual (vezi de ex. Figura 1.2) reprezintă pro-
pagatorul interacţiei ca 1/q2, adică inversul 4-impulsului transferat prin acest foton.

• Dacă pentru determinarea curenţilor de tranziţie am folosit componenta de particulă
liberă a ecuaţiilor de câmp a acestora, acum, pentru determinarea propagatorului
vom folosi componenta ecuaţiei de câmp de particulă liberă, de schimb, respectivă.

• De exemplu, propagatorul fotonic din procesul de anihilare e+e− → γ → e−e+ din
Figura 2.1 este de forma 1/q2, unde q=pA+pB este dat de conservarea 4-impulsului.

e −

e+

e −p
C

p
A

e+

−i gµν

p
A B

p

−p −p
B D

+( 2)

Figura 2.1: Diagrama Feynman de anihilare e−e+ → γ → e−e+.

• In dezvoltarea perturbativă nerelativistă a amplitudinii de tranziţie (1.14) (pag. 6),
am văzut,

Tfi = −2πi δ(Ef−Ei)

[
Vfi +

∑
n 6=i

Vfn
1

Ei−En
Vni + . . .

]
(2.1)

• Am asociat Vfn=
〈
f
∣∣V̂ ∣∣n〉≡∫ φ∗f (~x)V̂ (~x, t)φn(~x) d3~x (1.4)

cu vertex-ul interacţiei, iar 1/(Ei−En), cu propagatorul interacţiei.

12
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• Pentru a generaliza expresia propagatorului din cazul Schrödinger şi la alte câmpuri,
vom folosi stările staţionare ale respectivelor câmpuri libere, exprimate prin
Hamiltonian-ul Ĥ0.
• Stările Schrödinger staţionare φn ≡

∣∣n〉 sunt stări
proprii Ĥ0 ale Hamiltonian-ului de particulă liberă:

∣∣∣∣ Ĥ0

∣∣n〉 = En
∣∣n〉 (2.2)

• Ecuaţia Schrödinger cu perturbaţia V̂ :
(
Ĥ0+V̂

)
ψ=E ψ (2.3)

• Putem rescrie Tfi (2.1) ı̂nlocuind En din propagator, folosind (2.2), cu operatorul
Hamiltonian liber Ĥ0 = p̂2/(2m), care apoi permite generalizarea relativistă, simi-
lară cu dezvoltarea Schrödinger iniţială (1.1).

Tfi = 2π δ(Ef−Ei)
〈
f
∣∣∣ [(−iV ) + (−iV )

i

Ei−Ĥ0

(−iV ) + . . .

] ∣∣∣i〉 (2.4)

adică factorul de vertex este −iV a.
aAcesta apare din ecuaţia Schrödinger dependentă de timp (1.1): i~∂ψ/∂t=

h
Ĥ0+V

i
ψ, unde perturbaţia

V , prin integrare, dă o dependenţa exp(−iV t/~). De aceea factorul de vertex va fi −(i/~)V

• Din (2.3) separăm operatorul Schrödinger,
ce dă starea perturbată, sub forma:

∣∣∣∣ −i
(
Ei−Ĥ0

)
ψ=−iV ψ (2.5)

• propagatorul Schrödinger va putea fi scris
ca inversul operatorului de mai sus,

∣∣∣∣ i

Ei − Ĥ0

=
i

V
(2.6)

• In general o particulă de masăm poate constitui un propagator de tip 1/(p2c2−m2c4).
La ı̂nceput studiem propagatorul fotonic din Fig.2.1 ı̂ntre cele două vertex-uri de
interacţie.
• Propagatorul intră ı̂n termenul perturbativ de ordin doi din dezvoltarea nerelativistă

(2.1).
T

(2)
fi = −i

∑
n6=i

Vfn
1

Ei−En
Vni︸ ︷︷ ︸

∼M

2π δ(Ef−Ei) (2.7)

• Aceasta exprimă amplitudinea de probabilitate ca fotonul să treacă de la un punct ı̂n
spaţiu, la alt punct din spaţiu ∆x, ı̂ntr-un interval ∆t de timp, sau să aibe o anumită
energie En (şi impuls). Această interpretare o vom folosi la generalizarea relativistă
a proceselor din stările intermediare, prin adăugarea de procese de creare şi anihilare
de particule virtuale.

• In acest fel va trebui să trecem de la descrierea Schrödinger la cele relativiste, adică:

să facem trecerea de la exprimarea
propagatorului iniţial prin diferenţa de
energii:

∣∣∣∣∣ 1

Ei − En
−→ 1

(pA + pB)2c2
(2.8)

• Să vedem cum apare ı̂n propagatorul relativist, pătratul energiei. O diagrama Feyn-
man este o sumă de diagrame ordonate temporal. Astfel, pentru cazul din Fig.2.1
avem două diagrame ordonate temporal, asemănătoare Fig.??, de data asta cu axa de
timp plasată pe abscisă.
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En Eγ= EfEi

t1 t2

A

C

B

D

En Eγ Ei Ef= + +

Eγ Ei+2=

EfEi

1
t2t

A

C

D

B

Figura 2.2: Diagrame Feynman de anihilare e−e+ → γ → e−e+ ı̂n OFPT

• Amplitudinea de tranziţie (2.7) (partea invariantă) va fi dată de suma celor două
contribuţii:

M∼ Vfn
1

Ei−Eγ
Vni+Vfn

1

Ei−2Ei−Eγ
Vni = Vfn

2Eγ
E2
i −E2

γ

Vni (2.9)

• Această metodă nerelativistă de calcul a amplitudinii de tranziţie,
este deseori numită ca ”old-fashioned perturbation theory” (OFPT).
In OFPT impulsul 3-dimensional se conservă ı̂n fiecare vertex, nu ı̂nsă şi en-

ergia particulelor virtuale (vezi pag.6). Totuşi acestea se află ”on-shell mass”
(p2 =m2c2).

• Evaluarea relativistă a propa-
gatorului ţine cont de relaţia

p2 =
E2

c2
− ~p 2 =m2c2

∣∣∣∣∣∣∣
E2
i =(EA+EB)2 =(pA+pB)2c2+(~pA+~pB)2c2

E2
γ =m2

γ c
4 + ~p 2

γ c
2

(2.10)

• Deoarece ~pγ=~pA+~pB, din
(2.10), propagatorul este:

∣∣∣∣ 1

E2
i −E2

γ

=
1

(pA+pB)2c2 −m2
γc

4
=

1

q2
(2.11)

• Am specificat ı̂n (2.11) masa particulei de schimb ca mγ (deşi pentru foton mγ =0),
pentru a putea fi utilă şi ı̂n cazul ı̂n care avem o particulă de schimb cu m 6= 0.

• Am văzut (2.6), propagatorul a fost exprimat ca inversul operatorului ecuaţiei de
câmp a particulei respective. Generalizarea relativistă (2.11) a propagatorului pentru
o particulă de schimb de masă m şi spin zero, este:

1

(pA+pB)2−m2c2
=

1

p2 −m2c2
(2.12)

• In diagramele Feynman, propagatorul este reprezentat ca linii interne, ce leagă par-
ticulele incidente cu cele emergente. Aceste linii interne descriu particule virtuale,
care nu satisfac condiţia de ”on-shell mass” (p2 6=m2c2). Conservarea energiei este
ı̂nsă asigurată doar pentru stările iniţiale şi finale, prin funcţia δ(Ef − Ei) din (2.1),
nu şi pentru stările intermediare (virtuale). Deoarece propagatorul se obţine prin in-
versarea operatorului ecuaţiei de câmp, prezintă singularităţi pentru ”on-shell mass”.
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• Fiecare din cele două diagrame ordonate temporal din Fig.2.2 (considerate separat)
nu sunt invariante. Dar prin includerea celui de-al doilea termen alături de primul
(nerelativist), s-a obţinut o expresie invariantă.

• Diferenţa importantă faţă de tratare nerelativistă OFPT, este că acum ı̂n tratarea
perturbativă, atât energia cât şi impulsul 3-dimensional se conservă ı̂n fiecare vertex.

• Să trecem să aplicăm această metodă la diferite ecuaţii de câmp şi să deducem forma
propagatorului pentru particulele descrise de aceste ecuaţii.

• In general, diversele interacţii pot fi privite ca superpoziţii de câmpuri libere ψ ∼
e−i p ·x, descrise prin diverse ecuaţii ca cele de mai jos:

– Câmpul de particule nerelativiste ψ cu ecuaţia Schrödinger: Ĥ0ψi=Eiψi

– Câmpul de fermioni ϕ descris de ecuaţia Dirac: (γµp̂µ −mc)ψ=0

– Câmpul de fotoni A, descris de ecuaţia de undă: ∂µ∂µAν = 0

– Câmpul Higgs ϕ descris de ecuaţia Klein-Gordon:
(
∂µ∂

µ +
m2c2

~2

)
ϕ = 0

– Câmpurile de interacţie slabă W±, Z cu ecuaţia Proca: ∂µF µν+m2Aν =0

2.1.1 Propagatorul de particule de spin zero (Klein-Gordon)

• Ecuaţia Schrödinger (2.5) cu potenţial
perturbator V , am văzut este:

∣∣∣∣ −i
(
Ei−Ĥ0

)
ψ=−iV ψ (2.5)

iar propagatorul Schrödinger, ca inver-
sul operatorului Schrödinger de mai
sus, am văzut (2.6), este:

∣∣∣∣∣ i

Ei − Ĥ0

=
i

V
(2.6)

• Ecuaţia Klein-Gordon cu potenţial per-
turbator (1.23), dacă se ı̂nmulţeşte cu
i conduce la o formă similară celei
Schrödinger de mai sus (2.5):

∣∣∣∣∣∣∣ i

(
∂µ∂

µ+
m2c2

~2

)
ψ=−iV ψ (2.13)

• Prin generalizarea relativistă a amplitudinii de tranziţie (2.4), vom scrie propaga-
torul pentru o particulă de spin zero, similar cu (2.6), ca inversul operatorului din
membrul stâng (2.13), ı̂n care ı̂nlocuim acţiunea operatorului ∂µ∂µψ ∼ −p2ψ

Adică, pentru o stare intermediară de 4-
impuls p, propagatorul Klein-Gordon este

∣∣∣∣ 1

i (−p2+m2c2)
=

i

p2−m2c2
(2.14)

Acelaşi rezultat ca cel din cazul fotonilor, vezi (2.12).
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2.1.2 Propagatorul de electroni (Dirac)

• Un electron aflat ı̂n câmp electromagnetic
este descris prin ecuaţia Dirac (1.31),

∣∣∣∣ (i~γµ∂µ−mc)ψ = −e γµAµψ (1.31)

• Propagatorul Dirac, ca inversul operatorului din membrul stâng (1.31), ı̂nmulţit cu
i, ı̂n care ı̂nlocuim ∂µψ∼−i~ pµ ψ, precum şi 6p = γµpµ, este:

i

(~2 6p−mc)
=

i ( 6p+mc)

(~2p2−m2c2)
=

i
∑
s

uū

(~2p2−m2c2)
(2.15)

unde am folosit 6p 6p = p2 şi relaţiile de completitudine (??).

La numărător avem suma după stările de spin ale electronilor virtuali. Vor trebui luate
toate stările de spin posibile şi să integrăm pe toate stările de impuls ale particulelor
din propagator.

• Un exemplu cu electronul ca particulă de schimb este procesul γe− → γe−. In
acest caz putem face comparaţia dintre tratarea nerelativistă a OFPT (vechea teorie
a perturbaţiilor) cu tratarea relativistă a perturbaţiilor (covariante).

t21t

e

e

e

γ

γ

+
e−

e−
e−

t21t

e+ γ

γ

=
e−e− t1 t2

e−

e+t2< t1 :

< t
2 :
et

1
−

γ γ

In OFPT impulsul 3-dimensional se
conservă ı̂n fiecare vertex, nu ı̂nsă şi
energia. Particula de schimb se află
”on-shell mass”: p2 =m2c2

Impulsul 4-dim se conservă ı̂n fiecare
vertex, inclusiv energia (vezi (1.11)).
Particula de schimb ı̂nsă nu se află ”on-
shell mass” p2 6= m2c2.

Figura 2.3: Diagrama Feynman γe− → γe−.

• Diagrama Feynman rezultantă cuprinde ambele posibilităţi, ı̂n care particula
de schimb este un electron cu secvenţa temporală t1 < t2, sau un pozitron ı̂n
cazul inversării temporale t2 < t1 a evenimentelor.
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2.1.3 Propagatorul de fotoni (Maxwell)

• Ecuaţia de stare pentru câmpul Aµ este:
sau
se poate scrie, dacă coborâm indicele lui
Aν = gνλAλ, sub forma:

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂µ∂

µAν−∂ν∂µAµ=jν

sau(
gνλ∂µ∂

µ − ∂ν∂λ
)
Aλ = jν

(2.16)

• Tinând cont de relaţia de calibrare
Lorentz ∂µA

µ = 0, ecuaţia de stare
(2.16) va fi:

∣∣∣∣∣ gνλ∂µ∂
µAλ = jν (2.17)

• Pentru soluţia de undă plană: A ∼ e−i q ·x iar ∂µ∂
µA = −q2

Inmulţind (2.17) la stânga cu gµν , cu co-
borârea indicelui ν, aceasta devine:

∣∣∣∣∣∣∣∣
gµν g

νλ︸ ︷︷ ︸
δλµ

∂µ∂
µAλ︸ ︷︷ ︸

(−q2λ)

= gµνj
ν︸ ︷︷ ︸

jµ

δλµ (−q2
λ) = jµ

• Propagatorul Maxwell se obţine ca in-
versul operatorului de câmp (membrul
stâng (2.17)) ı̂nmulţit cu i:

∣∣∣∣∣ i
− gµν
q2

(2.18)

2.1.4 Propagatorul de bosoni masivi vectoriali (Proca)

• Ecuaţia de stare pentru câmpul Proca Bµ de particule masive de spin 1, se poate obţine
ca membrul stâng al ecuaţiei pentru fotoni (2.16), cu ı̂nlocuirea ∂µ∂µ → ∂µ∂

µ +M2

[
gνλ
(
∂µ∂

µ +M2
)
− ∂ν∂λ

]
Bλ = 0 (2.19)

• Pentru soluţia de undă plană: B ∼ e−i p ·x iar ∂µ∂
µB = −p2

• Inversul operatorului de câmp (membrul stâng (2.19) se rezolvă sub forma,

i
[
gνλ
(
−p2 +M2

)
− pνpλ

]−1
= δµλ (αgµν + βpµpν) (2.20)

ı̂n raport cu α şi β.

• Atunci, propagatorul Proca este
mărimea din paranteze din mem-
brul drept al (2.20) ı̂nmulţit cu i:

∣∣∣∣∣ i (−gµν + pµpν/M2)

p2 −M2
(2.21)


