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Capitol 1

Impastierea particulelor cu spin 1/2



1.1. CONSTRUCTIE DIAGRAME FEYNMAN

1.1 Constructie diagrame Feynman

Curenti de particule Dirac (electroni)

Amplitudinea de tranzitie

Amplitudinea de tranzitie (imprégtiere),
in  aproximatia intdi din teoria
perturbatiilor, a unei particule de
sarcind ¢y, Intre stdrile v; in 1), datotitd
unui potential perturbator V(z) de
naturd electromagnetica,

Curenti de particule Klein-Gordon
() () d'a

i/
V(x)

——
i
==z /u/f iq (OHA“JrA”OH) W diax

(IO)Z
T = - [v}@) Ve 31(/)1-)( ) d's
Pia0 7OV (@
= /wf e"/u ) ‘/}1( )

Rescriem amplitudinea de tranzitie
Ty; cu separarea unui curent de
tranzitie jjf" si a campului electro-

Tyi=— [10[u} (0u0:) - @] 42 d'a

FALC))

e [
rorn)

fi

magnetic A*: g
atunci, amplitudinea de tranzitie se T J / AR T i / i qn A

i = = —— €T
poate scrie: Ji= 7y Ji fi R

Curentul de tranzitie de particula

Am identificat curentul de tranzifie
i— [, exprimat prin starile ¢; si ¢y:

i) = i [ (0u) = (05 4]

(@) = —e syt

ifi (s) -(fi) —(r)
Py Ju U u; Ji u
PR s I N2t T4
Diagrama Feynman de Tmpragtiere
pe campul electromagnetic A*
Yi(x)=N;erreelh bi(x)=uy(p) e /n
Miscarea particulelor externe cu p;, res- ips - _ .
* = - x/h /) — ipg-x/h
pectiv py, este descrisd de unda plana: wf(T) Nye Lf(‘r) uf(m 6” )
unde, N; si Ny constante de normare unde, u; $i %y sunt spinorii Dirac
Curentul de tranzitie :j/{i din dia- ]ﬂizﬂMNf (pitpy), et wrp0 w/h jli= (‘eﬂﬂ’u“i) cipr—pi) - /h
grama Feynman de mai sus, h ! :
Campul de schimb A" (fotoni) A jfll)

Diagrama Feynman de imprégtierea
reciprocd a doud particule incércate

D ie(pA+pc)“

——ie(p +PD)#
PpD
D

ey

unde curentul jé), ca sursi a
campului A*, este similar jf;

-](2)_ hNBND (pp+ps)e i(pp—pB) w/h

ity = (— ffﬂn”/“?m) ¢t (Pp—pp) -/h

Campul A produs de curentul j,(f),
conform ecuatiei Maxwell

8,0" Al = ji. @

Campul electromagnetic A”, este o

undi pland: A* ~ €%, unde q este 9,0 AF = 9,07 et */h= —gPete z/h _ —PAr
4-impulsul fotonului. Atunci,
Atunci, legétura intre cAmpul A* si 4 i d B
sursa acestuia j(‘;) este: - 7E](2) unde ¢ =Ppp—Ps
Amplitudinea invarianta
Introducand A* in amplitudinea de Ty = / 7/,1)( ’) < > Jofx x) d*z
tranzitie obtinem:
j;(tl) =—c€ &C‘ m YA

- ql T 7 — ‘T — i

];(AU:?A‘ AN (patpa), e Pora e/t = (—euc Vi UA) gilro—pa) z/h
Folosim curentii 5" si Jloy: "

' ‘ L @ o) Jiyy=—€eVp V" Up
]é):?NBND(pB‘FpD)HG (pp—pB)-x/h @) v
= (—e ap Y* UB) ¢i(po—pB)-7/h
In final, amplitudinea i .
de tranzitie \F/)a fi: i FNﬁNB NeNp(2m)*6 W pp-+pe—pu—pa) M Ty = 7%(27r)4()(4)<1’[1 +pc—p—pa)M
updeM est‘e arflphtu-‘ M= [Q1 (pA—f—pc)u] (—7>[92 (PB-H)D)M} M= (—eﬂc I UA) - (—e up y* UB)
dinea invariantd q q2
deseori M se exprima : [ g u] — G [ : u} ) . AV
st el : it ) () o)

ca mirime imaginaré: 2 iqi(pa+pc) 7 ig2 (P JFPD) iM=(ietucy" ua 2 ietpy up
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1.2 Imprastierea e e~ fara polarizare

Vom calcula amplitudinea invariantd si apoi sectiunea eficace cu ajutorul diagramelor
Feynman din Fig.1.1 pentru impréstierea e “e.

(1)

A I, C A C

PA ' pc pA pbc
1/¢ .5; + 1/q? g'

PB PD PB PD

Figura 1.1: Diagrame Feynman de Tmpristiere e e~ — e e .

Reludm rationamentul din cazul impréstierii a doud particule de Klein-Gordon.

e Amplitudinea de A Y Ly ., 4
tranzitie: Tyi= R2 /jﬂ () 2 J(2) (z)d'x
(1 7y = i(pc—pa)-z
e Folosind curentii J/(» '=—edc VuPa= (_ EUC T UA) eltpe=pa)e/h
i si e - ' (1.1)
w3 jly =—edpyr Yp= (_ etip At UB) ¢ilpp—pp)- /N

e Efectuand integrarea dupa = obtinem amplitudinea de tranzitie,

1
72 (27m)*6W (pp+pc—ps—pa) M

unde transferul de 4-impuls ¢ = pc — pa, iar amplitudinea invarianta M este:

Ty =

—iM = (ieﬂc ~H uA> (_Z‘Z‘w> (z’eﬂD ~H uB> (1.2)

e Si trecem sd evaludm si a doua diagramd Feynman din Fig.1.1. Amplitudinea de
tranzitie se obtine din (1.2) prin interschimbarea C' < D, dar cu un semn minus
datorat schimbului de fermioni identici. Astfel, amplitudinea completd de tranzitie
(n aproximatia de cel mai scdzut ordin) pentru imprdstierea e~ e~ este:

(e Y ua)(py*up) o (Up yuua)(tic V" up)
(pc —pa)? (pp —pa)?

e In calculul sectiunii eficace de imprastiere a electronilor

fara specificarea polarizarii, ca in cazul experimental, ludm toate configuratiile

posibile de spin. In acest caz vom media dupd toate stdrile initiale de spin, si
sumdm dupa stdrile finale de spin, adica facem inlocuirea:

M= _¢? (1.3)

M[* — M

(1.4)

1 2
E M
(2s4+1)(2sp+1) V| |
toate std-
rile de spin

unde s 4 si sp sunt starile de spin ale particulelor initiale.
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1.2.1 Sectiunea eficace de impristiere Mgller e e~

e Trecem la evaluarea sectiunii eficace de Tmprastiere Mgller pentru
e~e  nepolarizati si nerelativisti [p] — 0. In acest caz, suma dupd stirile
de spin este relativ simpla, iar functiile de stare pentru electroni sunt:

(s)
e~ incident: u®) = v/2mc? (X )

0 (1.5)
e~ emergent:  u® = v/2mc? <X(S)T O)
unde s = 1, 2 corespund spinului up si down de-a lungul axei z.
(
0 ’ 0 —
Adica, pentru (1.6)
0 0 o
X(2) — ; Ak =
1 —a* 0
\
( 2 5 —
i) — 2mec dacd =0
obtinem < 0 dacda u # 0 (1.7)
\ﬂ(s)’y“u(s/) =0 pentru toate y,dacd s # s

e Cu alte cuvinte, directia spinului nu se modificd in urma imprastierii nerelativiste a
electronilor. Aceasta, deoarece electronii interactioneaza in special prin intermediul
campului electric, care nu duce la schimbarea de spin. Insd la energii mai inalte,
intervine si cAmpul magnetic care poate inversa spinul.

e Introducand (1.7) in (1.3), si figuand cele sase amplitudini diferite de zero prin
directiile de spin corespunzitoare, obtinem:

M(AB—CD)=M(4B—CD)
A C A o | M=) =M= 1) = e amet (%_%)
pa pbc ba Pc (D+UT)
+ M(1E=10) = M(11 = 11) =~ dm?e* © 08
PB Pp PB PD ~
B D B 1
D uy Dofmfin— i) =m(ur—11) =tam®et 2

\ (I1)

unde termenii cu 1/¢ apartin primei diagrame, iar cei cu 1/u apartin celei de-a
doua diagrame. Variabilele Mandelstam ¢ si v sunt propagatorii fotonic, dati de
transferurile de 4-impuls. Facem sumarea dupa spini (1.4), avem

—2 1, L. /1 1\ 1 1
M= (4m*ce) 2 (2 == ) + 5+ (1.9)
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t = —2p*(1 — cos ) = —4p*sin® &
In SCM avem | (1.10)
u = —2p*(1 + cos ) = —4p? cos?

N[

unde 6 este unghiul de impréstiere, iar p = |p;| cui = A, B, C, D.

1 |Hf| 2
= =M 1.11
6125 M (1.11)

do
dsl|,.

e Expresia sectiunii eficace este:

e Inlocuind (1.9)1in (1.11)

40 in2? cog2 @
cos* 5  sin” 3 cos” 3

dst|,,,. 64n%s |pil 16p*

d 1 7 2cta? 1 1 1
2| = |pf||/\/l|2:mC& (-4 T a > (1.12)

S1n g
unde o = €% /4.
1.3 Imprastiereac yu~ — e pu-

e Sa vedem 1n continuare cum trebuiesc facute sumarile dupa spin,
in cazul in care trebuie sd finem cont de starile de spin si nu mai
putem folosi aproximatii nerelativiste ca in cazul anterior. De data
asta vom lua Tmpréastierea e~ — e p~ pentru a ilustra uti-
lizarea tehnicii de sumare dupd spini pentru diagrame Feynman
unice (de cel mai sciazut ordin), ca cel din Figura alaturata.

e Conform (1.2) amplitudinea invariantd M rezultatd din aceastd diagrama este:

M= (ak) v ult)) (2 ) (a0) 2 00) (113)

4-impulsurile sunt definite in Figura, iar g=k—k’.

M

e Pentru a obtine sectiunea eficace (nepolarizatd) do = dLips (1.14)

va trebui sd mediem patratul amplitudinii invariante dupa stdrile de spin, similar (1.4).
Separdm sumele dupa spini pentru vertex-urilor de electron si de muon, adica:

1
M| = M == L“” Lrmen 1.15
M| (2(1/2)+1) (2(1/2)+ Z' = (1.15)
toate sta
rile de spin
ep ep ep ep e ep e e
m—11 L= 1l L — Tl T -1
~— =~ ~ =~ ~— =~ ~~ =~
incident emergent incident emergent incident emergent incident emergent
) , 1 ~ ~ , *
unde tensorul asociat cu‘ o = 5 Z [u(k') oz u(k)] [u(k’) N u(k)} (1.16)
vertexul de electron este apini o
. . 1 _ _ *
similar, tensorul asomat‘ Lmon— 2 Z [u W) u(p)] [u @) u (p)} (1.17)
cu vertexul de muon este 2

spint pu—
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sSME
MPP — [MP = 2R Epy e (118)
(2(1/2)+17 ¢ "
1 *
unde tensorul pentru‘ LY =~ Z [a(k/)fyu u(k)] [ﬂ(k’)fy”u(k)} (1.19)
vertexul de electron este 2 apimi -

*

. 1 _ _
similar, tensorul pentru‘ Lyen — 5 Z [u(p’) Y u(p)] [u(p’) - u(p)} (1.20)
vertexul de muon este

spint =
e Notdm cd a doua paranteza dreaptd din (1.19), este o matrice 1 x 1 (1.7) pentru care con-
jugata complexa este egald cu conjugata hermiticad (transpusa si complex conjugatd),
adicd este:

u(k")
(TP )] = [u) 120 wl)] = [alh) o u(h)]

=0~V
unde am folosit 7770 = ~%9”, iar u'y" = u. Astfel, conjugarea complexi din (1.19) pur si
simplu inverseaza ordinea termenilor din produsul de matrici.
Vom trece sd scriem explicit produsul complex din (1.19) prin elementele de matrice indi-
viduale (indexate «, 3, . . ., cu sumarea implicitd dupd indicii care se repetd)

v 1 { s’ s _(s v | s’
Ly = 53 a ) Aty S (k) a8 (k) Al (K

—— ~ d
(}(;/erc?)aa <k+m62)ﬁv

unde am fdcut repozitionarea stirii u;s, deoarece este si ea o matrice si am folosit relatiile

de completitudine (vezi ANEXA): > u®(p) u*((p) =p+mc? unde p=-~,p", care permit
s=1,2

sumarea atat dupa spinii inifiali cat si dupa cei finali ai electronului, m este masa electronului.

Si evaluim sumele dupi spini din tensorul L’;". In acest scop vom folosi tehnica de trace’

“Reamintim proprietitile Tr(a)=> aiu
trace-lor de matrici: !
Tr(ab) EZaijbﬁ:Z b]'iaij ETT(ba) (1.21)
0] 4,7

Tr(abc) =Tr(cab) (permutatie matrici)

a1 a2 ais bi1 b1z bis
Si explicitim cazul ab= | a21 a2 a2 ba1 b2 b2z |=
az1 asz2 as3 bs1 b3z bas

a11b11+a12b214+a13b31 a11b12+a12b22ta13b32 a11b13+a12b23+a13b33
=| a21bi1ta22b21+a23b31 a21b12-+a22b22+a23b32 a21b13+a22b23+0a23b33
a31b114as2ba1+asszbsy a31b124-a32b204a33b32 a31b13+a32b23+a33b33

Trace-a este suma elementelor de matrice diagonale, avand termeni doar cu maxim doi indici diferiti.
Se exclud elementele cu termeni 1, 2, 3, de ex. a12b23.
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. y 1 v
Atunci: LY = (;% +mc )M Vhs (k"‘mc ) By o

explicit sumarea d — = — Z "+ me) " (4 me?) 7] (1.22)

= %Tr [(K 4+ mc®) v (k4 mc®) 7]

Astfel L) devine trace-a produsului a patru matrici 4 x 4.
Aceste trace de matrici au unele proprietdti utile”

“Reamintim, matricile -y satisfac relatia de anticomutare YEAY Yyt = 2gHY

Se poate obtine direct trace-a (suma elementelor de pe diagonald) produsului de matrici . Folosind
notatia ¢ = ~,.a", teoremele de trace se pot scrie:

Tr(l) =4
Trace-ul produsului unui numér impar de matrici -y, este zero (1.23)
Tr(d §) =4a-b ’
Tr(d Y ¢ d)=4[(a b)(c-d)—(a-c)(b-d)+(a-d)(b-c)]
Demonstrarea se face prin dezvoltirile:
Tr(d ¥) = *Tr(d Y+ d) = *29“”%6 Tr(I)=4a-b
Tr(dy - fn) = Tr m---@"’ﬂ
= ()" Tr (7 e fr®) = (1) Tr (- k)
L 4
dacd n este impar, trace-a este zero.
Try> =0
Trace cu matricea v°: Tr(v* ¢ ¥) =0 (1.24)
Tr(Y> d ¥ ¢ d)=41i €uuro a* b c* d°
unde €,,0, =—+1(—1) pentru u, v, A, o au o permutare pari (impard), si O pentru doi indici egali.
Yuy* =
Alte relatii utile in calculul de trace: Yu dy = =2 4 1.25
e relati1 utile 1n calculul de trace o d Yy = 4a-b ( )
Y d Yt ==2¢Yd
1.3.1 Amplitudinea de imprastierea ¢ 1~
e Putem acum si trecem la evaluarea tensorului L!) pentru vertex-ul de electron
(1.19), folosind teoremele de trace (1.23).
1 1 ,,
Ly =5Tr (7" ") + gm*cTr (4#7")
(1.26)

=2 (KR KR = (K - k= mPct) g )
e Evaluarea L;;/**" (1.20) este identicd. Adica,
LZLVuOn fr—y 2(p;pu + p;pu - (p/ : p - M264) g/u/> (1.27)

unde M este masa muon-ului.
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Pentru medierea (1.18) a pdtratului amplitudinii invariante, evaludm produsul
L7 Linom, astfel cd in final obginem valoarea mediatd dupd stdrile de spin:

8 4
M= i4 (K'-p)(k-p)+ (K p)(k-p)—mPc'p - p— MK - k+2m2M268] (1.28)
q
e La limita relativistd, putem si neglijim termenii cu m2c* si M2c*, de aceea,

8et
(k — k)4
e In plus, la aceastd limitd, variabilele Mandelstam devin:

s=(k+p)?=2k-p=2K -1/

M= (K-p')(k-p) + (K-p) (k-9 (1.29)

t=(h—k)?=—2k-k=—-2p-p (1.30)
u=(k—p)=-2k-p=-2k"p
Astfel, la energii Tnalte, interactia e 1~ nepo- — 2 2
* s wa e pnep MP =245 Y (1.31)

larizatd, are amplitudinea invariantd (1.29), este 12

1.4 Amplitudinea si sectiunea eficace de interactie e ¢ — ™

e Bazat pe rezultatele anterioare, putem obtine imediat amplitudinea pentru interactia
cu producere de perechi e”e®™ — ptp~. Din interactia anterioard e (k) u~(p) —
e (k') u=(p'), facem “incrucisarea” p~(p) < e~ (k'), adicd facem trecerea e~ (k') final
la et (—£') initial si a x~(p) initial la u*(—p) final. Interschimbarea termenilor (1.30)
se face prin k' < —p, cu schimbarea semnului 4-impulsurilor, adicd se interschimba
canalele s «» ¢ 1n (1.31).

e u u ¢ +
k [ / pﬂ
t=(k—kK)? —1%
! /
D Y <
- - It

Figura 1.2: Diagramele Feynman cu incrucisarea = (p) < e~ (k)

2 + u?
52

e Atunci, interactia e"et — T~ are
amplitudinea invarianta (1.29),

IM|? = 2¢* (1.32)

e De data asta interactia e"e™ — "y~ este un proces pe canalul s, iar diagrama cores-
punzdtoare este prezentatd in Figura 1.2.
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Bazat pe acest rezultat se poate

determina  sectiunea  eficace do| 1 a1 9

diferentiala pentru Tmprastierea a0 scm_ 647r2326 2 (1 t cos 9) (1.33)
e~et — ptu~, folosind relatia

(1.11).

mirimea din parantezele drepte este (¢* + u?)/s? din expresia (1.32).

Folosind o = €? /47, sectiunea diferen- do| o 2

tiala se poate scrie: a0 o 4s <1 +cos 0> (1.34)
Sectiunea totald se afla prin integrarea L Lo 4

dupi 0, ¢ cu d) = sin” 0 df de: ole’e” —ptu”) = 35 (1.35)
Pentru compararea cu datele experi-

mentale, de exemplu de la collider-ul

e~ et cu energia pe fascicul Ej, atunci - I 20(nb) 136
in SCM avem energia /s = 2Ej, iar oleter =) E%(in GeV'?) (1.36)
ecuatia (1.35) se poate scrie
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1.5 ANEXA

Relatiile de Completitudine

e Folosind expresiile matriciale ale spinorilor u si v precum si ale spinorilor adjuncti
= u'’ siv =010, adici,

¥ (&)
I O S . TiCl S _O_: ) ﬁc S
7o:<0 —1) B I I u():N(X()T mx(ﬁ)
E + mc?
e Calculidm intai relatia de completitudine pentru spinorii u(*)a(*):
) o
s) =(s) — AT2 s —o0-pc (s)t
s;,;b()u”_N <ﬂ) ) (x( )t <E—|—m02>x )
E+mc? X
—&-pc (1.37)
I Eime E+mé®  —é-je
=N*{ L= =pc+mc?
g-pc _(o-pc) g-pc  —(E—md)
E+mc? E+mc?

deoarece > \xT =1, cu N?’=E+mc?, iar = ~"p,.
Verificare (1.37)¢

“Dezvoltim expresia finald (1.37): pc+mc?

; I 0 0 o I 0
1% 2_ .0 —~tp. 2 = — i i ?
YEpuc+me® =v"poc—v'p; c+me (O —I> Poc (—O'Z 0) pic+ <0 ]> mc
poc+mc? —o'pic \ _ [(E+mc® —0 - pec
\ o'pic —poctme®] — \ G-pe —(E—mc?)

e Similar se determini si relatia de completitudine pentru spinorii v 5(): S v (p) 55 (p)

s=1,2
&) (p)a® (p) = 2
e In concluzie, relatiile s;g (p) ut* (p) =pec+me
de completitudine ’ (1.38)
sunt: ;g(s) (p) 2 (p) =pc — mc?

Aceste relatii matriciale 4 x 4 se folosesc 1n evaluarea diagramelor Feynman.



