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1.1. CONSTRUCŢIE DIAGRAME FEYNMAN 5

1.1 Construcţie diagrame Feynman
Curenţi de particule Klein-Gordon Curenţi de particule Dirac (electroni)

Amplitudinea de tranziţie
Amplitudinea de tranziţie (ı̂mprăştiere),
ı̂n aproximaţia ı̂ntâi din teoria
perturbaţiilor, a unei particule de
sarcină q1, ı̂ntre stările ψi ı̂n ψf datotită
unui potenţial perturbator V̂ (x) de
natură electromagnetică,

Tfi=−
i

~

∫
ψ∗f (x) V̂ (x)ψi(x) d4x

=− i
~

∫
ψ∗f

V̂ (x)︷ ︸︸ ︷
i q1

(
∂µA

µ+Aµ∂µ

)
ψi d

4x

Tfi = − i
~

∫
ψ†f (x)

(γ0)2

↓
V̂ (x)ψi(x) d4x

=
i

~

∫ ψ†γ0︷ ︸︸ ︷
ψ̄f (x)

γ0V̂ (x)︷ ︸︸ ︷(
−e γµAµ

)
ψi(x) d4x

Rescriem amplitudinea de tranziţie
Tfi cu separarea unui curent de
tranziţie jfiµ şi a câmpului electro-
magnetic Aµ:

Tfi=−
i

~

∫
i q1

[
ψ∗
f

(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
︸ ︷︷ ︸

jfiµ (x)

Aµ d4x Tfi=−
i

~

∫ (
−e ψ̄f γµ ψi

)
︸ ︷︷ ︸

jfiµ

Aµ d4x

atunci, amplitudinea de tranziţie se
poate scrie:

Tfi = − i
~

∫
jfiµ Aµ d4x Tfi = − i

~

∫
jfiµ Aµ d4x

Curentul de tranziţie de particulă
Am identificat curentul de tranziţie
i→f , exprimat prin stările ψi şi ψf :

jfiµ (x) = i q1

[
ψ∗f
(
∂µψi

)
−
(
∂µψ

∗
f

)
ψi

]
jfiµ (x) = −e ψ̄f γµ ψi

Diagrama Feynman de ı̂mprăştiere
pe câmpul electromagnetic Aµ

jfiµ
H �*ψi

pi
HHjHH

ψf
pf��*
��s
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j
(fi)
µ
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(s)
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ū
(r)
f

pf��*
��s

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

nAµ
Mişcarea particulelor externe cu pi, res-
pectiv pf , este descrisă de unda plană:

{
ψi(x)=Ni e

−i pi·x/~

ψ∗f (x)=Nf e
i pf ·x/~

unde, Ni şi Nf constante de normare

{
ψi(x)=ui(~p) e

−i pi·x/~

ψ̄f (x)= ūf (~p) e
i pf ·x/~

unde, ui şi ūf sunt spinorii Dirac

Curentul de tranziţie jfiµ din dia-
grama Feynman de mai sus,

jfiµ =
q1

~
NiNf (pi+pf )µe

i (pf−pi) ·x/~ jfiµ =
(
−eūfγµui

)
ei(pf−pi) ·x/~

Câmpul de schimb Aµ (fotoni)

Diagrama Feynman de ı̂mprăştierea
reciprocă a două particule ı̂ncărcate

j
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µ

H �*A HHjHHpA
C

��*
��pCu XXy ie
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pA+pC
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−i/q2

� Hj
jµ(2)
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��pB

D
HHj
HH
pD

u ��9 ie
(
pB+pD

)
µ
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� Hj
jµ(2)

B ��*
��pB

D
HHj
HH
pD

u ��9 ie γµ

unde curentul jµ(2), ca sursă a
câmpului Aµ, este similar jµfi

jµ(2) =
q2

~
NBND (pD+pB)µ ei (pD−pB) ·x/~ jµ(2) =

(
−eūDγµuB

)
ei (pD−pB) ·x/~

Câmpul Aµ produs de curentul j(2)
µ ,

conform ecuaţiei Maxwell
∂ν∂

νAµ = jµ(2)

Câmpul electromagnetic Aµ, este o
undă plană: Aµ ∼ eiq·x, unde q este
4-impulsul fotonului. Atunci,

∂ν∂
νAµ = ∂ν∂

νei q ·x/~ = −q2ei q ·x/~ = −q2Aµ

Atunci, legătura ı̂ntre câmpul Aµ şi
sursa acestuia jµ(2) este: Aµ = − 1

q2
jµ(2) unde q = pD − pB

Amplitudinea invariantă
Introducând Aµ ı̂n amplitudinea de
tranziţie obţinem:

Tfi = − i
~

∫
j(1)
µ (x)

(
− 1

q2

)
jµ(2)(x) d4x

Folosim curenţii j(1)
µ şi jµ(2):


j

(1)
µ =

q1

~
NANC (pA+pC)µe

i (pC−pA)·x/~

jµ(2) =
q2

~
NBND (pB+pD)µei (pD−pB)·x/~



j
(1)
µ =−e ψ̄C γµ ψA

=
(
−e ūC γµ uA

)
ei(pC−pA)·x/~

jµ(2) =−e ψ̄D γµ ψB

=
(
−e ūD γµ uB

)
ei(pD−pB)·x/~

In final, amplitudinea
de tranziţie va fi:

∣∣∣∣ Tfi = − i

~3
NANBNCND(2π)4δ(4)(pD+pC−pB−pA)M Tfi = − i

~
(2π)4δ(4)(pD+pC−pB−pA)M

undeM este amplitu-
dinea invariantă

∣∣∣ M=
[
q1

(
pA+pC

)
µ

](
− 1

q2

)[
q2

(
pB+pD

)µ]
M=

(
−e ūC γµ uA

)(
− 1

q2

)(
−e ūD γµ uB

)
deseoriM se exprimă
ca mărime imaginară:

∣∣∣∣ −iM=
[
−iq1

(
pA+pC

)µ](−igµν
q2

)[
−iq2

(
pB+pD

)ν]
−iM=

(
i e ūC γ

µ uA

)(−igµν
q2

)(
i e ūD γ

ν uB

)
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1.2 Imprăştierea e−e− fără polarizare
Vom calcula amplitudinea invariantă şi apoi secţiunea eficace cu ajutorul diagramelor
Feynman din Fig.1.1 pentru ı̂mprăştierea e−e−.
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B
��*
��pB

D

J
J
J
J
JĴ
pDu

Figura 1.1: Diagrame Feynman de ı̂mprăştiere e−e− → e−e−.

Reluăm raţionamentul din cazul ı̂mprăştierii a două particule de Klein-Gordon.

• Amplitudinea de
tranziţie:

∣∣∣∣ Tfi = − i

~2

∫
j(1)
µ (x)

(
− 1

q2

)
jµ(2)(x) d4x

• Folosind curenţii
j

(1)
µ şi jµ(2):

∣∣∣∣

j

(1)
µ =−e ψ̄C γµ ψA=

(
− e ūC γµ uA

)
ei(pC−pA)·x/~

jµ(2) =−e ψ̄D γµ ψB =
(
− e ūD γµ uB

)
ei(pD−pB)·x/~

(1.1)

• Efectuând integrarea după x obţinem amplitudinea de tranziţie,

Tfi = − i

~2
(2π)4δ(4)(pD+pC−pB−pA)M

unde transferul de 4-impuls q = pC − pA, iar amplitudinea invariantăM este:

−iM =
(
i e ūC γ

µ uA

)(−igµν
q2

)(
i e ūD γ

µ uB

)
(1.2)

• Să trecem să evaluăm şi a doua diagramă Feynman din Fig.1.1. Amplitudinea de
tranziţie se obţine din (1.2) prin interschimbarea C ↔ D, dar cu un semn minus
datorat schimbului de fermioni identici. Astfel, amplitudinea completă de tranziţie
(ı̂n aproximaţia de cel mai scăzut ordin) pentru ı̂mprăştierea e−e− este:

M = − e2 (ūC γµ uA)(ūD γ
µ uB)

(pC − pA)2
+ e2 (ūD γµ uA)(ūC γ

µ uB)

(pD − pA)2
(1.3)

• In calculul secţiunii eficace de ı̂mprăştiere a electronilor
fără specificarea polarizării, ca ı̂n cazul experimental, luăm toate configuraţiile
posibile de spin. In acest caz vom media după toate stările iniţiale de spin, şi
sumăm după stările finale de spin, adică facem ı̂nlocuirea:

|M|2 −→ |M|2 ≡ 1

(2sA+1)(2sB+1)

∑
toate stă-

rile de spin

|M|2 (1.4)

unde sA şi sB sunt stările de spin ale particulelor iniţiale.
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1.2.1 Secţiunea eficace de ı̂mprăştiere Møller e−e−

• Trecem la evaluarea secţiunii eficace de ı̂mprăştiere Møller pentru
e−e− nepolarizaţi şi nerelativişti |~p| → 0 . In acest caz, suma după stările

de spin este relativ simplă, iar funcţiile de stare pentru electroni sunt:

e− incident: u(s) =
√

2mc2

(
χ(s)

0

)

e− emergent: ū(s) =
√

2mc2
(
χ(s)† 0

) (1.5)

unde s = 1, 2 corespund spinului up şi down de-a lungul axei z.

Adică, pentru


χ(1) =

(
1

0

)
; γ0 =

(
I 0

0 −I

)

χ(2) =

(
0

1

)
; γk =

(
0 σk

−σk 0

) (1.6)

obţinem


ū(s)γµu(s) =

{
2mc2 dacă µ = 0

0 dacă µ 6= 0

ū(s)γµu(s′) = 0 pentru toate µ, dacă s 6= s′

(1.7)

• Cu alte cuvinte, direcţia spinului nu se modifică ı̂n urma ı̂mprăştierii nerelativiste a
electronilor. Aceasta, deoarece electronii interacţionează ı̂n special prin intermediul
câmpului electric, care nu duce la schimbarea de spin. Insă la energii mai ı̂nalte,
intervine şi câmpul magnetic care poate inversa spinul.
• Introducând (1.7) ı̂n (1.3), şi figuând cele şase amplitudini diferite de zero prin

direcţiile de spin corespunzătoare, obţinem:

A HHjHHpA

C
��*
��
pCs
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..

.

..

..

.

..

..

.

..

..

.
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..

.

..
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..

.

B ��*
��

pB
D

HHjHH
pDs +

(I)

A HHjHHpA

C

A
A
A
AAU

pCs
..
..
.

..

..

.

..

..

.

..

..

.

..

..

.

..

..

.

..

..

.

..

..

.

B ��*
��

pB

D

�
�
�
���

pDs
(II)



M
“
AB→CD

”
=M

“
AB→CD

”
M
“
↑↑→↑↑

”
=M

“
↓↓→↓↓

”
| {z }

(I)+(II)

= −e2 4m2c4
„

1

t
− 1

u

«

M
“
↑↓→↑↓

”
=M

“
↓↑→↓↑

”
| {z }

(I)

= −e2 4m2c4
1

t

M
“
↑↓→↓↑

”
=M

“
↓↑→↑↓

”
| {z }

(II)

= e2 4m2c4
1

u

(1.8)

unde termenii cu 1/t aparţin primei diagrame, iar cei cu 1/u aparţin celei de-a
doua diagrame. Variabilele Mandelstam t şi u sunt propagatorii fotonic, daţi de
transferurile de 4-impuls. Facem sumarea după spini (1.4), avem

|M|2 =
1

4

(
4m2c4e2

)2
2

[(
1

t
− 1

u

)2

+
1

t2
+

1

u2

]
(1.9)
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In SCM avem |

 t = −2p2(1− cos θ) = −4p2 sin2 θ
2

u = −2p2(1 + cos θ) = −4p2 cos2 θ
2

(1.10)

unde θ este unghiul de ı̂mprăştiere, iar p = |~pi| cu i = A,B,C,D.

• Expresia secţiunii eficace este:
dσ

dΩ

∣∣∣∣
scm

=
1

64π2s

|~pf |
|~pi|
|M|2 (1.11)

• Inlocuind (1.9) ı̂n (1.11)

dσ

dΩ

∣∣∣∣
scm

=
1

64π2s

|~pf |
|~pi|
|M|2 =

m2c4α2

16p4

(
1

sin4 θ
2

+
1

cos4 θ
2

− 1

sin2 θ
2

cos2 θ
2

)
(1.12)

unde α = e2/4π.

1.3 Imprăştierea e−µ− → e−µ−

• Să vedem ı̂n continuare cum trebuiesc făcute sumările după spin,
in cazul ı̂n care trebuie să ţinem cont de stările de spin şi nu mai
putem folosi aproximaţii nerelativiste ca ı̂n cazul anterior. De data
asta vom lua ı̂mprăştierea e−µ− → e−µ− pentru a ilustra uti-
lizarea tehnicii de sumare după spini pentru diagrame Feynman
unice (de cel mai scăzut ordin), ca cel din Figura alăturată.

e−HHjHHk
u e−

��*
��
k′
ūu
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.
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.

.

.

.

.

.
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.

.

.
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.

.

.

.

.

µ−�
�*�
�p

u µ−
HHjHH

p′

ū

u
• Conform (1.2) amplitudinea invariantăM rezultată din această diagramă este:

M = −e2
(
ū(k′) γµ u(k)

)(1

q2

)(
ū(p′) γµ u(p)

)
(1.13)

4-impulsurile sunt definite ı̂n Figură, iar q=k−k′.

• Pentru a obţine secţiunea eficace (nepolarizată) dσ =
|M|2

F
dLips (1.14)

va trebui să mediem pătratul amplitudinii invariante după stările de spin, similar (1.4).
Separăm sumele după spini pentru vertex-urilor de electron şi de muon, adică:

|M|2 ≡ 1(
2(1/2)+1

)(
2(1/2)+1

) ∑
toate stă-

rile de spin

|M|2 =
e4

q4
Lµνel L

muon
µν (1.15)

e

↑
µ

↑︸︷︷︸
incident

→
e

↑
µ

↑︸︷︷︸
emergent

e

↓
µ

↓︸︷︷︸
incident

→
e

↓
µ

↓︸︷︷︸
emergent

e

↑
µ

↓︸︷︷︸
incident

→
e

↑
µ

↓︸︷︷︸
emergent

e

↓
µ

↑︸︷︷︸
incident

→
e

↓
µ

↑︸︷︷︸
emergent

unde tensorul asociat cu
vertexul de electron este

∣∣∣ Lµνel =
1

2

∑
spini e−

[
ū(k′) γµ u(k)

][
ū(k′) γν u(k)

]∗
(1.16)

similar, tensorul asociat
cu vertexul de muon este

∣∣∣ Lmuonµν =
1

2

∑
spini µ−

[
ū(p′) γµ u(p)

][
ū(p′) γν u(p)

]∗
(1.17)
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|M|2 −→ |M|2 ≡

∑
spini e−µ−

|M|2(
2 (1/2)+1

)2 =
e4

q4
Lµνel L

muon
µν (1.18)

unde tensorul pentru
vertexul de electron este

∣∣∣ Lµνel =
1

2

∑
spini e−

[
ū(k′) γµ u(k)

][
ū(k′) γν u(k)

]∗
(1.19)

similar, tensorul pentru
vertexul de muon este

∣∣∣ Lmuonµν =
1

2

∑
spini µ−

[
ū(p′) γµ u(p)

][
ū(p′) γν u(p)

]∗
(1.20)

• Notăm că a doua paranteză dreaptă din (1.19), este o matrice 1×1 (1.7) pentru care con-
jugata complexă este egală cu conjugata hermitică (transpusă şi complex conjugată),
adică este: [ ū(k′)︷ ︸︸ ︷

u†(k′) γ0 γν u(k)
]†

=
[
u†(k) γν†γ0︸ ︷︷ ︸

=γ0γν

u(k′)
]

=
[
ū(k) γν u(k′)

]
unde am folosit γν†γ0 = γ0γν , iar u†γ0≡ ū. Astfel, conjugarea complexă din (1.19) pur şi
simplu inversează ordinea termenilor din produsul de matrici.
Vom trece să scriem explicit produsul complex din (1.19) prin elementele de matrice indi-
viduale (indexate α, β, . . . , cu sumarea implicită după indicii care se repetă)

Lµνel =
1

2

∑
s′

ū(s′)
α (k′)︸ ︷︷ ︸(

6 k′+mc2
)
δα

γµαβ
∑
s

u
(s)
β (k) ū(s)

γ (k)︸ ︷︷ ︸(
6 k+mc2

)
βγ

γνγδ u
(s′)
δ (k′)

?

unde am făcut repoziţionarea stării uδ, deoarece este şi ea o matrice şi am folosit relaţiile
de completitudine (vezi ANEXA):

∑
s=1,2

u(s)(p) ū(s((p) =6 p+mc2 unde 6 p≡ γµpµ, care permit

sumarea atât după spinii iniţiali cât şi după cei finali ai electronului,m este masa electronului.

Să evaluăm sumele după spini din tensorul Lµνel . In acest scop vom folosi tehnica de tracea

aReamintim proprietăţile
trace-lor de matrici:

8>>>><>>>>:
Tr(a)=

P
i

aii

Tr(ab)≡
P
i,j

aijbji=
P
i,j

bjiaij≡Tr(ba)

Tr(abc)≡Tr(cab) (permutaţie matrici)

(1.21)

Să explicităm cazul ab =

0B@ a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

1CA
0B@ b11 b12 b13

b21 b22 b23

b31 b32 b33

1CA=

=

0BB@
a11b11+a12b21+a13b31 a11b12+a12b22+a13b32 a11b13+a12b23+a13b33

a21b11+a22b21+a23b31 a21b12+a22b22+a23b32 a21b13+a22b23+a23b33

a31b11+a32b21+a33b31 a31b12+a32b22+a33b32 a31b13+a32b23+a33b33

1CCA
Trace-a este suma elementelor de matrice diagonale, având termeni doar cu maxim doi indici diferiţi.
Se exclud elementele cu termeni 1, 2, 3, de ex. a12b23.

.
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Atunci: Lµνel =
1

2

(
6k′ +mc2

)
δα
γµαβ

(
6k +mc2

)
βγ
γνγδ

explicit sumarea δ → =
1

2

∑
δ

[(
6k′ +mc2

)
γµ
(
6k +mc2

)
γν
]
δδ

=
1

2
Tr
[(
6k′ +mc2

)
γµ
(
6 k +mc2

)
γν
]

(1.22)

Astfel Lµνel devine trace-a produsului a patru matrici 4× 4.
Aceste trace de matrici au unele proprietăţi utilea

aReamintim, matricile γ satisfac relaţia de anticomutare γµγν+γνγµ = 2gµν

Se poate obţine direct trace-a (suma elementelor de pe diagonală) produsului de matrici γ. Folosind
notaţia 6a = γµa

µ, teoremele de trace se pot scrie:8>><>>:
Tr(I) = 4
Trace-ul produsului unui număr impar de matrici γµ este zero
Tr( 6a 6b) = 4a · b
Tr( 6a 6b 6c 6d)=4

ˆ
(a · b)(c · d)−(a · c)(b · d)+(a · d)(b · c)

˜ (1.23)

Demonstrarea se face prin dezvoltările:

Tr( 6a 6b) =
1

2
Tr( 6a 6b+ 6b 6a) =

1

2
2 gµνaµbν Tr(I) = 4 a · b

Tr(6a1 · · · 6an) = Tr 6̀a1 · · · 6anγ5γ5
´��?��?

= (−1)n Tr
`
γ5 6a1 · · · 6anγ5

´
= (−1)n Tr (6a1 · · · 6an)

6
dacă n este impar, trace-a este zero.

Trace cu matricea γ5:

8<:
Tr γ5 = 0
Tr(γ5 6a 6b) = 0

Tr(γ5 6a 6b 6c 6d)=4 i εµνλσ a
µ bν cλ dσ

(1.24)

unde εµνλσ=+1(−1) pentru µ, ν, λ, σ au o permutare pară (impară), şi 0 pentru doi indici egali.

Alte relaţii utile ı̂n calculul de trace:

8>><>>:
γµγ

µ = 4
γµ 6a γµ = −2 6a
γµ 6a 6b γµ = 4 a · b
γµ 6a 6b 6c γµ = −2 6c 6b 6a

(1.25)

1.3.1 Amplitudinea de ı̂mprăştierea e−µ−

• Putem acum să trecem la evaluarea tensorului Lµνel pentru vertex-ul de electron
(1.19), folosind teoremele de trace (1.23).

Lµνel =
1

2
Tr (6k′γµ 6kγν) +

1

2
m2c4Tr (γµγν)

=2
(
k′µkν + k′νkµ − (k′ · k −m2c4) gµν

) (1.26)

• Evaluarea Lmuonµν (1.20) este identică. Adică,

Lmuonµν = 2
(
p′µpν + p′νpµ −

(
p′ · p−M2c4

)
gµν

)
(1.27)

unde M este masa muon-ului.
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Pentru medierea (1.18) a pătratului amplitudinii invariante, evaluăm produsul
Lµνel L

muon
µν , astfel că ı̂n final obţinem valoarea mediată după stările de spin:

|M|2= 8e4

q4

[
(k′ ·p′)(k ·p)+(k′ ·p)(k ·p′)−m2c4p′ · p−M2c4k′ · k+2m2M2c8

]
(1.28)

• La limita relativistă, putem să neglijăm termenii cu m2c4 şi M2c4, de aceea,

|M|2 =
8e4

(k − k′)4

[
(k′ ·p′)(k ·p) + (k′ ·p)(k ·p′)

]
(1.29)

• In plus, la această limită, variabilele Mandelstam devin:
s ≡ (k + p)2 = 2k · p = 2k′ · p′

t ≡ (k − k′)2 = −2k · k′ = −2p · p′

u ≡ (k − p′)2 = −2k · p′ = −2k′ · p
(1.30)

• Astfel, la energii ı̂nalte, interacţia e−µ− nepo-
larizată, are amplitudinea invariantă (1.29), este

∣∣∣∣ |M|2 = 2e4 s
2 + u2

t2
(1.31)

1.4 Amplitudinea şi secţiunea eficace de interacţie e−e+→µ+µ−

• Bazat pe rezultatele anterioare, putem obţine imediat amplitudinea pentru interacţia
cu producere de perechi e−e+ → µ+µ−. Din interacţia anterioară e−(k)µ−(p) →
e−(k′)µ−(p′), facem ”ı̂ncrucişarea” µ−(p) ↔ e−(k′), adică facem trecerea e−(k′) final
la e+(−k′) iniţial şi a µ−(p) iniţial la µ+(−p) final. Interschimbarea termenilor (1.30)
se face prin k′ ↔ −p, cu schimbarea semnului 4-impulsurilor, adică se interschimbă
canalele s↔ t ı̂n (1.31).

e−HHjHHk
u

t=(k−k′)2 -

e−

��*
��
k′
ūu

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

µ−��*
��p
u µ−
HHjHH

p′

ū

u
e−
@
@R
@@

k

e+

�
�	

�

−k′

s=
[
k−(−p)

]2
?u. . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . .. . . . .u

µ+
�
�	

��
−p

µ−
@
@R
@

p′

Figura 1.2: Diagramele Feynman cu ı̂ncrucişarea µ−(p)↔ e−(k′)

• Atunci, interacţia e−e+→µ+µ− are
amplitudinea invariantă (1.29),

∣∣∣∣ |M|2 = 2e4 t
2 + u2

s2
(1.32)

• De data asta interacţia e−e+ → µ+µ− este un proces pe canalul s, iar diagrama cores-
punzătoare este prezentată ı̂n Figura 1.2.
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• Bazat pe acest rezultat se poate
determina secţiunea eficace
diferenţială pentru ı̂mprăştierea
e−e+ → µ+µ−, folosind relaţia
(1.11).

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
dσ

dΩ

∣∣∣∣
scm

=
1

64π2s
2e4

[
1

2

(
1 + cos2 θ

)]
(1.33)

mărimea din parantezele drepte este (t2 + u2)/s2 din expresia (1.32).

• Folosind α= e2/4π, secţiunea diferen-
ţială se poate scrie:

∣∣∣∣ dσ

dΩ

∣∣∣∣
scm

=
α2

4s

(
1 + cos2 θ

)
(1.34)

• Secţiunea totală se află prin integrarea
după θ, ϕ cu dΩ = sin2 θ dθ dϕ:

∣∣∣∣ σ(e+e− → µ+µ−) =
4πα2

3s
(1.35)

• Pentru compararea cu datele experi-
mentale, de exemplu de la collider-ul
e−e+ cu energia pe fascicul Eb, atunci
ı̂n SCM avem energia

√
s = 2Eb, iar

ecuaţia (1.35) se poate scrie

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ σ(e+e− → µ+µ−) =
20(nb)

E2
b (ı̂n GeV 2)

(1.36)
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1.5 ANEXA

Relaţiile de Completitudine

• Folosind expresiile matriciale ale spinorilor u şi v precum şi ale spinorilor adjuncţi
ū ≡ u†γ0 şi v̄ ≡ v†γ0, adică,

γ0 =

(
I 0
0 −I

)
; u(s) =N

 χ(s)

~σ · ~p c
E +mc2

χ(s)

 ; ū(s) =N

(
χ(s)† −~σ · ~p c

E +mc2
χ(s)†

)

• Calculăm ı̂ntâi relaţia de completitudine pentru spinorii u(s)ū(s):

∑
s=1,2

u(s) ū(s) =N2

 χ(s)

( ~σ · ~p c
E+mc2

)
χ(s)

(χ(s)†
( −~σ · ~p c
E +mc2

)
χ(s)†

)

=N2


I

−~σ · ~p c
E+mc2

~σ · ~p c
E+mc2

−
(
~σ · ~p c
E+mc2

)2

=

E+mc2 −~σ · ~pc

~σ · ~pc −(E−mc2)

=6pc+mc2

(1.37)

deoarece
∑
χ(s)χ(s)† = I , cu N2 =E+mc2, iar 6p = γµpµ.

Verificare (1.37)a

aDezvoltăm expresia finală (1.37): 6pc+mc2

γµpµc+mc
2 = γ0p0 c−γipi c+mc2 =

„
I 0
0 −I

«
p0c−

„
0 σi

−σi 0

«
pic+

„
I 0
0 I

«
mc2

=

 
p0c+mc

2 −σipic
σipic −p0c+mc

2

!
≡

 
E+mc2 −~σ · ~pc
~σ · ~pc −(E−mc2)

!

• Similar se determină şi relaţia de completitudine pentru spinorii v(s)v̄(s):
∑
s=1,2

v(s)(p) v̄(s)(p)

• In concluzie, relaţiile
de completitudine
sunt:

∣∣∣∣∣
∑
s=1,2

u(s)(p) ū(s)(p) =6pc+mc2

∑
s=1,2

v(s)(p) v̄(s)(p) =6pc−mc2
(1.38)

Aceste relaţii matriciale 4× 4 se folosesc ı̂n evaluarea diagramelor Feynman.


