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1.1 Cuantificarea campului Dirac

e Cuantificarea oricdror campuri se face prin exprimarea amplitudinilor din dez-
voltarea generald Fourier a cAmpului, ca superpozitie de cAmpuri libere.

Dacd in teoria campurilor clasice, amplitudinile dezvoltdrii dupd campuri
libere se determinda ca transformata Fourier a acestor dezvoltiri, 1In
teoria campurilor cuantice, amplitudinile dezvoltarii dupa campurile cuantice
libere, ca vectori de baza ai unui spatiu Hilbert, se determind prin proiectarea pe
fiecare din aceste campuri cuantice libere.

Sd exprimam intai Lagrangian-ul si Hamiltonian-ul de camp Dirac cuantic.

e Lagrangian-ul, de cdmpuri Dirac cuan- L = ihpy"0,p — mepp (1.1)
tice exprimat prin ¢ si ©:
. . . : N
e Campul Dirac de impuls conjugat 7= — =ihpy’ = ih ¢! (1.2)
canonic este dat de operatorul: ofte
e Folosind ecuatia Dirac ih "0, p—mcp=0|!

Hamiltonian-ul de cAmp Dirac cuantic,

™

. — . . . ,
Hp= 7p—L=ihpY° op—ih py" 0, p+mc P =0 (—ihy’@i—i—mc) % (1.3)

[ J/

—ihpyi0;p —ihy08y di}; ec.Dirac
= P(ihn 80 p) =ih ¢' 9o
e Hamiltonian-ul de camp Hp= / Hp &7 (1.4)
Dirac cuantic, folosind (1.3), A
este: deoarece z‘h‘fi—?: [H ,H ] =0 = Hp e independent de ¢

e Ecuatia Heisenberg de miscare pen- .
tru operatorul de camp Dirac cuantic 09 N PO 3
th—=|¢,Hp (1.5)
O(Z,t) este: ot

e Soluiile de unda pland de camp liber Dirac ¢(Z,t) si P(7, ), se folosesc acum ca
operatori de cAdmpuri cuantice ¢ si @, exprimate cu ajutorul spinorilor Dirac u4(p)

si vs(p), sunt:

"Atentie ! 4" nu este 4-vector, iar 0, este 4-vector covariant cu metrica (+, +, +, +).
Apoi, desi trecerea la cAmpuri cuantice se face prin ¢ — 0, ¢, pentru densitdti de Hamiltonian si de campuri se
imparte cu d>Z, atunci rimane valabili trecerea ¢ — 9.
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P(Z, 1) =uy(7) e 7/ P&, 1) = vy () eTi7/
1 0 p3c M
: 1 | E|+mc? |E|+mc?
p3sc (p1 — ip2)c (p1 + ip2)c —p3c
u = ) T, 9 ;U = ’
1.2~ | E+me? E + mc2 2= B Fme? |E|+mc?
(p1 + ip2)c —psc 1 0
E + mc? E + mc? 0 1

(1.6)

e Solutia generald de camp Dirac o scriem ca o superpozitie de unde plane, de data

asta ca operatori luati la acelasi timp, ca in cazul oricarui camp cuantic,

Z/\/—ZE
Z/\/—ZE

#E Z/\/—2E

(P07 7 4847 ) 1)

(b)) =7l ) () /)

(bs(3) vl (@) e~/ al (@) ul () € ) (1.7)

e Coeficientii d,(7) si by(p) au structurd de operatori, pe cAnd uy(p) si vy(p) sunt

cunoscutii spinori Dirac.

e Va trebui sd tinem

cont de relatiile de U (P)us(P) = Ors 0, (P)us(p) =0
ortogonalitate pentru 0, (P)vs(P) = —6rs ., (p)vs(p) =0
spinori:

() 1" (P) = u} () s() = s

e De asemenea,
avem nevoie de "
identitétile: T.(P) Y0vs(P) = UI () vs(P) = —ps
m

(1.8)

(1.9)

(1.10)

Aceste identitdti pot fi demonstrate dupd cum urmeaza:

Pentru I-a identitate (1.9), plecim de la: | ul (p) u,s(p) = @, (p) Y us(p)

Folosind ecuatiile Dirac pentru spinori:

(’Y”Pu—mfus(ﬁ)zo — U (p) (’y“pﬁ—m)zo

1 1
= —~H m _ 7 “
us(p) Ypuus(D) us(p) Us(P) Y pu
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L/ _
5 (7 s () + 7 (7)) s (7))
) ufﬁfﬂ 51i£§ﬁ
=5 (m ()7’ 7 putes (D) + 1 (D)7 P 7 s (ﬁ))

ul (p)us(p)

= 5 {27} pus )
m N—_——

2g0m

{71} = 29"

ul (P (p) = 5w Fu(p) = = a,

1.1.1 Determinarea amplitudinilor Fourier

e Si trecem la exprimarea amplitudinii a,.(p):

3y m

o(T,1) = Z/(%)B; [as(mus(ﬁ)e*ip-x + bg(ﬁ)vs@em] (1.11)

Proiectim (1.11) pe componenta armonici e*?"* de functii ortogonale:

/dBfgo(f, t)e'r e —Z/dg‘“
_Z/dz)w

(ﬁ)u (P)e” i(p—p')- x—i—b*(ﬁ)v (@e (p+p')-= ]

[an(Pun() e T

() ¢ e 4]

Pentru integrala dupa x, folosim functia d:

d3f b J! g - d?’f i Lt .z - —
/(27r)36 ERT=SE-F) /(2@36(“‘” =8(K+k (112

Atunci, integrala de mai sus dupd d>7 va fi:

/ TR =3 /d3p = |ag(us () e 6 (- )

H @ )
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Acum, putem face si integrala dupd p

’ mr - 5 5 _,/ P20
[Ezetz e =3 B @y u@) + -5 o) ]
— - ip-x mr 12w
/dgx o(Z,t)e'P " = - as(P) us () + bl (—p) vs(—p) €2 t}
hord hord —ip-x mr 72w
JEze@ e =3 2 [P u-p) + HE) e ]

Proiectdm mai departe pe u,

/d3fﬂr<m ga(f, t) P T | ZZL[ ﬁ)uT ﬁ)us( ]5) +bl(ﬁ)ﬂr(ﬁ) Us<ﬁ) ei2wt}

N =0(1.8)

[Ezn@e@ e =3 ma-Hu) w-p

——

0 (P) = U (=P 3 us(—p) = 7 us(p)

BETA—D) A0 o(F 1) e—iPT | — moo 0
T, (—p)7" p(Z,t) e =) Luas( P) ur(P) 7 us(P)
—_———

s :i(;'rs

din (1.9) avem 0, () us(P) = —5,
m

[E7 a2 el@ e = Y a8 = a(-5)

Operatorul cdutat, ca amplitudinea a, (p) a dezvoltarii Fourier (1.11), este:

a,(p) = / E*Tu,(P) (T, ) e (1.13)

sau a,(p) = /deui(ﬁ) (T, t) e "
Operatorul hermitic conjugat a! (p) este:

AP = @760 unp e (1.14)

al(p) = /d?’f B(Z, 1) Y u, (p) e 712" (1.15)




CUPRINS

e Si trecem acum sd exprimim si amplitudinea b, (p) din dezvoltarea adjuncta:

<l

5.0 =3 [AE D e +dme] o

Proiectim (1.16) pe componenta armonici e*?"** de functii ortogonale:

/d%go(x t)e'r e —Z/d‘g* o
_Z/d?’* &’p

b (T (P al (P () |

EIS

[ e it
+al (7T, (5) ¢ (@' Hw)t p—i (E’+E)-f}

EIS

Pentru integrarea dupd x, folosim expresiile (1.12), cu functia §

de i(h—L"Y. 7 3,7 g d3f ST T 0, —
—i(k—k')& _ 3. _ 1/ . i(k+k')Z _ 3 E 4k 1.12
/(27?)36 Ok =K) /(27)36 0°(K' + k) (1.12)

Atunci, integrala de mai sus dupi d37 va fi:

JoeEpE 0|3 [ T ) +

al (7)) € 8 + )|

Acum, facem si integrala dupa p

g mr SN — =) S\ — S\ 320"
/dgw(ﬂc e 7= —|bs(B")Ts(") + al (=5") Ts(—p") " t}
- ip-x mry — — 7 2w
[Ez@ e =30 2 0@ .6+ ol (-Pu(- e
- = —ip-x m — —_— 72w
[ezetz e =3 2 b -pu-n + d@ nm e

Proiectdim mai departe pe v,.(p)

/d3([_f @(f,t) UT<]3) . Z%[bs(_mﬂs(_@vr(m +ai(ﬁ) ﬂs<m Ur(ﬁ) eithi|

s =0(1.8)




1.1. CUANTIFICAREA CAMPULUI DIRAC

/d%@(f,t)@e‘mx —Z—b (=) ve (D)

v(P) = =" (=0) 3 Ts(—D) = —Ts(p)y"

372 =(7 0 —ip-T
-[#7 v Pu R =3 S LB )
din (1.10) avem  7,(5) 720, (p) = %(25

JE7 0@ 0 0 (=) | = S () 8o = bl

/ &5 (7, 1)1 0.7 €77 = b, (7)

b.(p) = /d?’f@(:f, )7, (p) e'P* (1.17)

sau b (p) = /d3f¢T(f, t) v.(p) eP "
Operatorul hermitic conjugat b} () este:

b () = / P7l(F) o7, 1) e

bl (p) = / P vl (p) p(E,t) e P (1.18)

e In concluzie, setul complet de operatori cautati, este:

o) = [ (el ) e
olp) = [dapl@ 0w e
b(7) = [ 2@ 00
) = [ el el@ e e

(1.19)




