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1.1 Cuantificare camp Dirac

e Cuantificarea oricdror campuri se face prin exprimarea amplitudinilor din dez-
voltarea generald Fourier a cAmpului, ca superpozitie de cAmpuri libere.

Dacd in teoria campurilor clasice, amplitudinile dezvoltdrii dupd campuri
libere se determina ca transformata Fourier a acestor dezvoltari, 1n
teoria campurilor cuantice, amplitudinile dezvoltarii dupa campurile cuantice
libere, ca vectori de baza ai unui spatiu Hilbert, se determind prin proiectarea pe
fiecare din aceste campuri cuantice libere.

Sa exprimam intai Lagrangian-ul si Hamiltonian-ul de camp Dirac cuantic.

° Lagrangian:ul de campuri cuantice L =ih @7“ L — me @@ (1.1
Dirac ¢ si p:
R . . . . oL .y
e Campul Dirac de impuls conjugat T=— =1ihpy =ih Qf (1.2)
canonic, este dat de operatorul: ofte

e Folosind ecuatia Dirac  |ih "0, —mcp=0

Densitatea de Hamiltonian de cAmp Dirac cuantic,

™

. ~— . . . :
Hp= wp—L=ilp’ 0o p—ihpy" 0, p+mepp=1p (—ih vzaﬁ—mc) % (1.3)
—ih Py 0;p —ihy08y dfr; ec.Dirac
= B(im"p) =ih ¢! dop
e Hamiltonian-ul de cAmp Hp= / Hp d*7 (1.4)
Dirac cuantic, folosind (1.3), )
este: deoarece ih%: [H ,H ] =0 = Hp e independent de ¢

e Ecuatia Heisenberg de miscare pen- N
tru operatorul de camp Dirac cuantic ih@_goz[@, H D] (1.5)
P(Z, ) este: ot

e Solutiile de undi pland de cAmp liber Dirac ¢(&, t) si p(Z, ), se folosesc acum ca
operatori de cAmpuri cuantice % si 3, exprimate cu ajutorul spinorilor Dirac u, (P)
si vs(p), sunt:

"Atentie ! 4" nu este 4-vector, iar 0, este 4-vector covariant cu metrica (+, +, +, +).
Apoi, desi trecerea la cAmpuri cuantice se face prin ¢ — 0,¢, pentru densitdti de Hamiltonian si de campuri se
tmparte cu d>Z, atunci rimane valabili trecerea ¢ — 9o .
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o) =u@ e HE=u@ e e
1 0 p3c M
: 1 | E|+mc? |E|+mc?
p3sc (p1 — ip2)c (p1 + ip2)c —p3c
u = ) T, 92 ;U = ’
1.2~ | E+me? E + mc2 2= B Fme? |E|+mc?
(p1 + ip2)c —psc 1 0
E +mc? E + mc? 0 1

e Solutia generald de camp Dirac o scriem ca o superpozitie de unde plane, de data
asta ca operatori luati la acelasi timp, ca Tn cazul oricarui camp cuantic,

.

=D / (571; %(as@ () € 1B () v () 7 )
P Z/ m vl(p) e P T ral(p) ul(p) e w) (1.7)

~

203 [ (b ol el (7)) )

\

e Coeficientii d,(7) si by(p) au structuri de operatori, pe cAnd uy(p) si vy(p) sunt
cunoscutii spinori Dirac.

e Va trebui sd tinem — —5 > -0
cont de relatiile de i (D)us(£) = o) (1.8)
ortogonalitate pentru T (D)0 (P) = =0y U (P)vs(p) = 0
spinori:
_ 0 o _ W
U (P) 7 us(P) = up (p) us(p) = Eérs (1.9)

e De asemenea, avem
nevoie de identitatile: _ w
() 7 °0s (P) = 0} (P) vs(P) = —Ors (1.10)

Aceste identitdti pot fi demonstrate dupd cum urmeaza:

Pentru I-a identitate (1.9), plecim de la: | ul(p) us(p) = @, (p) Y us(p)

Folosind ecuatiile Dirac pentru spinori:

(Y'pu —m)us(p) =0 — w(P) (V'pu —m) =0
l l

1 1
= — H u — —7 H
us(p) — Putis (D) s (p) mus(ﬁ)v Pu
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T 1

(728 Uy

+ 1= 0 - 0
uf(@us(7) = 5 (0 w() + (7)1 ()
~—— =
uf us (7) @ (7)

= o (5D T ) + 5 D7 A ()
= 5 r\P)Y YV Puls\P) T Ur D)V Ppy Us\P

= S0 {27} P )
m N—_——

2g0m

{70, 41} = 24% vezi Anticomutativitate matrici

ul(Pus(p) = 5w Pus(d) = o

1.1.1 Amplitudinile Fourier din dezvoltarea de camp Dirac
Determinarea amplitudinilor a,(p)

e Dezvoltarea Fourier (1.7) a cAmpului ¢(Z, t), este:
B>y
Z/ as (B)us (B)e=P"® + bl (F)vs(B)ei®” ] (1.11)

Proiectim (1.11) pe componenta armonici e*?"* de functii ortogonale:

/d?’f@(x te'? —Z/df’” L@ @)e e 1 G (pe 7]
2/3—»

[a,u () = 0
—i—bi(@vs(ﬁ) ol (@)t efi(E’JrE)-f]

Pentru integrala dupﬁ x, folosim func;ia 0:

d3f —q / z d3f i Lt .7 - -

Atunci, integrala de mai sus dupi d>7 va fi:

/ AFRE 1= /d3p = |a(Pus () e 5 (- p)

+ bl (B)us(B)e’ ) 8 (5" +p)
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Acum, putem face si integrala dupd p

/dsf@(f, t) 6ip’.gc _ % ds(ﬁ/) us(ﬁ/) +6£<_ﬁ/) Us(_ﬁ/) eiQw’t]
= Al ip-x mr. A 12w
o | [ @5 e =Y @ u) P e e
— A= —iD-x m _A 7 i 2w
pop | [ @50 =30 2 a-p) u(-) + ) ) >

Proiectdm mai departe pe u,

/d3fﬂr<]§') @(f, t) e—ip.x _ Z [ ﬁ) a, ﬁ) us( ﬁ) 4 Bi(@ ﬂr(ﬁ) Ug(m €i2wt}

=0(1.8)
/d3 Ty (

P(E,t) e T = Z_as —P) Ur(P) us(—D)

3

{

T (5) = (-0 5 us(—D) =1 us(p)

32 D Al ipen ZmA B S
d’r UT(_@’Y gO(J],t)@ = ;@s(_ﬁ) ur(ﬁ) 7 Us(ﬁ)
~—_———
s :%67“5
din (1.9) avem T, (7)Y us(P) = —0,s
m

/d?’f (=) (7 1) e | = 57y (=) By = (=)

Operatorul cdutat, ca amplitudinea a, (p) a dezvoltarii Fourier (1.11), este:

a,(p) = /d%?m(m VH(E,t) e P ® (1.13)

sau a,(p) = /ddfui(ﬁ) Q(T,t) e "
Operatorul hermitic conjugat a! () este:

P = @760 unp e (1.14)

al(p) = /d?’f 2(Z,t) Y u, (p) e 712" (1.15)
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Determinarea amplitudinilor b, (p)

e Dezvoltarea Fourier (1.7) a cAmpului adjunct (i, t), este:

Z/ D m 5 (P)vs(P)e " " + al(p)u,(p)e'” x] (1.16)

€I>

Proiectim (1.16) pe componenta armonici e*?”* de functii ortogonale:
/d?’:zé(f, t)e'r e _Z/d?’*
-Xfeeg

= b @@ al e

—

6, (p)T () e ST

+ds () () o (WHW)E i (E’+E)-f}

Pentru integrarea dupa z, folosim expresiile (1.12), cu functia &

dsf M AN - — d3(i“ T TN = N N
—i(k—k')-& _ 53 E— K . / i(k+k)7T _ 53 E 4k 1.12
/(27T)36 ( ) ) (27T)36 ( + ) ( )

Atunci, integrala de mai sus dupi d>7 va fi:

JeEs e |5 [ T [himm e - ) +

+al(p)TL () ¢ 85 + )|

Acum, facem si integrala dupd p

/ PFHEA) " =Y = b () T + L (=) () 2|
NN ip-x m - _ R _ i %
/d3x go(m’t) P T | = ; _bs(@ Us(ﬁ) + al(_ﬁ) us(—ﬁ) 0i2 t}
SR 5(2 —ip-x mi; - ~ — i 2w
[z 0 e =3 P A ) + il ) ]

Proiectam mai departe pe v,.(p)

/ P B 1) () e | = S () e () + ) ) ()

s =0(1.8)
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[E7 6@ 0uE e =3 - wR

S

v(P) = =" (=0) 3 Ts(—D) = —Ts(p)y"

372 (7 0 —ip-x
-[#7 @0Pu R =3 S LB )
din (1.10) avem  7,(5) 720, (p) = %(25

/ A7 B0 v (—5) €7 | = 3 b(=) 0ps = by(—)

~

/d3a_:' B(Z,t) 7 v () P = b,(p)

b, (p) = / BPE(E, )y v () P ® (1.17)

sau by () = / BT GHE 1) v () €7
Operatorul hermitic conjugat I;I (p) este:

b () = / PE () (&, 1) P

b () = /d%@.(ﬁj 2OB(F, 1) =i (1.18)

e In concluzie, setul complet de operatori cautati, este:

o) = [ (0ol ) e
i) = [dapl@ 0 e
bn(7) = [ (@, 0 ) e
) = [ o)1 0@ e

(1.19)
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1.1.2 Anticomutare operatori de camp Dirac

Cuantificarea campurilor Dirac folosind relatiile de comutare ale operatorilor la
acelasi timp, conduce la rezultate nefizice. In schimb, daca se folosesc relatiile de
anticomutare ale acelorasi operatori, rezultatele sunt cele fizice. Aceasta ne aratd cd
ori de cate ori avem de cuantificat cAmpuri cu spin semiintreg trebuie sd apelam la
relatiile de anticomutare. Aceasta face ca aceste cAmpuri sa aibe cuante care se supun
statisticii Fermi-Dirac, adicd sa fie fermioni, dupd cum vom vedea in continuare.

Invers, incercarea de a cuantifica cAmpurile de spin intreg folosind relatiile de anti-
comutare a operatorilor la acelasi timp, conduce la rezultate nefizice.
Aceasta legdtura exprimd teorema spin - statistica.

Inlocuind relatiile de comutare de la cuantificarea cAmpului scalar sau chiar a oscila-
torului armonic, cu relatii de anticomutare pentru opertorii de cAmp Dirac, avem:

Bl 1), o, (1) | = i 037 — ) 0y
@z(fv t)a@;(f,7t)} = 53(5_ f/) 5ij

(1.20)
Fon(@,0), 7, (7,0)} = 0

Relatii de anticomutare {&r (P), ak(p ')}

e Si evaluidm relatiile de anticomutare {&r (p), al(p’ )} folosind expresiile amplitu-

dinilor Fourier (1.19) a,.(p) si a!(p) prin operatorii de cAmp Dirac.

{&T(m’dl@/)} Z/d?’f B! et p-z—p-2")

unde am folosit ¢ = ¢'.

Rescriind relatiile de anticomutare de mai sus, explicit cu indicii de sumare ¢, 7 dupa
componentele de camp, avem:
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(o) alio} = [ @7 e )
ot

d’r' ag
. A\

al
A\

ar
A\

11

{a(@,al()} :/d = P e

~

[ ali(B) (7. 1) G 1) s ()4 L 1) (5l () (7.1
~—~— S—— —_—

o (oh 3 13 T \ N
(o alon}|= [ @z a0 U@ {a@n.el@n )

Folosind relatiile de anticomutare a operatorilor la acelasi timp (1.20), obtinem:

Efectuand integrarea dupd d3%’, obtinem:

—

{ant,al(o)} = [ 2 a0 il () ) 8@ - 7

suprimand indicii de cAmp de la spinor:

(ot allo) ) = [ 05 050 ud )0 8 - 7

i, k() } = [ 0 i3y

[ J/

-~

o, a0} |= [ 5 '3 00200l ) 227 ) g7

Usi (P)

)

Deoarece E = hw si = hik cu E2 = 52c>+m?c%, pentru integrarea dupi 37, folosim

/deei(k—k’)~x:/d3 zw w')t 6—i(E—E’)~£
N———

—

In acest fel, relatia de anticomutare este:

{ar(0).alp") } | = @08 (5~ ")

Folosind identitatea (1.9): ! (p) us(p) = ﬂérs,
m

(w—w')t (27T)353(k’ o El) _

ul(p) us(p)
—_—

avem,

{a@).al()} = @m)= 55 -

_),) 57"5

(1.21)
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Relatii de anticomutare {Br (D), b (" )}

e Si evaluim relatiile de anticomutare {Z;T (p), bt (7" )} , folosind expresiile amplitu-

dinilor Fourier (1.19) b, () si bl () prin operatorii de cAmp Dirac.

{Br(@,él(ﬁ’)} z/d%? B! ¢t a—pz)
br z}’f bt br
5707 0elD) ()1 27 )+ To(5) 12 1) P 1)1 0 ()|

{6,516 } |- / &PT P70 )

aSIE

unde am folosit ¢ = ¢'.

Rescriind relatiile de anticomutare de mai sus, explicit cu indicii de sumare ¢, 7 dupa
componentele de camp, avem:

{ér(mvéi(ﬁ/>} /d3l_” d3_” i(p-z—p'-a')

A\ A\ A\
™~ s ~N ™~

(617, 1) 00y (B) W5 @1(F", ) + 0L (5') @1(F', ) &)(F, 1) vy ()
— ~—~—

(oo, 61 } z/d3 P o)

o) [ £l 3@ 8) + 0@ ) (3 1) | 0D

N N /_/R s ~ /_/\
(@b} = [z ez dv e G (0. 6@ o ®

Folosind relatiile de anticomutare a operatorilor la acelasi timp (1.20), obtinem:

N R —N ——
(i@} = [ 3 @i v UG (- 3) 8,00
®)
Uri(P

— .
{in@. 01"} / 47 PF D () Da(p) 84(F - )

suprimand indicele 7 de camp de la spinori,

(@b} = [ @ @z ) o) 2@ -0

-~
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Efectudnd integrarea dupd d*7’, obtinem:
@i} | = [z 0w @) o
Pentru integrarea dupd d3% folosim,
d3—» i(k—k')- d3 (w—w')t 6—i(E—E’)~§?’
~—

e P PR ) = (2 - )

In acest fel, relatia de anticomutare este:
{b,0),51") } =<2w>363<ﬁ 7) vl(7) v (P)
a,_/

Folosind identitatea (1.10): v} (7) vs(p) = —0,, avem,
m

{80,517 } = (2m)*= 65 = ) by (1.22)

e Ceilalti anticomutatori intre coeficientii Fourier a si b sunt egali cu zero, bazat pe
relatiile de anticomutare pentru operatorii de camp (1.20):

{Fo@ 1), 700, (F, )} =0 5 {Gil@1),45(F", 1)} = 0

e In rezumat, setul complet de relatii de anticomutare pentru coeficientii Fourier este:

{ }
{a:).a.)}) =0 {&I@,&W)}zo (1.23)
{ j
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1.1.3 Hamiltonian de camp Dirac cuantic

e Avand stabilite relatiile de anticomutare, le putem utiliza in dezvoltdrile cuantice de
campuri Dirac. La inceput vom exprima Hamiltonian-ul de cAmp cuantic Dirac in
termeni de coeficienti Fourier (operatori de creare si anihilare).

Hp = / BT ik G 0y (1.24)
unde
n o d? m ip-x ip-x
o(3, Z/ P (3 5) ) €7 -+ 51(7) 0.3 )
(1) = i) |ay(7) s () e = B () s () 7

A = Z éiﬁs%[wvm () () ]

Inlocuind in (1.24) obtinem:
UCR)

A\

Y

_.dgp A —ip-x ~ ip-T
HD-Z/d3 E @ @ e+ al () e

0o

s S LLYTTAN PN S
X Gyt o @) () T ) ()
H Z/dS_’ dgﬁ mdgﬁ'm ,X
= T — —w
b (27)3 w (27)3 W’

B a(7) o) 7)€ 7 by () B o) a7 €0
) ub(9) s (') € PP — Gl (5) L (5) ul (9) v, (57) € TP
Pentru a face integrarea dupi d°7 folosim relatiile urmitoare:
/d3” —i(k—k') -z /d3 —i (w— w)tez(lzfl;’)-fzefi(wf ( ) 53(]; ];’)
= (2r)* 8% (k — k')
/d?’_' —i (kt+k') -z /d3fei (wtwt i (k+k')-7 _ o (W)t (2ﬂ)3 53(E+ ];’/)
= e 21 (2m)* % (k + k')

Inlocuind in expresiile dinainte ale Hamiltonian-ului, dupi integrarea d*¥, obtinem:
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3y m d&p’ m
Hp = — — W X
b ; (27)3 w (2m)3 W' “

x (b () (5 012 s (57) 2 (267 (5 + )

—5,(9) L") ol () v (5) 2n)* S5 — )

A

+al(p) as(p") wl(p) us(5') (2m)° 8% — )

—al(7) bl (") ul (5) va(57) €2 (2m)3 6% (5 + )

N
Y,

Acum prin integrarea dp’, obfinem

A3y mm
-3 [y
X [br(ﬁ) as(—P) v} (P) us(—p) e — bo(§) bL(F) vl (5) vs(P)

=7%us(P)
+ab (p) as(9) wf () us (5) — af(p) bi(—p) ul(p) v,(=p) '
——
=7"vs(P)
deoarece, —u.(p) = v.(=p)  si us(—p) = Y us(p)
Z/ d3p mm
r(ﬁ)'yo

< [ 80~ 50) wa(B) €2 — b,() BL() ) v ()

=0

+at () s (9) ul (9) us(B) + af () bl (=) T, (5) v,(p) €

=0
deoarece, T (Pus(p) =0  si w.(p)vs(p) =0

dpmm

0l (p) as () wf () us(P) by () B(B) vi(D) vs(P)
\“/—/ S——

=w =W
—m(srs —mérs

deoarece, ul (P) us(p) = ﬁ5m (1.9)
m

- i _ v
si (D) vs(P) = mém (1.10)
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Z dgp m m (]7) Qs (27) 67“8 - Z;T (ﬁ) Bi (@ %5%}

dpm

al(7) a.(p) — b, (7) b1

:Z /(jﬂﬁgf [@as(mb*(mb(m (b, 51 ]
tinand cont de (1.22): {Br@,i)g(ﬁ')}—( )P 53( 7") 64

Hp se poate rescrie sub forma:

dpm

al(7) as(p) + BL(7) b () — (2" 6°(0)|

Deoarece diversele origini (valoarea zero) ale energiei, nu pot fi masurate, ultimul
termen poate fi ignorat. In acest fel, Hamiltonian-ul normal ordonat prin operatorii
de creare si anihilare, este:

dpm

Hp = al (p) as(p) + b(p) bs () (1.25)

Ordonarea normala este definitd, pentru campurile de spin semi-intreg, ca plasarea
tuturor operatorilor a! (p) si bl(p) (ca operatori de creare) la stinga si toti operatorii
as(p) si bs(p) (ca operatori de anihilare) la dreapta.

Diferenta esentiald intre ordonarea normala a operatorilor bosonici si a celor
fermionici este aparifia unui semn minus la interschimbarea operatorilor fermionici.
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Starile proprii ale operatorului energie

e Sa studiem efectul actiunii operatorilor am-
plitudinea componentelor dezvoltdrii Fourier
asupra starilor proprii de energie.

Hp |pn) = En|$n) (1.26)

Séd trecem la calcul, tinand cont de relatiile de anticomutare (1.23),
Hp

o (a5, (7") + L5 b (7) | () 1 20)
trecerea a,(p) peste o pozitie — schimba de semn (1.23),

__Z dB_' m/ Ar )as(ﬁ) ar( ,)|927n>+

trecerea as(p) peste doud pozitii — nu schimbi semnul (1.23),

') be(5") |n)

trecerea G (p) peste incd o pozme — schimbd din nou de semn (1.23),
~t =
ar(p")as(p)

A

:;/%%ng )~ (o), L")} | 6 ") [60) +

(1 23)

+ iy ?Z/dp/_“” 7)o, (5") [@n)

dpm

HDaS m |<)0n

dpm,T

_Z dgp'm (pj al) - (2@%53@—5’)&3} ar(p") |n) +

HD(Q) Hp(3)
HD(l)

~ dsﬁ/m IR EAN ~
+a.(p) Y o @ ) o) 16)

Hp(4)

) _53( —»/) 67“5 dr(ﬁ,) ‘@n)

d3p’ mo

:ds(ﬁ) E, |S0n> — Was(ﬁ) |90n> = (En - w)ds(ﬁ) |¢n>

In concluzie, Hpas(D) |pn) = (B, — w) as(P) |on) (1.27)

e Un calcul similar da un rezultat identic si pentru operatorul amplitudine Fourier b, (P).

HDBS(ﬁ) [Pn) = (En — w) BS(ﬁ) |Pn) (1.28)

e Deci, operatorii a,(p) si bs(p) sunt operatori de anihilare, sau de coborare energie,
prin care o cuantd de energie /w este extrasa din starea asupra cdreia actioneaza.
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e Si trecem si evaluim si actiunea operatorului @ (7) asupra unei stiri Dirac de energie |@,, ).
Hp

™~

1) 4, (5) + 0L b (5] (5 1)

dgp’ m

Hpal(p) |pn) = Z
din (1. 23)=>ar(*’) {p) = —al(p) . (p") + (27) —53( P") brs
d3p’m o a T At (N A (= 3W 3o A
=X [ ¢ 0 [ @ a @) + @nf T8 w76 160+
trecerea a! (p) peste doud pozitii — nu schimbi de semn (1.23),
d3p/ m / .i. @~
+al ﬁ)z br.(5") be (57) |6m)

trecerea al (p) peste o pozitie — schimba de semn (1.23),

:ag@g/@ﬁ;gw' [615") an7") + 517 b, )] 20 +

J/

-~

Hp

+Z// 2 /1 o) 5= )5 60

prin integrarea d*p” obtinem,

= al(p) Hp |n) + wal(p) |¢n) = (En +w)al(p) [én)

In concluzie, Hpal(p)|@n) = (B, + w)al(p) |@n) (1.29)

e Un calcul similar da un rezultat identic si pentru operatorul amplitudine Fourier l;i (P).

Hp b() |#n) = (En +w) BL(5) |2n) (1.30)

e Deci, operatorii af(p) si bl(j7) sunt operatori de creare, sau de ridicare energie, prin
care o cuantd de energie hw este addugata la starea asupra cdreia actioneaza.



