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4 CUPRINS

1.1 Cuantificarea campului scalar real (Klein-Gordon)

e Pornim cu densitatea de Lagrangian
a campului Klein-Gordon, scrisd

1 . .
L= 3 [(0.0)" — m*¢?] (1.1)
acum cu operatorii de camp:

oL oL

—— 0 — | =0
0P ”(5@309

2 A~ 8

e Folosind ecuatia Euler-Lagrange
(ecuatia de camp scalar real) este:

oL L
cu Lagrangian-ul (1.1) avem —=—m"¢Y ; —=0"p
b 9(0up)
e Atunci ecuatia de camp scalar real cuantic va fi: (8u8“ + m2) =0 (1.2)

care este ecuatia de camp cuantic Klein-Gordon pentru particule scalare de masa m
e Campul de impulsuri este 7 (Z,t) =L /0y p =04 = 0p.

e Densitatea de Hamiltonian de cAmp scalar real cuantic este:

(Bop)?
NP 2 1 R o 1 R R
Hyr =7 00— L=(0pp)*— 3 [(0,0)" — m*¢?] = 5 7T2+(V90)2+m2§02} (1.3)
e Hamiltonian-ul de camp scalar real cuantic, este: H, = / 7 H,, (1.4)

e Solutia generald de camp scalar real este o superpozitie de cimpuri de undd plana,
pentru care: k -z = k,at, cuw=ky = Vk -k +m?2

Ekn .y
P(z)= / o (k) e = al (F) ) (15)

e Campul de impulsuri 7(Z,t) = 0L/0yp = I este

d3k S S
o= [ g (i) (al) il By ) (1.6)
e Solutia (1.5) poate fi privita ca o dezvoltare Fourier, ai carei coeficienti d(lg) sial (E)
sunt reciproc conjugati Hermitic, astfel incat campul scalar ¢ () este invariant la
conjugarea complexd, adicd este o marime reald. De asemenea si elementul de

. d3 k . . .
integrare 55— este, elementul de spatiu fazelor, invariant Lorentz.
(2m)3 2w

e Trecerea de la relatia de comutare intre operatorii din mecanica cuanticd [i, ﬁ} =ih
=1), ne

la cea intre operatorii de campuri cuantice (folosind unitatile naturale c="h
permite exprimarea comutatorilor pentru campuri cuantice la acelasi timp:

¢(Z,t), o(7, 1) | =0 (1.7)
ﬁ-(fv t)/ﬁ-(_'a t) =0
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1.1.1 Amplitudinile Fourier de camp scalar real (Klein-Gordon)
Determinarea amplitudinilor (k) si a.

e Pentru cuantificare cAmpurile cuantice (7, t) si 7(, t), acestea trebuie si fie descrise

prin operatori. Descrierea se poate face doar daca si coeficientii Fourier fL(E) si &T(/Z)
din (1.5) sunt operatori, care vor trebui sd satisfaca relatii particulare de comutare.

Relatiile de comutare intre operatorii a(k) si a(k) se afld plecand de la relaiile de
comutare intre cAmpurile ¢ si 7 (1.7). Pentru aceasta vom proiecta intdi ¢(Z,t) pe
componenta de undi plani e* ¥

e Dezvoltarea Fourier (1.5) a cAmpului scalar real ¢(Z, t), este:

Ekoo .y
@(x):/—(%)g% (alFy e al () <) (1.5)

Proiectim (1.5) pe componenta armonici e*"* de functii ortogonale:

" &Pk — .
/d%?@(a}’, t)elk"e :/d3f— [a(k)ez<k ke a1 (p)et (b +k>~m}

(2m)%20
3 -
:/ 3 - df [d(%) i (W' —w)t e—i(k'—k)-5+

Pentru integrala dupd d3Z, folosim functia d:

37 Lo I 3% o - o
[ EE =B s [ E B R

Atunci, efectudnd integrala dupi d37, apoi dupd d®k, folosind relatia

w=ko="V k- E+m2, obtinem:

Q>

37
/d?’f @(f, t) 6ik’~x :/ﬁ[ (k) ei(w’—w)t 530{?,—]{?)—1— dT(k)ei(w’—i-w)t 53(k3/+k‘)

2w

1 nd d . /7
—— la(k’ +&T —k! ez?wt]
o o) +al (k)
Acum, dacd am fdcut si integrarea dupd k, putem elimina semnul prim atagat componen-
telor k= (w, k), astfel cd rezultatul final al integrarii este:

- . 1 - - .
/ddf QT ) et T | = % [a(/{) +al(—k) et (1.8)
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e Vom repeta aceleasi calcule pentru cadmpul 7(Z,¢). Proiectind 7 (Z,t) (1.6) pe
aceeasi componenti armonici e’** de functii ortogonale, calculim integrala d°7:

” Bk R L
/d?’ffr(f, t)e't :/d?’ff—(—iw) [&(k)e“’“ gt (ke * +k>~r]

Pentru integrala dupa x, folosim functia d:

BE s I PTGz F ok
e S G I o T LU

Atunci, efectuand integrala dupi d>Z, apoi dupi @3k, folosind relatia

w=ko=V k-k+m2, obtinem,

32 (2 ik x| d3E . AT i (w!—w)t S3070 TN
&’z w(Z,t) e = [ —(—iw)|a(k)e 0 (k'—k)
2w
_&T(E)ei (w'+w)t 53(E/+E)]

1

=3 [@(E’) —dT(—E’) ei2w’t]

Acum, dacd am ficut integrarea dupa k, putem elimina semnul prim atagsat
componentelor & = (w, k), astfel cd rezultatul integririi este:

/d3:f #(7, 1) ke |= L [a(%) —at(—k) e”ﬂ (1.9)

e Folosind cele doud relatii obtinute (1.8) si (1.9) putem exprima amplitudinile
a(k) sia'(k) ale dezvoltdrii Fourier (1.5) a cAmpului cuantic scalar real ¢(x),
prin campurile ¢ si 7:

it (F) = /dS:z e fw (@ o) — i)

-, -

e Operatorii de camp a(k) si a'(k), sunt operatori de coborare (anihilare) si ridicare
(creare) de stdri de energie ale campului scalar real (vezi mai departe), similar cu
aceiagi operatori gdsiti pentru oscilatorul armonic cuantic.

Pentru a face cuantificarea cAmpului scalar real ¢(7,¢) va trebui sd determinim
relatiile de comutare pentru acesti operatori.
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1.1.2 Relatii de comutare operatori de camp scalar real (Klein-Gordon)

e Sd evaludm relatiile de comutare

[d(lg), at (k! )} folosind expresiile amplitudinilor

Fourier (1.5) a(k) si a' (k) prin operatorii de cAmp scalar real la acelagi timp.

(). a1 (8] |- [ @7 @ et

@) (b
(W@, t) —i#(@,0) (we(@t) +i7(E 1) |
e Folosind comutatorii din (1.7) [@(f,t),@(y,t)}:() si [ﬁ(m,t),fr(y],t)}:O
. a()] |- a0z iz et
i (FENHE) -G 07 1)) i 8 DR -7 025 )
[a(%),aﬁ(%/)} :/de Bz ek 4, [ﬁ(f ), gp(f',t)} Ciw [@(f,t),ﬁ(f',t)]
_ng(ﬂ Z) 163(;’Cf’)

Folosind primul comutator (1.7)

—

e Final, comutatorul ciutat este:

[@(f, t), 7 (7, t)] =163(Z—7) si integrand 437,

[d(E),&T(E’)] =/d3 Bz’ et B kT 94, 83(2 — 2 :Qw/d3f pilk=k)-@

:2w/d3 (w=

W)t e—i(E—E’)-f _ (271’) Qw ez 53(]{?
N—_——
(2m)383 (k' —k) w=w’
[a(%), ot (k ')} — (27)% 2w P (k— k")

(1.10)
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e Imediat se poate arita ci a(k) comuti cu el insusi. La fel si a' (k) comuti cu el insisi.

(), a(k")] |= / 7 a3, /(3 1) | w730, 67, 1)

Deci, comutatorul ciutat este: [d(lg), d(l;’)} =0 (1.11)

Deci, comutatorul cautat este: [dT(IZ), &T(E’)] =0 (1.12)

e In rezumat, setul complet de relatii de comutare pentru operatorii coeficienti Fourier
ai dezvoltarii campului scalar real, este:

[a(/z),af(é"): — (27)% 2w B (k— k")
a(h), af
(). at ()] =0

/\
PT‘l

] =o (1.13)
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1.1.3 Hamiltonian de camp scalar real (Klein-Gordon)

e Cu ajutorul relatiilor de comutare stabilite mai Tnainte, vom trece la cuantificarea
campului scalar real. La Inceput vom cauta expresia Hamiltonian-ul acestui camp si
apoi vom determina stdrile proprii ale Hamiltonian-ului.

e Folosind (1.3), Hamiltonian-ul de camp cuantic scalar real, este:

H,; /d‘”’*— 7 (@) +(Ve) +m?e?) (1.14)

unde ﬁ(f)==j/(—fﬁfl—-c—iuo (a(ky e —at (k) ')

Ve

atunci,

3 317
Ho = [ @5 5
(2m)3 2w (2m)3 2w/

x% {—w W' [d(l;) ek _al (k) 6ik-x] [d(E’) e~ iK' e _ gt (F) e““/'x} _

37 3701
wa/ff PE_EE
(2m)3 2w (2m)3 2w’
1 i P TN A ik AT Sikex | [ A Y otk AT ik T
><2{< ww' —k k)[a(k)e a'(k)e Ha(k)e a'(k')e ]—l—

integralele dupi d37,

/d?” +i(k—kK) -z /d?’f pFilw—uwt e:pz(E-E')-@'
~—~ ~——
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A

/d3* +i(k+K) /dgf pFi (W)t JFi(k+k)- T
~ N————
:ei

i(wtw)t ( ) 53 (E E; pt2iwt (271')3 53(E+E/)
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Bk BE 1 I
H,, = L (~ww— kK
/ (27)3 2w (2m)3 2w’ 2{\( w ) %
8 {&05)&(75 N(@2r)t e Pk + k) — a(k)al (k') (2m)° 6*(k — k')—
at(k)a(k")(2n)? 8 (k — k') +al (k)al (k") (27)? ¥t 83 (k + k ')] +
+m2><
——

N J
-~

+at(B)a(k)(2m)? 8 (k — k') +a' (k)a' (k") (2r)® €163 (k + k ’)} }

e Folosim proprietatile functiei ¢ si relatia w = kg = V/ k- k+m2, astfel pentru
termenii cu
Bhtk') = k=—k' §i ww =w? = —ww'—k-k'+m?=—w+k*+m2=0

Deci, termenii cu 6*(k+% ') se anuleazd reciproc, iar in H,., rimane:

O R T )

prin integrarea d3k’ cu 63(k—k'), avem k=Fk' si w=u’, obinem:

H, = % / (Qj;iw (2(73;); { (w2+ P m2) [a(%)a*(%) + eﬁ(/z)a@)} }

- % / (ng % (2(73;;)@ 2w [a(/;‘)df(/;’) + af(/%')a(/;’)]

deci, Hamiltonian-ul de camp scalar real este:

H, = % / (27‘5)%@ [a(z&’)a*(%) + aT(E)a@)}

l

e Folosind relatiie de comutare (1.13) [d( ), dT(E’)} = (27)3 2w 63 (K — k)

) a operatorilor,

SN

putem asigura ordonarea normali af (k) a(

H, = % / (Qf;fmw[zm@a(%) + (@n)*205(0)]
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Deoarece diversele origini (valoarea zero) ale energiei, nu pot fi masurate, ultimul
termen poate fi neglijat. In acest fel, Hamiltonian-ul normal ordonat de caAmp scalar
real (Klein-Gordon), exprimat prin operatorii de creare si anihilare, este:

Pk oo
HST:/(27T_)—32MWCL (k;)a(k) (115)

Creare si anihilare cuante de energie de cimp scalar real

e Sd studiem efectul actiunii operatorilor amplitudinea componentelor dezvoltarii
Fourier asupra stdrilor proprii de energie ale cAmpului cuantic scalar real.

Sd trecem la calcul, tinand cont de relatiile de anticomutare (1.13),

.

-

Hoy a(F)| ) = / @L TR (R a(k)
——

)3 2w

dggl Pt (TN A (TN AT

_ /# W (a(/%’) al (i)~ [a(R), al ()] ) ak’)

27)3 2w/

:/#f;w, W (d(l?) af(k') — (27)% 2w 8% (k — Ef))a(;;f)

~il) [5 i) on) —w ()0
—a(R) Ha|pn) = w ()| pn ) = a(R) By o) = w () o)

——
In concluzie,
Hayp a(R)|pn ) = (En = w) (k) o0 ) (1.17)
lon—1) lon—1)
e Deci, operatorul d(E) este operator de coborire sau anihilare a stirii g0n> asupra

cdreia actioneazd, conducand la starea de energie F,, —hw, adicd cea cu o cuantd de
energie fiw mai mica..
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e Si trecem acum si evaluim si actiunea operatorului (k) asupra unei stiri de cAmp

5

scalar real de energie

_ / (;‘;’fgwl Sat (B[ at(B)a(k’) + [a(E’),d*(E)D son>

_ / (Q:f;’f;w, W at (8 at () a(l?’)+<27r>32w63(/5—/5’>> @n)
- / (Qj)‘“% @ (1) af(R)a(k")|on ) +w al(8)|on )

=il (F) [y 6 o) o 1))

—al (F)H,, son> + jS;T(E) %> —a'(F)E, <,0n> +w al (k) son>

In concluzie,

-,

H,, a'(k)

|‘Pn+1>

lon+1)

o)
——

on) = (Bn+w) alF)

(1.18)

e Deci, operatorul af(k) este operator de ridicare sau creare a stirii ‘gon+1>, cu o
cuantd de energie Aw mai mare, prin acfiunea asupra starii }gpn>,



