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1.1 Cuantificarea campului electromagnetic (Maxwell)

e Cuantificarea campului electromagnetic, la fel ca a oricdrui camp clasic, se
face prin definirea relatiilor de comutare intre operatorii de camp, aici A*, si
cei de impuls canonic conjugat 7.

e Densitatea de Lagrangian a campului 1
electromagnetic liber (cu j, =0), scrisa L= 1 F,,EF"™ (1.1
acum cu operatorii de camp:
unde operatorul tensor electromag- Flw = 0, Ay — 0, A,

netic F,, este: v — gAY — gv AM

Expresia explicita ﬁ’#,,ﬁ’ H este:
Fu B =2(0, A, — 0,4)) +2(024s — 034, ) +2(034) — 014y ) -
~2(nd; - aIAO)z— 2 (s (92210)2— 2(Op Ay - 33A0>2

e Astfel, cimpul de impulsuri, ca derivata Lagrangian-ului in raport cu derivata tem-
porald a campului A, este:

oL 1 p - - -
=== (-4, — 0, A0) | =~ Fu= (1.2)
8( PY Au) 4 04 w410 Op 7y
Campul de impulsuri se identifica cu 0
componentele electrice ale campului ﬁﬁz o L (1.3)
electromagnetic. Intr-adevdr, conform .

e Incercam la Inceput sd facem cuantificarea campului electromagnetic cautand
relatiile de comutare intre operatorii de camp A* si cei de camp de impuls canonic
conjugat 7#, la fel ca Tn cazul campului scalar real.

e Trecerea de la relatia de comutare intre operatorii din mecanica cuantica [i, ﬁ} =1h

la cea ntre operatorii de campuri cuantice (in unitifi cu ¢ = h = 1), ar duce la
comutatorii:

A 1), 77, 1) | = 03 (& — §) (1.4)

Dar dacid 7 = 0, relatia de comutare intre AO EQB si valoarea 0 nu poate fi diferita
de zero. Aceastd Tnseamna si violarea invariantei la transformarea de calibrare.

A, — A:L:A,ﬂt OuX (1.5)

Putem alege in acest caz o calibrare particulard, Calibrarea Coulomb, care face

alegerea campului vectorial A ca unul cu oscilatii transversale fatd de directia de
propagare.

V-A=0 si A°=¢=0 (1.6)
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e Acum putem incerca sd scriem ca de obceli, relaiile de comutare intre operatorii de
camp A;(Z,t) si de impuls canonic 77 (Z/,t) = E?(Z',t), luati la acelasi timp,

~

[AZ-(:E’, 1), B9 (3", t)] — 8 87— ) (1.7)

e S& vedem acum ce devine (1.7), dupa ce campul si coeficientii dezvoltdrii Fourier
au devenit operatori.

e Dacai pastram relatiile V-A=0 si V- E =0 valabile si pentru operatori, i aplicim
operatorul V asupra (1.7), obtinem o contradictie:
=0 =0

A\

0= [v-fx‘(f, £ v-ﬁ(f',t)} — V2T - T) £ 0

e Pentru rezolvarea acestei inadvertente putem scrie comutatorul (1.7) sub forma:

A @) =i (5 - 22) o -z 1.8
|: i(xa )a (xv)i|_z i_VQ (CC—LU) ()
PN 3= =l &k ik (Z—Z') o A i .
e Exprimand §°(7 — ¥') = We si efectuand 0,0’ si V, obtinem:
i
A - PE (5 kE\ poa
(7 j(z! . j_ R ik (-3
[Al(x,t),E (% ,t)] z/(27r)3 <5Z 12 )e (1.9)

e In concluzie, setul complet de relatii de comutare pentru operatorii de camp electro-
magnetic cuantic, luati la acelasi timp, va fi,

A3 0, 453 =0
B@0. B) =0 (1.10)
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1.1.1 Ecuatia de camp electromagnetic in calibrarea Coulomb

e Ecuatia de camp electromagnetic liber (cu j” =0), in calibrarea Coulomb, este:

O F" =0
(1.11)
O, (OFAY — 9" A*) = 0
sau 9, (M A° — O AM) = 0 .0, (a/% + VA“) —0
| !
D, 0" A° — 9,0° A" = 0, 0" A+ 0, VA =
99 ¢, 0 T £ \
=~ V- (W%tv A) = 5 A=V AL £ V64 V(Y- A)=0
| l
0 0? - 0 -
% A=0 L A-V2A+— A =0
¢+at v \Y + V¢+V(VO )
=0 =0 =
prin calibrarea Coulomb — V-A=0 si ¢=0
5 A 0=0 . —A—-V?A= 1.12
rimane ; 2 \% (1.12)
sau ecuatia de camp EM liber se scrie OA = (1.13)
e Solutiile de unda pland acum sunt: A = ge—i(wt—k-a) (1.14)
e Conform calibrarii Coulomb, V- -A=k e ilt=Fd) = 115
componentele campului  sunt deci F-e=0 (115

normale la directia de propagare:

e Cu douad polarizdri lineare transversale independente,
ce devin polarizdrile cuantelor de camp (fotoni).
Acestea se noteaza cu indicele A de polarizare:

e De obicei, vectorul polarizare este vector

unitar, cu componentele normale reciproc: € Ex = Oy

e Solutia generald de camp electromagnetic este o superpozitie, o dezvoltare Fourier
sau o combinatie lineard (care se transformd ca un vector 3-dim) de campuri de unda

plana,
dSk A TN L —i (wt—k-T) o i (wt—k-F)
Z e)\ia,\(k) +exah(k)e (1.16)

coeficientii Fourler sunt Hermitic conjugati unul fata de celdlalt, astfel incat campul
sa fie real.
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e Campul de impulsuri conjugat canonic (1.2) ﬁi—aﬁ/a(ﬁo )= Fo=E' este
) L, 0 .
#i(a) = B'=— Vg — A" =
v

(1.17)

Bk , ioa (TN —i (wi—KB) i At (TN i (wi—kE
—Z/ )(Exak(k)e (w=k )_Exa;(k)e (=t )>

2m) 32w

e Pentru a exprima coeficientii dezvoltdrii Fourier a campului Al(f, t) (1.16), vom
face 1ntai proiectia lui pe componentele ortogonale de undd plana:

/d3fei(w/tﬁ’-i’)Ai(f’ t) _

3= &k AN i (w W)t —i (BT —E)- @
= Z d 23(27_‘_)—3200 |:€/\Z'CL)\(]{7)€ € +
A

Fex dif\ (E) o (@' +w) t =i (k' +F)- f]

Integrarea dupi d*7 ne di,

37 -, =, 5 = 37 ST TN 2 - ¢
/d xr e—i(k’—k)-ac _ 53(k3,—k3) §1 /d xr e—z(k +k)- T _ 53(k3,+k?)

deoarece w=ky=VEk- k
Bk - -
Z/ |:€)\Za>\ ) z(w—w)t53(k/ ]{3)
A - , I,
—}—EMCL)\(]C) z(w+w)t53(k/+k)}:
_Z [e,\ZaA "+ eMa)\( k' ) 12“’/1
e Vom face proiectia acum pe componentele €\ ortogonale ale polarizarii:

/d?)—' i(w't—k'- F) E,\"g<f,t) =
1

=
w
ST
D
.
T
T
=
ii}
5,
=
\.&l
~
SN—
[

Odata ce integralele si sumele au fost efectuate, putem omite semnul prim de la variabile.

In final proiectiile ciutate ale cAmpului A(Z,t) sunt:

/dS—» i(wt—k %) = e\ - /:f(f,t) — [ (E) (_];) eiQ“Jt] (118)
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e Vom trece si calculim proiectia operatorului cAmp de impulsuri 7%(Z,¢) Intai pe
componentele ortogonale de unda plana:

/dBfei(w’t—E/~f)ﬁi(f7 t) _

Integrarea dupi d*7 ne di,

37 o N = 37 ST DY, 2 ad g
/ —élﬂfse‘”’“’-k”=63<k'—k> s / e ET B D

/d?’fei (‘”/t_E/'f)ﬁi(f, t)| = deoarece w=ko=VEk-k

e Vom face proiectia acum si pe componentele €\, ortogonale ale polarizarii:

- i(w't—k' @) = 5o
/d?yxel(wt k' Z) 6/\,.71-(3;’15) =

2
Ot O/
1 T 2w’
= 2—5[(5/\)\/ CL)\(]{?/) —5)\)\/ ai\(—k‘/)e 2 t:|
A

Odata ce integralele si sumele au fost efectuate, putem omite semnul prim de la variabile.
In final proiectiile cdutate ale campului 7(Z, ) sunt:

?

—= [w&‘) — al(—k) e”wt] (1.19)

/ Bt @R g (1) 5
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~

e In rezumat, cele dou# integrale cu proiectiile cAmpurilor A(Z, ¢) si 7(Z, t) sunt:

) +af (=) et

Eayl

. -, & 1
ezt R a gy = 5[
. (1.20)
/d3fei(wt—k:~f) €y - 7?(55’, t) —— [&,\(k) _ d;(—k‘) €i2wt}

e Folosind cele doua relatii de mai sus (1.20) putem exprima amplitudinile
ax(k) si al (k) ale dezvoltirii Fourier (1.16) a cAmpului cuantic electromag-
netic A(Z),

ar(E) = / P37 ¢l @F-D) [u) & - A7 ) +iey - 7, t)} (1.21)

al (k) = / &7 ¢~i @tk 2) [w & - AT 1) —idy - 77, t)} (1.22)

1.1.2 Relatii de comutare operatori de camp electromagnetic

e Si evaluam relatiile de comutare {&A(E),di,(lg ! )] folosind expresiile amplitu-

dinilor Fourier a, (k) (1.21) si d;(/;) (1.22), prin operatorii de camp electromagnetic
si de impuls canonic conjugat la acelasi timp.

[(Al)\(];)’d;/(%/)} :/dgf d3f/6i(k.$_k/,x/)

ax(F) al (k")
[(w @A i 67, 0) ) (w 8 A 1) B7(@.1)) -
—_— N ~~ - ~~ 4
eiAj exim e‘;, j exrm
al (k") ax(R)
- (w ev- A 1) —i a,.%(f',t)) <w e A(Z 1)+ & 7T, 1) )]
~~ o ~ N d N v - v
Ei/ j €>\/i7|'i EJAAJ 5)\'L7ri

unde k- x = k,at sit =1t

Acum daci folosim primele doui relaii de comutare (1.10) (reamintim 7% = Ei):

~

Af@, 0, Aga ] =0 s [B@ 0, BI@E, 0| =0
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obtinem relatia de comutare:

[dk(E)de‘\/(El)] :/d3f dga—:’/ei(k.mfk/_m/) y

- / -
v~

~\~

x m(m & [F(@0), 447, 0)] = exi [A5(@, 1), #(7,1)] )

Inlocuim comutatorii marcati cu acoladd, cu a treia relatie de comutare (1.10,)

(2 0), B T A
Ai@ ), @) = i/(%];:a (52 - pg)ezp.@_x)
5

(k). af, (5] |- / 7 87 L

X w [EM ei <5; — p]])_];?) et (E=T") 4 EJA' €xi <5; o p]])f ) 6iﬁ.(f—f/):|

Tinand cont de transversalitatea componentelor vectorului polarizare

SV GZ\/ = 523 5>\)\/ §1 6])\ Exlys = (5; 5)\)\/

- - dg_» ; ’oot -
~ A _ = 13> P ika—ka - o ip(T-T
[a,\(k),a/\,(kz’)} —/ d>7 d%’we ( )(Qw Er-Ex el ))

Tinand cont de transversalitatea componentelor vectorului polarizare €), - €y =dy/,

I . : dS_’ ; ; sy
[&A(k),di\/(k’,)] :/ Bz Bz (27?;3 ot (ka—k -x)<2w Sy ol P(E—F ))
——

:/ d3f de/ei(k.x—k;/,x/) 20 5}\)\/ 53(f— :1—:»/)

:/ dgfei (k—K') @ 2w 5)\)\/

Final, prin integrarea dupd d>Z, comutatorul cautat este:

[aA(E), al, (k /)} — (27) 2w Gy 83k — K) (1.23)

e In concluzie, setul complet de comutatori pentru operatorii coeficienti Fourier ai
campului electromagnetic cuantic, este:

ax(k), ax (k)| =0
al (%), al, (k)] =0 (1.24)

—

:dA(E), (AZI\/(E/): = (27[’)3 2w 5>\/\/ (53(1{3 - E/)




