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1.1 Cuantificarea campului electromagnetic (calibrare Coulomb)

e Cuantificarea campului electromagnetic, la fel ca a oricdrui camp clasic, se
face prin definirea relatiilor de comutare intre operatorii de camp, aici A*, si
cei de impuls canonic conjugat 7.

Densitatea de Lagrangian a campului 1

electromagnetic liber (cu j, =0, scrisd L= 1 Fuv Frv (1.1)
acum cu operatorii de camp:

unde operatorul tensor electromag- F, = 0,4, — 0,A,

netic F},,, este: v _ guiv _ g ir

Iz
Expresia explicitd FWF HY este:
N N N ~ \2 N A~ \2 N ~ \2
B B :2<81A2 - 82A1> +2 (82A3 - agAQ) + 2(63A1 - 81A3> -
N ~ \2 N A~ \2 N ~ \2
—2((90A1 - 81A0> 9 (00A2 - aQAU) - 2<80A3 - 83A0>

Astfel, campul de impulsuri, ca derivata Lagrangian-ului in raport cu derivata tem-
porald a campului A,,, este:

oL 1 ~ - - ~
fru:mzz —4(00Au — 0o ) | == Fou=Fro (12)
Campul de impulsuri se identificd cu 20 _
componentele electrice ale campului A (1.3)
electromagnetic: mt =L

Incercdm la inceput sd facem cuantificarea campului electromagnetic cdutand
relatiile de comutare Intre operatorii de cAmp A* si cei de cAmp de impuls canonic
conjugat 7#, la fel ca Tn cazul campului scalar real.

Trecerea de la relatia de comutare intre operatorii din mecanica cuantica [i, ﬁ} =ih
la cea intre operatorii de cAmpuri cuantice (in unititi cu ¢ = A = 1), ar duce la
comutatorii:

AME ), 747, 1)| = i0%(F — 7)) (1.4)

Dar dacid 7° = 0, relatia de comutare intre A° = ¢ si valoarea 7° = 0 nu poate
fi diferitd de zero. Aceastd Tnseamna si violarea invariantei la transformarea de
calibrare,

Ay — A=A+ DX (1.5)

Putem alege in acest caz o calibrare particulard, Calibrarea Coulomb, care face
alegerea campului vectorial A ca unul cu oscilatii transversale fata de directia de
propagare.

V-A=0 si A°=¢=0 (1.6)
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e Acum putem incerca sa scriem ca de obiceli, relagile de comutare Intre operatorii de
camp A;(Z,t) si de impuls canonic 77 (Z/,t) = E?(Z',t), luati la acelasi timp,

~

[AZ-(:E’, 1), B9 (3", t)] — 8 87— ) (1.7)

e S& vedem acum ce devine (1.7), dupa ce campul si coeficientii dezvoltdrii Fourier
au devenit operatori.

e Dacai pastram relatiile V-A=0 si V- E =0 valabile si pentru operatori, si aplicim
operatorul V asupra (1.7), obtinem o contradictie:
=0 =0

A\

~

0=[V-A@, v-ﬁ(f',t)} — V2T - T) £ 0 (1.8)

unde V? = 9,0¢,
e Pentru rezolvarea acestei inadvertente va trebui s exprimam (1.7) astfel incat mem-
brul drept din (1.8) sd se anuleze. Pentru aceasta exprimdm membrul drept din (1.7)
sub forma:

[Ai(f, ), Ej(f’,t)} =i (55 - g) 3@ — &) (1.9)

Intr-adevir, aplicind acum operatorul V, ca 9% A; si 0 E7, in membrul drept in parantezi avem:

90 PR v2y2
8]‘8 (55— 2 >_<w—838 V2 ) = <V2_ oz ) =0

V2

i ) S
8%‘92 ), devine compatibila .

Astfel paranteza va fi zero, iar relatia (1.7), cu 6{ — (5f —

3. . ., ‘
e Exprimand 6*(% — &) :/(;l ]§3 etk @2 g efectuand 0,07 si V, obtinem:
0
A . 3k ([ kb r
Az, 0, B (", 1)] :z‘/é;;g (53 - k,’;; )6”“'("”‘“ (1.10)

e In concluzie, setul complet de relatii de comutare pentru operatorii de camp electro-
magnetic cuantic, luati la acelasi timp, va fi,

[Ai(f,t),Aj(f',t)' =0
[Ei(f,t),Ej(f’,t): — 0 (L1
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1.1.1 Ecuatia de camp electromagnetic in calibrarea Coulomb

e Ecuatia de camp electromagnetic liber cu ¥ =0, in calibrarea Coulomb, este:

O F* =0
(1.12)
0, (OFAY — 0" AM) = 0
sau 0, (0" AY — Q0 AM) = 0 L 0 (04 A 4 var) =0
l l
9,0"A° — 9,8 A" = 0,0" A + 0, VA =
Po_ o, (00, 0o ’ 2 o gz 0 -
:W_V ¢—(w+av‘f4>:0 :wA—V A+EV¢+V(V~A):0
! l
v2¢+a V-A=0 & A-veisd Vo4V (V-4)=0
—~— Ot et B T 0t? Ot ~ ~ B
=0 = =0 =
prin calibrarea Coulomb — V-A=0 si ¢=0
ama 0=0 ; —A—-VA=0 1.13
ramane ; BrE) (1.13)
sau ecuatia de camp EM liber se scrie OA =0 (1.14)
e Solutiile de und plani acum sunt: A = gemilwt=kd) (1.15)
e Conform calibririi Coulomb, com- V- -A=F ceilt=kd — 116
ponentele campului sunt normale deci kF-e=0 (1.16)
la directia de propagare:
e Cu doua polarizari lineare transversale independente,
ce devin polarizdrile cuantelor de camp (fotoni). g— &
Acestea se noteaza cu indicele A de polarizare:

e De obicei, vectorul polarizare este vec-
tor unitar, cu componentele normale
reciproc:

X Ex = O

e Solutia generald de camp electromagnetic este o superpozitie, o dezvoltare Fourier
sau o combinatie lineard (care se transforma ca un vector 3-dim) de campuri de unda
plana,

A —dSE (B ot (Wt—k-E At TN i (wt—k-T
Ai:;/(zw)%w (QM(Me HTE e (k) e (1.17)

coeficientii Fourier sunt Hermitic conjugati unul fata de celalalt, astfel ncat
campul sd fie real.
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e Campul de impulsuri conjugat canonic (1.2) #*=09L/ 8(80 J)=Fio= =FE' este

4 L o ..
#i(r) = B'=— qu —o A=
(1.18)
d3k’ ) D TN —iwt—F @ i At N i (wt—k &
—Z/ —iw)(an(R) e E D — e (F) ! F )

2m) 32w

e Pentru a exprima coeficientii dezvoltdrii Fourier a campului Al(f, t) (1.17), vom
face Intdi proiectia lui pe componentele ortogonale ¢! Wt=k" %) de undid plani:

3= i(wt—k"Z) } (= _ 3 v N i (w—w)t —i (k' —k) T
/d Te Ai(Zt) | = Z/d 27r32 eMa,\(k:)e e 4+

N a}\(];) i (w +w)t —i (k'+k)-

Integrarea dupi d® ne di,

37 L oL 3% iy =,
/d Vi RRE SR ) s /—(d Tt RRE R R)

deoarece w=ky=VEk- k
3
Z/dk[ﬁ)\@@)\ ) Z(w_w)t(SS(k}/ )
' Fersd (R) 5 (R 1F) =

,[GM ar(E")+ exs b (—K) m’t}

=
w
8
m@.
T
T
=
t}}
e
=
\.&l
~
SN—
[

w

%

e Vom face proiectia acum pe componentele €y, ortogonale ale polarizarii:

= i(w't—FE" 7 ) -
/dSZU 6z(w t—k E)\/ A( _

Z /[g)\/ - €y CAZ)\(]{/) + Ex - €) a)\( k ) a t:|

A ’
Oy Oy
=" 5 [P (R + e al (k) €]
A
o Lor. 7 ~t N _i2w't
— 2w/ [CL)\/(/C ) +a)\/(_k )e ]

Odata ce integralele si sumele au fost efectuate, putem omite semnul prim de la

variabile. In final proiectiile cdutate ale campului ff(f ,t) sunt:

1
2w

[ezoio g gy - L law%) ;<—E>emt] (119
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e Vom trece s calculdm si proiectia operatorului cAmp de impulsuri 7% (%, ¢) intai pe

componentele ortogonale e

w't—k' T) ~i

i(w't—k' &

) de undi plani:

/dgfei( 7 (2, t) | =
=2 / ) an(F) e e R
A (2m)3 2w A
_ 63\ di(%) ot (W/Hw)t =i (K'+K)- &
Integrarea dupi d*7 ne di,
BT s - A3z PO S S

[ape OO =E =R s [ @ e b

/d?’:?e" W= E) 20 (7 1) | = deoarecce  w=ko= VEk-k

.

/) — EA/- EA d;(—g/)eiQMIt]

Oz

Odatad ce integralele si sumele au fost efectuate, putem omite semnul prim de la variabile.
In final proiectiile cautate ale cAmpului 7(Z, ¢) sunt:

/deei (wt—Fk - T)

0

5 (1.20)

[AA(E) —a
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e In rezumat, cele doud integrale cu proiectiile cAmpurilor A(a: t) i 7(Z,t) sunt:

) S - 1 - -
/ FTEAFD &L AT ) = o JanR) + al (<F) 2]
(121)

/d?;—» i(wt—k - F) 6—»)\ . %(f,t) _ ——[&A(E) . di\(_E) eith}

e Folosind cele doua relatii de mai sus (1.21) putem exprima amplitudinile
ax(k) si al (k) ale dezvoltirii Fourier (1.17) a cAmpului cuantic electromag-

netic A(7),

ar(E) = /ddf ¢l (wt=F-2) [w ey AT ) + iy 7(T, t)} (1.22)
al (k) = /d?“ ~i(wt=F-2) [w o AF ) —id - 7T, t)} (1.23)

1.1.2 Relatii de comutare cu operatori de camp electromagnetic

e Sd evaludm relatiile de comutare [d,\(E),d;(E ! )] folosind expresiile amplitu-

dinilor Fourier a ,\(E) (1.22) si &L(E) (1.23), prin operatorii de cAmp electromagnetic
si de impuls canonic conjugat la acelasi timp.

aa By al (8] = [ @7 ot eoeen

Cj)\Aj EJA/ j €3/
al (k") ax(R)
A\ A\
7 ~ N7 ~ N
- (w Ev- AT 1) —i & ﬁ(ff,t)) (w &\ AT, )4 &7 (T, 1) )]
~ ~- ~ —~ v —_—— ——
":g\/ J EXTT EJ)\AJ' Ex; T

unde k- x = k,at sit =t
Acum dezvoltam produsele de cate doi operatori si folosim primele doud relatii de

comutare (1.11) (reamintim 7 = E%):

~

Af@,n), Aga ] =0 s [B(@ 0, B 0)| =0
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obtinem relatia de comutare:

[&A(E)adz\/(%/)] :/ddl_" d33—j’/€i(k;.x,k/.x/) »

-~

X i w (eM € [w(:f t), A (T, t)] — €, eni [Aj(a?, t), #(z’, t)} >
Inlocuim comutatorii marcati cu acolada, cu a treia relatie de comutare (1.11,)

35 . . j e oy
A ] =i [ (3 - B Jerm e

p
7 . d3—’ ; ’ooa
[d)\(k?),flif\/(k’)] :/d3f Bz (27:;3 pi (k- a—k ) o
X W |:€/\i e, <5§ - pﬂ; ) ¢7 @) 4l ey (5; _ %) eiﬁ-(f—i’)}
p p

Tinand cont de transversalitatea componentelor vectorului polarizare

SV Ei\/ = 55 5>\)\/ §i Ei\ ENG = 5; 5,\)\/

- g g dg_» . ’oot s oo oy
~ ~F _ = 332 P ika—k -z - o P (T-F
[a,\(k),a/\,(kz’)} —/ d>7 ddx/we ( )(Qw Er-Ex el ))

Tinand cont de transversalitatea componentelor vectorului polarizare €), - €y =dy/,

I . d3 7 ; W, oy
|:d)\<k)7 di\/(k />:| :/ d3f de/ —(271-]))3 e’ (k-x—k"a') (2w 5}\)\, elp'(wf:v ) )
——

= / Bz Bz’ BTk 90 53y 6% (T — 7)

—/ d3f ei (k—k") @ 2w (5/\)\/

Final, prin integrarea dupi d>Z, comutatorul cautat este:

[aA(E), al,(k ')} — (27) 2w Gy B3k — K1) (1.24)

e In concluzie, setul complet de comutatori pentru operatorii coeficienti Fourier ai
campului electromagnetic cuantic, este:

4, (k), ax (k)] =0
al (k). al, (k)| =0 (1.25)

an(F), al, (k)] = (2m)3 2w an 83(k — k)
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1.1.3 Hamiltonian de camp electromagnetic cuantic

e Cu densitatea de Lagrangian (1.1) £ = —F},, F** /4, impulsul de camp electro-
magnetic 7' = E' (1.3), cu legdtura E=-0A /Ot, densitatea de Hamiltonian de
camp electromagnetic cuantic, este:

~ 7 A o n 1~ Y
Hem: e 80Ai—£:EEi+—FWF“ =

A 4
on 2 1
= B2 (B-B) = (B4 5 (1.26)
e Hamiltonian-ul de camp electromagnetic cuantic, este: H.,= / BT Hem (1.27)

Bazat pe dezvoltarea Fourier a campulul electromagnetlc (1 17), expresiile com-
ponentelor electrici £ = —0A / Ot si magnetica B=V x A, sunt:

&k Y =i (Wt—K-E) At () i (wt—K-E)
Z (2m) (27)3 2w ZWé/\) ax(k)e (k) (1.28)

dSk . NI\ & (Y —i (wt—k-F T i (wt—k-T
B/ = (Vx4) Z/ s Xfx)j)<cu(k>e (=R 2) ] (F) e (1 F )> (1.29)

Inlocuind operatorii E si B in densitatea (1.26), Hamiltonianul (1.27) devine:

Bk Bk
3—» I =
em ;/d 277' 32w 27‘[‘)3 QW |jx)(,c.) Ex-Ex X

)ez‘(wtfk@‘)) (&)\’ (/;j/) efi(w’th’.f)_&il(El) ei(w,gﬂ}.f)) +

% (&)\(E) e—i(wt—lg‘f) —d;(l;;) ei(wt—E-i)) (d)\/ (EI) e—i(w/t_,;/,f) —(Alil(/g/) ei(w/t_gl‘5)>

| S|

Efectudm produsele de operatori,

Z/@ B3k Bk’
27)3 2w (2)3 2w’

AN

ww' E:\- gx X

| — |

X<&A(E>&x(l¥’> e MG ERDTY G (R)ay (B') et iF-R")
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Acum si efectuidim integrarea dupid d>7,

d3k eEo[ o,
Z 59w (2m)P 2 | AN

AN

/(El) ei(wfw')t (27T)353(E_E/) o

~—

X<5LA(E)&/\/(E) —ileteDt (9)363 (k+ k) - al (k)ax

—ax(k)al, (k") e "= (2r)383 (k—k")+ al (F)al, (k")elw )t (zw)353(15’+/<')>+

X
N
j=3
>
—
!
~—
S
>
—~
ol
S~—
|
=
€
+
€
GO
[\
3
~—
w
(o5
w
—
B
_|_
ol
—
Q>
> —+
—
U
S~—"
s
>
—
X
-
o)
=
€
|
€
=
)
[\
3
~—
w
(o5
w
—
ol
|
ol
—

—ax(k)al, (k") e " @=(2m)38% (k—k "))+ al (k)al, (k') et Y (2m)36° (k+ k'

N

functiilor ¢ din fiecare termen

cuw=VEk-k si proprietdtile (53(E+ E’) — k'=—k deunde W' =w
cu exponentiale, conduc la: F(k—k") = k'=k deunde w'=w

simplificim cu (27)3, apoi prin integrare dupi @3k’ cu functiile 8, tindnd cont ci la
trebuie sd schimbam semnul pentru termenii cu 53(k: + k'), obtinem,

/ $BE1 |,
Z w €>\ 6)\/ X
39w 2w —

AN Syrs

Facem evaluarea factorului marcat cu acolada: (E X € A)(E X € ,\/> . Folosim identitatea:

(#0)-x )= (29 (5-0) - (562

folosind si relatia de ortogonalitate a componentelor de polarizare € - €y = v,
precum si conditia de transversalitate a polarizirii €) pe directia de propagare k, avem,

(Exa)-(ﬁxa) _ (EE) (a - a,) _ (E-a,) (a - 12:’) — E20yy = w? by
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Inlocuind in expresia Hamiltonian-ului, acesta se simplifica semnificativ.

Z/ 2W32w (ai(ﬁ)&A(EH&A(E)di(E)) (1.30)

Folosind relatia de comutare (1.25), pentru k=k' si A=\, aceasta devine
— ), al(R)] =(2m) 2

acum putem realiza ordonarea normali &l (k) ax (k) a operatorilor, similar cu cazul
campului scalar real.

&k R Y
Z/ 27y 200 (ai(k‘) ax(k) + al (k) ax(k) + (27r)32w) (1.31)

Deoarece diversele origini (valoarea zero) ale energiei, nu pot fi masurate, ultimul
termen poate fi neglijat. In acest fel, Hamiltonian-ul normal ordonat de camp elec-
tromagnetic, exprimat prin operatorii de creare si anihilare, este:

Bk
Z / o 2 wal (k) ax(k) (1.32)
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Creare si anihilare cuante de camp electromagnetic

e Si studiem efectul actiunii operatorilor

CUPRINS

dei gmplitudiqg Fourier d; si a, asupra H.,, \E,) = E, |E,) (1.33)
stdrilor proprii de energie.
Sd trecem la calcul, tinand cont de relatiile de comutare (1.25),
Hem ax(k ) |En)
Bk’ o
- Z/ 2m)3 2 W' al, (k) ax (k") ax(k) | En)
trecerea a (k) peste o pozitie — schimbi de semn (1.25),
a3k’ 4 T i s
B Z/ 27)3 2w’ W’ a)d(k/) ax(k) ak’(k/) |Er)
a3k o R P
=2 [z ( AE) L (R) = [ax(R), af, >}>awc ) |En)
—_———
folosmd relatia de comutare (1.25),
d°k’ O aByal (k! A N
Z W' (ax(k)al, (k)= (2m)% 2w San 03 (k—k') | an (k') |E,)
277 2w — —~—
pentru k'=k = w'=w sumdm X siintegrim d3k’ ultimul termen
% dgk/ /AT AN 7 P
O L [y b Fan ) 15) = (war B )
Hfiﬂ‘l/
= ax(k) Hem |Ep) —war(k) |Bn) = ax(k) By | En) — wan (k) |Ey)
N——
:ETL‘E"L>
= (Bn —w) &/\(E) |En)
In concluzie,
Ho ax(F) En> — (B, —w) ax(k) En> (1.34)
—— ~———
[En—1) [En—1)
e Deci, operatorul EL,\(E) este operator de anihilare sau coborare pe o stare
|En_1>, cu o cuantd de energie hw mai jos, prin actiunea asupra stdrii |En>
a(R)|Bn) = [Bar) (1.35)
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e Si trecem si sa cdutdm acelasi lucru in cazul operatorilor d; asupra starilor
proprii de energie (1.33).

Sa trecem la calcul, finand cont de relatiile de comutare (1.25),
Hem a)\( ) |En) =

371 - > I
—Z/ &k W al, (B ax (k) al (k) |E,)

2m)3 2w’ N

folosind relatia de comutare (1.25),
B3k N ST .
-2 / o A (k) (awf) ax (k') = [l (), a (R)] ) |E.)

377 - -~ 7 i k

>

(2m) 32w

folosmd relatia de comutare (1.25),

Z/Muaf,@') al (k) ax (k') +(2m)% 2w o83 (k=) | | En)
) ( g & —)

27)3 20’

—

pentru k'=k = w'=w sumim )\ siintegrim d3k ' ultimul termen

3701 . - > k

(2m) 32w

Q>

g d3kl “ TN = R —
=al(k Z/ R W' al, (KNax (k') | Ey) +wal (k) |En>>

=\ (k) Hem |En) +wal(
:En\En>

= (En + w) a}(k) |En)

In concluzie,

b@méﬂ(E)E%>zz(£%—%u06ﬂ(%)£@> (1.36)
—— S——
|En+1> |En+1>

e Deci, operatorul d;(k) este operator de creare a starii ‘En+1>, sau ridicare pe
starea cu o cuanta de energie /ww mai sus, prin actiunea asupra stdrii ‘En>,

al\(k)|E

> ‘En+l> (1.37)




