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1.1 Comutatorii de camp si cauzalitatea teoriei

Pentru ca o teorie sd exprime legaturi cauzale intre doud evenimente, aflate in punctele
spatiu-timp x si ¥, trebuie ca un semnal sd poatd ajunge de la unul la celdlalt, adicd sa
fie Tn interiorul conului luminos, (z — y)? = (ct; —cty)? — (£—17)* > 0. Componenta
temporala (pozitivd) la pdtrat, trebuie sd fie mai mare ca cea spatiald (negativd) la
patrat. In Figura 1.1 evenimentul Fs(y) este in afara conului luminos, este separat
spatial fati de F; (z), adici (z—y)? <0.

Figura 1.1: Dou# evenimente £ (z) si Ea(y), cu z = (¢1,0,0,0) siy = (ta,1,0,0).
Separate spatial dacii (z — y)? < 0. Separate temporal daci (z — y)2 > 0, unde
(@ —y)% = (ct1 — ct)” — (¥ — §)°

Dacd evenimentele sunt separate spatial, tofi operatorii pentru asemenea eveni-
mente, in afara conului luminos, nu pot avea legdtura cauzald, deci trebuie sd co-
mute:

[El(x), Eg(y)] =0 pentruorice (v—y)*<0 (1.1)

Aceasta face ca o mdsurare in  nu va afecta mdsurarea in y, atunci cand eveni-
mentele din x si y nu pot fi legate cauzal.

Sa vedem daca Teoria Cuantica a Campurilor satisface aceasta proprietate funda-
mentald. Pentru aceasta vom folosi comutatorul de campuri luate la pozitii spatio-
temporale diferite:

~

6(@),6(y)] = d@)dy) — dy)() (1.2)

Folosind expresia generald a unui camp scalar real liber (??)

¢E(IE) = /_d3ﬁ L <&~ e gt e“”““)
(277')3 \/2Eﬁ P g

Calculand (1.2), obginem'

'[6@).60)] = d@)dy) — dw)(x) =
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R R 3o 1 . .
[910).6(0)] = / oy g (T e ) (13)

e Pentru evenimente separate temporal, in
interiorul conului luminos (z — y)? > 0,

Ba)oly)] £0 A

Pentru doud evenimente aflate pe axa ¢,
avem z—y = (¢,0,0,0), si p= (E,p) care [gb(x), gzg(y)] it _ imt
conform (1.3) ne dd comportarea comuta-
torului: . . 2 _ = 2 =
unde m este masa particulei (E“=p“+m° cu p=0).
e Pentru evenimente separate spatial, in afara ~
conului luminos (z — y)? < 0

Pentru doud evenimente aflate pe axa x, avem v — y = (0, —(Z — gj)) ,

iar (z — y)?=—(Z — ¥)* <0. Din (1.3) obtinem comutatorul:

Nt D) St i &’p 1 i@ _ i (@7
¢(t,$)a¢(t,y)}:/(2;§32 o (ep( §) _ omin( y)) (1.6)

Dacii schimbdm semnul ' — —p), valoarea integralei dupd dp, intre —oo si +oo0,
nu se schimbi. Dar [gﬁ(:{;), qg(y)] este invariant Lorentz, deci el nu poate depinde
decat de (z — y)?, si trebuie si fie egal cu zero, pentru toate (x — y)? < 0 (separare
spatiald).

e In concluzie, teoria noastra este o teorie cauzala, iar comutatorii se anuleaza in
afara conului luminos. Aceastd proprietate se pdstreazd si in teoria cdmpurilor in
interactie, fapt ce constituie o axiomd n teoriile de camp locale. Totusi, faptul cd

[q@(m), q@(y)] este o functie complexd, si nu un operator, este o proprietate doar a
campurilor libere.

: ) P(x) ?(y)
— 3 > Goe P gt etre) (G T tPY 4 T iy
_/d P <(27r)3 2E5> (a"e tape )(ape +ap )
é(v) b(x)

_(dﬁe—ip-y +a AT ip-y) (dﬁe—ip-:c + &ge”m) _

/ a2 e (I+y)+aﬂa e_“"(l_w—kdt&ﬁei”‘(z_y)—|— dT_Q ip(zty)
(2m)3 P
/%w (z+y) _ -aT et (@—y) _ ;dﬁ e~ (z—y) W)

1 ) )
/d3 ( ) |:( ot &tdﬂXe_”"(z_y) _ e+w<(w—y))
2m)3\/2F;, por

———

t (2m)3 5(5-p) (22)

qg () d’p 1 (e—ip-m—y) _e+z-p~<m—y))
27’[’)3 2 P
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1.1.1 Amplitudinea de tranzitie, matricea S, propagatori

e Problema structurii cauzale a teoriei se poate pune si in alt fel. S& zicem
cd se prepard o stare initiald |z> in punctul spatiu-timp y si se cere sda aflaim
amplitudinea de tranzitie la starea finala | f > din punctul z.

Pentru aceasta folosim matricea (operatorul) S, precum si relagia de ortonormare a
stirilor (7| si | p) din spaiul Fock create din vacuum:

(Ol a5 |0) = (p1p") = (2m)*3(F - 7") (L.7)
atunci,
(£18]iy=(0lé(z) é(w)]0)
L ,.g\, @m)3s(p—p") (1.7)
_/dpzd)ﬁ \/4El 7 £0|ay d |0y~ P HiP Y | integrare d*p
dBp 1 ,
-/ P ¢ Y =Dy (18)
P

e Functia D(z — y) se numeste propagator.

Pentru separdri spatiale (z — y)? < 0 (ex. doudl evenimente de-a lungul axei 7 -
luate la acelasi timp) avem (x —y) = (0,4 —y) iardin (1.8) avem:

D(z —y) ~ e~m|#-7] (1.9)
deci amplitudinea de probabilitate pentru evenimente separate spatial scade

exponential in afara conului luminos, dar este diferita de zero, < f }S ‘z> # 0.

Am vidzut insd, cd masurdrile de evenimente separate spatial comutd, iar teoria este
cauzala, deci [gb(x), gb(y)} = 0. Se pare cd aceste doud concluzii se contrazic
reciproc.

Totusi, dacd luim expresia (1.3), cu (1.8), pentru separdri spaiale (z — y)* < 0

6601, 60)] = [ o (e e — v e

=Dx—y)—Dy—x)=0 (1.10)

Interpretarea acestei situatii, inseamna cd dacd o particuld s-ar misca intre doud
puncte * — y, separate spatial, la fel de bine poate sda se miste si invers, de la
y — . In oricare din masurdri, amplitudinea acestor doud evenimente este zero.
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In cazul unui camp scalar complex, este mai interesant.

Daci privim ecuatia [(ﬁ(x), (%T(y)} =0 1in afara conului luminos, putem spune
cd amplitudinea de probabilitate ca o particuld sd se propage dela x — y an-
uleazd amplitudinea ca antiparticula sd se propage dela y — x. De fapt aceeasi
interpretare este valabild si pentru un camp scalar, avand in vedere cd antiparticula
este particula Tnsdsi.

1.2 Propagatorul Feynman

e Una din cele mai importante mdrimi din teoria campurilor in interactie este
propagatorul Feynman:

A A D 0 0
Ar(z —y) = (O[T d(x) }0>—{D§§ Lo IR ES

unde T é(x) dly) = { Ha)oly) pentru 2>y’ (1.12)

o(y) ¢(z) pentru y° > 2°

Am vazut (1.9) cd amplitudinea de probabilitate < f ] S }z> scade exponential 1n afara
conului luminos, dar este diferitd de zero.

e Si ardtdm ca propagatorul Feynman se poate exprima sub forma:

d*p ) (e

e Aici avem integrala dupd 4-impuls. Pana acum am folosit doar integrarea dupd 3-
impuls, cu p° fixatd de conditia de mass shell p°=FEj; unde p* = (p")* —p?).
m2 E2
P
In integrala de fatd (1.13), nu se mai impune aceastd conditie asupra componentei
p°. Totusi, aici integrala nu este definiti pe intregul domeniu de integrare, deoarece

pentru fiecare valoare a 3-impulsului 7, numitorul  p? — m? = (p°)%?—5? — m?
—_——

—-E2

p

prezintd céte o singularitate, un pol pentru  p° = +FEj; = +./p? + m?2.

e Si trecem si efectuiim integrarea dupd p® dar, pentru evitarea singularitifilor trebuie
si facem apel la teorema reziduurilor?. Integrandul din (1.13) contine:
1 1 1

- - (1.14)
pr=m? (") —EF  (p° - Ep) (p° + Ep)

*Reziduul unei functii f(z) intr-un punct de singularitate zo:
Res(zo) este coeficientul a_1 din dezvoltarea in Serie Laurent in jurul lui zo:
a_—2 a—1

f(Z):"'+(Z_ZO)2+(Z_ZO)+ao+a1(szo)+a2(szo) +...

Pentru un pol zg simplu Res(z0) = lim (z — zo) f(z) adici este coeficientul lui 1/(z — zo).
z—2z(
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De aceea, pentru integrarea dupd p°, alegem conturul de integrare prezentat in
Figura 1.2, unde reziduul polului p° = +FE; adicd, coeficientul termenului

1 1
P em—— este = .
(P°F Ep) (P° £ Ep) 2By
AIm(p’)

-E

v N,
\_/ +E7 Re(p?)

Figura 1.2: Contur integrare

e Sd evaludm propagatorul Feynman pentru 2° > ¢/°.

La numdritorul integrandului (1.14), pentru ip® — co avem: e~ (@' =y") 0 0

Deoarece ip” = Im(p°) — +oo si 2°—y° >0, iar la numitor avem polul p° — E5 = 0
adic# p° =+ E, integrala dupi dp° a expresiei (1.14) se face cu teorema reziduurilor.

o : . . 1 1
Integrala dupd dp® va fi datd de contributia reziduului, adic# =57
p’+E; 2E;
— o1 . A
iar integrala este  —27mi—-  (minusul s-a luat deoarece conturul se ia in sensul

2E;
p
acelor de ceasornic - invers sensului trigonometric). Deci pentru 2° > 4/ integrala
completd este:

d3ﬁ _27TZ . i Ea(20—y0) i 5 (T =T

07 S U

care este propagatorul Feynman pentru z° > 3 (1.11).

e Si evaluidm propagatorul Feynman pentru y° > 2°, cu conturul de integrare din stinga,

care, de data asta se ia In sens pozitiv trigonometric, unde p’+ E; =0 (po = —Eﬁ).
1 1
P~ By  —2E;

. Atunci  pentru y® > 2° integrala completd este:

Integrala dupd dp° va fi datd de reziduul din acest punct,  adicd

iar integrala este 271
8 —2E;
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3 = .
Ap(z —y) —/ @’p _2mi i et Bp(a® =) +ip (7—9)

(2m)* —2E5

&y 1 ' oo cu p — —pca variabila
= /ﬁ Z e Br (") =iP(7=7)  de integrare —oo-+00,

(2m)? 2E5 iar E; depinde de p*

dgﬁ 1 —ip-(y—x

Am gisit propagatorul Feynman pentru 3° > 2° (1.11).

e Deci, propagatorul Feynman (1.11) este (1.13) cu (1.15) si (1.16):

d4p Ze_zp (ac—y)
Arle —y) = /(2%)4 p? —m? +ie

_{<f|§\i>=<0}¢3(w)¢3(y>\0> pt. 20>y
= . . . (1.17)
(@ |5| f)=(0]o(y) ¢(x)|0) pt. y°>a°

e In loc de a specifica conturul de integrare, de obicei propagatorul Feynman se scrie sub

forma:
d4 i et (z=y)
AF<x—y>—/( P (1.18)

2m)4 p?2 —m? + e

AIm(p°)

®tic
$

> >
e Re®@)

unde € > 0 este un infinit mic. Efectul este o ugoard deplasare a polilor de la axa
real, astfel ci integrarea de-a lungul axei p” este echivalenti cu cea pe conturul din
Figura 1.2.



