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1.1 Ordonarea temporala si ordonarea normala a operatorilor

In evaluarea amplitudinilor de tranzitie intre o stare initiala de camp si o stare finala,
folosim matricea S ca limita operatorului de evolutie U (ty,t_). Acesta este exprimat

prin dezvoltdrile Dyson.

e Sd studiem comportarea unor campuri in interactie. Ca model sd ludm un Lagrangian

tip Yukawa:

£= 00" + 20,600 — M*) — S — 96 (L

cu g Mm

e Acesta cupleaza un camp scalar real ¢ cu un camp scalar complex ), care 1 este camp

de particule, iar iﬁ* este camp de antiparticule.

e In descrierea de interactie

H=Hy+H.

e Pe de altd parte, evolutia in timp a campului W 1(t)> este exprimatd cu ajutorul opera-
torului de evolutie U (¢, t,):

wl(’f» = (j(t7t0)|¢l(t0>> (1.2)

unde U (t,t0) este obtinut ca dezvoltarea Dyson in serie de puteri ale H', care in

dezvoltarea pana la ordin doi este:

t
Ult, to)= ]+( h)/dtlH
t

(——)/dtl/dtg () H(t) +...  (13)

0 t >t > 1o
e Hamiltonianul de interactie tip Yukawa H =g / RN (1.4)
3—)
e Campul scalar real M :/ d°k 1 <dﬂ e—ihw 4 gt eik-z) 15
are forma: ¢(z) (2m)® 2B \'* k (15)
-
e Camp scalar complex 7 :/ d°k 1 (13~ —ikew g of zkac) 1.6
de forma: (z) (27)3 \J2E-\* ‘ % ° (16)

e In Hamiltonianul de interactie (1.4) intervin campurile ce contin operatori de creare si

anihilare, de tip:

Camp scalar real: ¢ ~a+a' - anihileazd cu a si creazii cu a' particula ¢
. b ~b+ ¢t - anihileazi particula ¢ cu b si creazd antiparticula ¥ cu éf
Camp scalar complex: }ﬂ ~ T+ . . p wA ) : o p ) ¢_ .
YT ~ bf + ¢ - creazi particula v cu b si anihileazi antiparticula 1) cu ¢

e In perturbatiile de ordin I in H’ avem termeni de tip (¢f b' @), care anihileazi cu a un
mezon si creazi cu b’ un nucleon si cu & un antinucleon.
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~

e In perturbatiile de ordin Il in (H ’)? avem termeni de tip (¢! bt a)(¢bal). Acest termen
contribuie la impréstieri de tip Y1) — ¢ — Y Y
Exemplu de calcul amplitudine tranzitie
e Considerdm starile initiale si finale ca stéri proprii de particule libere. |z> — ‘ f >

e Cdutam amplitudinea de probabilitate a tranzitiei }@> — | f >

lim
t+—+oo

34 (17)

Uty t_

Amplitudinea de probabilitate de tranzitie scrisd in I-a aproximatie cu H (t) (1.4)

fdtH/

A

(FI81) = =9 f\/d4x V(@) 2) i) (1.8)

e Exemplu fictiv: dezintegrarea unui no[“ <d]
mezon — particuld + antiparticuld. a \%] p
a

in cazul dezintegrdrii mezonului stdrile initiale si finale sunt stdri create din vacuum.
Mezonul initial, de impuls p’este introdus cu operatorul de creare d; ‘O> al campului

scalar real gg (1.5), 1ar nucleonul si antinucleonul finali sunt introdusi cu I;T ‘O>, re-

spectiv cﬂ |0> al campului scalar complex w (1.6) (vezi pag. 4), adica stanle ’z> si

/) normate sunt: T
1) = \/2Ez a. |0
{y|f§ — AE; By, z} ¢t j0) (1.9

e Starea initiald este cea de mezon de impuls p, iar cea finald este a perechilor nucleon-
antinucleon de impulsuri ¢; si ¢>. Amplitudinea dezintegrarii mezonului in perechea
nucleon-antinucleon, se poate scrie in aproximatia de ordin Intai ca:

(1[8li) = o (sl fata P i) (110

Navaﬁ|0>

Observam ca (1 5), iar actiunea aq | > va transforma |z> intr-o stare de
doi mezoni. Acesta stare de doi mezoni 1nsd, nu se regaseste in procesul studiat, deci
nici un operator din 7 sau 9" aflat intre < f | si ]z> nu va modifica starea produsa de d]%.

Pe de altd parte, prin acfiunea a; |z> obtinem o stare proportionald cu ‘O>, care va fi
preluatd de ceilalti operatori de camp.

Atunci, din expresia (1.5) a campului scalar real ngS(x) folosim doar componenta a;: de
anihilare a stdrii initiale ‘z> a mezonului de impuls p'(prima ecuatie (1.9)), si avem,
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‘ B >§)

s

)= =3 (7| fate @ 0t [ (jﬁ’j e o i
= —%g<f’ / d*z i (z) ) (x) e P 0> (1.11)

unde, pentru k # p am comutat a; cu d;. Apoi, deoarece ELE‘O> = (), din toate valorile k
din integrald, singura valoare diferitd de zero este cea cu k= D, adicd a; d;‘ O> = (, practic

din integrarea d3k am obtinut (27)30® (5— k), dupi care am inlocuit k = .

e Similar, dezvoltam 1& ~ b4t sl 1[1* ~ b+ ¢l
Pentru a obtine componente diferite de zero pe starea finald < f |, trebuie sd tinem cont

cd doar contributiile bt si &' sunt efective. Acestea creazi un nucleon (particuld) si un
antinucleon (antiparticuld) din ‘O> Atunci, amplitudinea de tranzitie este:

A d*z 3k, dky E Eq2 _— .
S\ é A i (k1+ke—p) z
< Z>_ 7Y ’// 0% J/E. Ly, » ba & bﬁ2‘0>6

= 292"V + 2~ p) (1.12)
De notat, functia 6 pune constrangeri asupra dezintegrarilor posibile. In particular, este
posibild doar dacd m > 2M.

S& ludm sistemul in care mezonul este in repaus p = (m,0,0,0). Functia § cere
conservarea impulsului, adica cere ca py = —p, si m = 24/ M? + |p]2.
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1.2 Teorema Wick

e Determinarea amplitudinilor de tranzitie implicd dezvoltiri Dyson pentru
calculul actiunii unor operatori ordonati temporal. Adicd evaludri de tip
(f|T{H (x1)H' (25) ... H'(,)}| ) unde |i) si | f) sunt stiri proprii de campuri
libere. Ordonarea temporald a operatorilor se face dupd argumentul temporal
t1 >ty > ... t,.

In plus, Hamiltonienii H contin operatori de creare si anihilare, care trebuiesc
ordonati normal (toti cei de creare la stanga iar cei de anihilare la dreapta), care vor

trebui sd inceapa cu anihilarea starilor ‘ z>

e Cu ajutorul teoremei Wick vom putea face ca produse de mai multi operatori ordonati
temporal, din seriile Dyson, sa se scrie ca sume de perechi de operatori ordonati nor-
mal.

e Un produs de operatori de creare si anihilare ordonati temporal, se poate ordona si
normal (cei de creare la stanga, cei de anihilare la dreapta) prin folosirea la fiecare
interschimbare, a relatiile de comutare (sau anticomutare) ale lor, pentru bosoni, sau
cele de anticomutare pentru fermioni (vezi mai jos).

e Operatia de ordonare normald implica addugarea unor factori (marimi in general com-
plexe) la sirul de operatori, adicd a asa numitelor contractii, rezultate din interschim-
barea pozitiilor operatorilor de creare si anihilare din perechile ce necesitd ordonarea
normald, cu plasarea operatorului de creare la stanga celui de anihilare.

rl
e Definim contractia a doi operatori ab ca fiind diferenta dintre produsul

temporal ordonat T ab si produsul normal ordonat : ab : (vezi mai departe
exemplul (1.16)).

T ord. N ord.

Tab—:ab: + (Tab—:ab: ) =:ab: +ab (1.13)
n
ab
e In primul rand, relatiile O P
A ai, aj| = a;a; — aja; =0
de comutare intre opera-
torii bosonici @, si !, ca al, af| = alal —alal =0 (1.14)
in cazul oscilatorului ar- voall = aat —ata — 6
monic, sunt: i, 45| = ity = ;i = O3
e In al doilea rand, relatiile by, BJ} = bib; + b;b; = 0
de anticomutare intre op- oot SRt At
joomaate e o b, 61 b = Blb] -+ B16) = 0 115
eratorii fermionici b; si b!, R e (1.15)
sunt: bi, b;} = bz j + b;[bz = 5ij

e Si ludm cateva exemple, folosind relatiile de comutare (1.14) pentru bosoni:



CUPRINS

sir 2 oper?iltOArTl TH B B L
@i Gy = Q5 G;+0i = Q5 a; + 405 =10, Q50 +a; 4y (110
~~

sir 3 operatori
st (ota DS P 5
a;a; ag = (aj a; +5Z-j) ap = a; a; Qg +57jj ay,

Va: (1.17)

Il
Q>
<=
Q>
Q>

ol
_|_
Q>
Q>

sir 4 operatori

- d; &idj g + Or@;a; + 045Gy Ay + 0450k
~—
T T T +
= a; (@i + ) ax + Oudja; + 0y ax + 0550k (1.18)
= CAL;[CAL;r dk + (51& ap  + 6kla a; + 513alak 4 6ij6kl

M
= rq;alaga)  +aatara)  +asataral  +asalanal 4 asalara)
Atentie: In cazul operatorilor fermionici (anticomutare), in termenii din membrul drept
cu contractii multiple, va trebui sa se introducd un semn minus la interschimbarea a doi
operatori fermionici, atunci cand termenii contractati sunt aldturati unul de celdlalt in

sirul initial. Atunci, se poate aplica procedura de contractie.

Exemplu: Dacd avem doi fermioni cu operatorii de creare ?JI si anihilare b (i= 1,2),
atunci:

A A

by bo B B — <y by b B

AI_I2A 1 1 1
— b bi b2bT +b1bT tby bl 4 by bl bbb — by bl by bl (1.19)
—mﬂ@@+m@@ﬂ

Notéd: termenul cu contractii de doi operatori de creare si doi operatori de anihilare nu
mai este inclus deoarece contractia lor se anuleaza.

Calcululele de mai sus se simplificd substantial dacd se foloseste teorema Wick.

1.2.1 Demonstratie Teorema Wick

In cazul cel mai simplu se doreste ordonarea normald a doi operatori initial ordonati
temporal. Aceasta se face identic cu cazul (1.16) analizat inainte. Acum scriem or-
donarea normald sub formd generald pentru doi operatori oarecare A si B:

.
TAB = - AB: +<TAB—:AB:)::AB:+:A§: (1.20)
— N—— R
ordonati ordonati -

contractie
temporal normal
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I
Am definit aici contractia a doi operatori, notaticu A B, ca diferenta intre or-

donarea lor temporald (initiald) T AB si ordonarea lor normald :AB: = BA

Relatia (1.20) exprima teorema Wick care spune cd ordonarea normala a doi operatori
ordonati temporal se face astfel incat la simpla ordonare normald a lor se adaugd si
contractia lor. Contractia a doi operatori de creare, sau a doi operatori de anihilare sau
a unui operator de creare urmat de unul de anihilare sunt egale cu zero. Doar contractia
unui operator de anihilare urmat de unul de creare este diferitd de zero.

D .
AB=AB—:AB: (1.21)

Ordonarea normalad din (1.20) este exprimatd prin contractia diferitd de zero, intre ope-
ratorul de anihilare A aflat initial la stdnga si cel de creare B aflat initial la dreapta.
m

Acestia sunt interschimbati si addugata functia complexa a contractiei AB.

AAAAA

AAAAAA

stanga. Se formeaza produsul de n operatori ABCDEF .. ..

Exprimdm ordonarea normald cu teorema Wick pentru n — 1 operatori, la care
addugam al n-lea operator A la stanga,

~

AT(BCDEF...):A:BC’ﬁ,_‘EF: ordonarea normali
+A Z: BCDEF: contractii singulare
e [ ] (1.22)
—|—AZ BCDEF: contractii duble
+A6§l:e e contractii multiple
triple

— Dacd A este operatr de creare, toate produsele de mai sus sunt

AAAAA

normal ordonate deja, adicd: A:BCDEF. cABCDEF ...,
ca urmare nu mai este necesard nici o pernutare, dec1 nici introducerea unei
contractii.

— Daci A este operator de anihilare, el va trebui deplasat Tn mod repetat la
dreapta. La fiecare permutare cu un operator de creare, trebuie addugatd
o contractie. Deci daca A ajunge la stanga unui operator de creare X va trebui
aplicatd teorema Wick (1.20) pentru cei doi operatori.
TAX =:AX:+:AX: (1.23)
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e Deci pentru deplasarea operatorului de anihilare Ala dreapta, se adaugd o contractie

cu operatorul de creare X din dreapta. In acest fel se adauga toate contractiile posibile
cu operatorii de creare intalniti in cale.

e In final se obtine secventa normal ordonatd a operatorilor initiali plus o suma de termeni
de produse normal ordonate de operatori multiplicate cu factori de contractie pentru
restul perechilor de operatori permutati.

e In concluzie, un produs de operatori de crearea si anihilare ordonati temporal

AAAAAA

T(ABCDEF ...) poate fi in ordonat normal cu ajutorul teoremei Wick sub forma:

AAAAAAAAAAAA

T(ABCDEF...)=:ABCDFEF: ordonarea normali
—
+ ABCDEF: contractii singulare
single
Pl (124)
+> :ABCDEF: contractii duble
double
+ Z e contractii multiple
triple

Cu alte cuvinte, un sir de operatori de creare si anihilare poate fi scris ca:

- sirul de operatori din produsul lor normal-ordonat, plus

- 0 suma de siruri de produse normal-ordonate cu o contractie de perechi de operatori, plus

- 0 suma de siruri de produse normal-ordonate cu doud contractii de perechi de operatori, plus
- o suma de siruri de produse normal-ordonate cu trei contractii de perechi de operatori, plus

- o sumad de siruri de produse normal-ordonate cu toate contractiile posibile de perechi de
operatori.

1.2.2 Propagatori, comutatori si operatori de camp

e Sd considerdm un camp scalar real g%(x) (1.5) care se poate descompune dupd com-
ponentele de anihilare ¢~ () si de creare ¢ (x):

d(z) = ¢ (2) + ¢t (x) (1.25)
unde ,
n d°n 1 .

- B

8 —+

R 3y .
—+ _ 1p-xT
ot (z) = /(2@3 o5 al. etr (1.27)

e Ordonarea temporald a operatorilor implica ordonarea lor dupa argumentul tempo-
ral 9> ¢/°

~

) Gy — (9@ O pentru a0 >y
P00 = {050 e 15 (29
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e Ordonarea normali a operatorilor implicd ordonarea lor cu componentele de creare ¢
la stAnga, iar cele de anihilare 1)~ la dreapta, astfel cu ordonarea temporald 2° > ¢/°,
avem,

B(x) dly) = (67(@) + 64@)) (4-v) + 6*w)

$(2) 6 (y) + 6™ (@) 6 () + ¢ (z) 6T (y) + 61 (2) $T(v) (1.29)
o7 (z) ot (y)

67 (@)07 () +0M ()0 (y) + M (y)d(2)+ [67(2), 67 (y) |+ (@) o (y)
—_——

D(z—y)

ultima linie contine termenii ordonati normal, notati in bloc cu : (z) ¢(y):
Unde erau probleme de ordonare am folosit comutatorul, identificat cu termenul

D(z —y)=[¢~(x), " (y)], unde D(x — y) este propagatorul'

Deci, in cazul 2° > ¢°, avem,
T é(x) dly) =:6(z) P(y): +D(x —y) (1.30)

unde :¢(x)@(y): desemneazi secventa normal ordonati de operatori

e In cazul 3° > 2, putem repeta rationamentul anterior gi gdsim

T é(x) d(y) =:0(x) d(y): +D(y — ) (1.31)
. _ [D(x—y) pentru z°>¢°
® Deci, Ap(r—y) = {D(y —x) pentru 3% > 2°

putem scrie ordonarea temporald a doi operatori de caAmp actionand in doud puncte
spatio-temporale z si y diferite, folosind ordonarea normald si propagatorul Feynman:

T d(x) p(y) =:0(x) d(y): + Ap(z — y) (1.32)
unde Ap(z — y) este propagatorul Feynman, pentru care avem reprezentarea inte-
grala:

d4k. i efik-(zfy)
A —y) = 1.33
r=y) / (2m)* k%2 — m? + ie (1.33)

o @1 é )] = d@ ) - ¢t W é @) =

¢~ (@) ot (y) et () é(x)

1 ’r ) ) ) )
[ 25z (oo )l -(ape ) (awe )]
2
3 = 1 A A —ip-(z— AT A —ip-(x—
_/dsp<(27r)32E> aﬁa;e p-( y)—a;aﬁe p-( y)}
D L

2
) 1 .
P 7] —— aaatfataa)e—lf"@—y)}
/ p<(27r)3 2Eﬁ> per T

-~
(2m)3 6(p—p) (2?)

[iﬁ_(z),é*(y)] :/ (;i‘; 2; (e—ip(.r—y)) = D(z —y)
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Noti: T é(z)d(y) si :é(z)d(y): sunt ambii operatori, totusi diferenta
(contractia) lor (1.20), este un numir complex: Ap(x —y).
. A
e Contractia unei perechi de operatori dintr-un sir de operatori ... ¢(x1)...¢(x2) ... se
introduce pentru a-i putea inlocui cu propagatorul Feynman, fard a schimba ordinea

celorlalti operatori din gir. Adica facem inlocuirea,

L.

¢(x)o(y) = Ap(z —y) (1.34)

e O discutie similara se poate face pentru campuri scalare complexe, unde,
T ()Pt (y) =) D (y): +Ar(z —y) (1.35)

unde ayem contractiile: — —
D)l (y) = Ap(z —y) si D(@)d(y) =P (@)i(y) =0 (1.36)
Contractia operatorilor

e Pentru orice sir de operatori de cAmp ggl = ngS(ml), q52 = qg(xg), ...,avem

T(él . gﬁn) —:¢1...¢n: + :toate contractiile posibile: (1.37)

e Sid ludm un exemplu al ecuatiei (1.37), pentru n = 4 operatori, pentru care coordonatele
temporale 29 > 29 > 2% > 9.

AAAAA

+O102 10304 +P103 1 P204: + D104 P23

+O203 10104 +P2ds (D131 + D304 1 P1D2:

+ 120304 + P1030204 + P1P1P203 (1.38)
Contractiile sunt coeficienti complecsi, iar operatorii ngﬁl sunt ordonati normal.
In ordonarea temporald de mai sus avem I-ul termen cu 4 operatori ordonati normal, 6

termeni cu cate doi operatori ordonati normal si 3 termeni numere complexe, fard nici
un operator.

e Acum, pentru a determina amplitudinea de Tmprastiere < f !5’ ‘ z> va trebui sa deter-
mindm propagatorul Feynman (2?) Ap(z1—x4) = <0 !T gz@l QASQ ngg @‘ O> luam ordonarea
temporald (1.38) intre stdrile de vacuum. Tinem cont cd termenii cu operatori (primii
7) sunt normal ordonati, astfel cd actionand cu operatorul de anihilare asupra stdrii de
vacuum obtinem o contributie nuld. Singurele contributii diferite de zero sunt ale ul-
timilor 3 termeni, numere complexe. Folosind si exprimarea (1.34) a contractiilor prin
propagatorii Feynman, avem:
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AAAAA L N S A U O A S
(0|T(¢1020304)| 0) = 1020304 + G1030204 + P1ds203
= AF(.%‘l—Ig)AF($3—JI4)
+Ap(x1—x3)Ap(xe—14)
+Ap(r1—24)Ap(xe—123) (1.39)

unde am folosit condifia de normare <O ‘ 0> =1



