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1.1 Solutia Ecuatiei Dirac pentru o particula incarcata in camp de
unde EM
(dupd Greiner QED pag.234-239)

Problema: Considerim un cAdmp electromagnetic A* () ca o unda plani ce se deplaseazd
cu viteza luminii pe directia datd de vectorul de unda k. Dependenta spatio-temporald a
potentialului A*(z) se presupune de forma produsului scalar ¢ = k - x, adicd A* =

A#(k - z) unde k* = 0 (masa foton).

Se cere:

1. S& se arate cd solutia exactd a ecuatiei Dirac (cu unitdfi 4 = ¢ = 1) pentru un
electron ntr-un cdmp de unde EM este datd de expresia underlinestdrilor Volkov
(D.M.Volkov, Z. Physik 94, 250 (1935)):

e _
b=, (14 5 KA e (L
k-x A 2A2
B eA-p e
unde faza ¢ este O(k-z) = /d(p( T -p) (1.2)
0

iar u(p) este spinorul de electron liber si IV, este constanta de normare.
Folosim conditia de calibrare Lorenz:  J,A* =0

pentru  A(z) = Age”** = 0 A" = —ikA adicd k-A=0 (1.3)

2. Sd se calculeze densitatea de curent j* = 1)y*1) pentru functia de unda (1.1).
Sa se determine constanta de normare /V,,.

3. Sa se scrie solutia (1.1) pentru cazul special al undei plane cu polarizare circulara,
adica:

Atk - x) = a(e’f cos(k - x) + ey sin(k - a:)) (1.4)

unde E=c=-1 , - 6=0, g k=c-k=0 (1.5)
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Functia de unda Dirac pentru sarcina in camp EM (stari Volkov)

Trebuie sd rezolvdm ecuatia Dirac .
in camp EM: (Z V0" — ey AN — m) Yp(z) =0 (1.6)

unde A* = AH(k - x)

Se poate verifica usor cd (1.1) este
solutie a ecuatiei (1.6). Totusi,
in continuare vom face deducerea
solutiei in mod concret. In acest
scop folosim tehnica de variabile
de con-luminos folosite in prob-
leme de migcare cu viteza luminii
(vezi Figura 1.1).

Figura 1.1: Definitia variabilelor de con-luminos. Liniile
punctate (in x_ =const. avem potentialul A* = const.

Pentru migcare pe directia
z = 3, coordonatele de ttz L 17
con-luminos se definesc prin T =75 , TL= () (1.7

relatiile (vezi Fig. 1.1):

In mod similar, orice 4-vector

a* se poate exprima in ter- 0, = a’ + a3 i = (d',a?) (1.8)
meni de componente de con- 2 ’ ’ '
luminos:
iar produsul scalar devine | a-b=a,b"=2a.b_+2a by —a, - EL (1.9)
[Exemplu de calcul: o
1
a-b=a,bt= <a0 — a1 — s —Cl'g,) 22
b3

= aob? — a1b' — asb® — ash® = ag <b+ + b_> —a1b' — axb? — ag <b+ — b_)

= (ao — a3> by + <a0 + a3>b, — ayb' — ash?® = 2a_b, +2a b —a, b,

La fel introducem matricile
Dirac pe componente de con- w="%7 , =047 (1.10)
luminos:

De asemenea, cu notatiile
prescurtate 4 cu matricile v, d=v-a=rvra_ +y-ay —7 -d, (1.11)
4-vectorul a se poate scrie:
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= 0
Componentele v, ce vor fi TETE
folosite 1n calculele ulte- VeV = 2707F (1.12)
rioare, ‘satlsfac urmitoarele VYL = Y%
identitdti: . ~
YEYL = TVLYE

Aceste relatii rezutd imediat din (1.10) si proprietitile de anticomutare ale matricilor Dirac
~#. De notat ca prima relatie (1.12) implicd un determinant nul pentru v, astfel cd aceasta
nu se poate inversa.

Putem presupune, fird a pierde gen-
eralitatea, cd unda EM se propaga pe -
directia 3, adicd k* = w(1,0,0,1), ky=w , k=0 , k. =0 (1.13)
ceea ce Inseamna:

Conditia de calibrare Lorenz (1.3) k-

A:2k+Af+2ka+—EL./L:O A =0 (1.14)
implica

Daci exprimam derivata prin 5 — 0y +0_ 9 — 0y —0_
coordonatele de con-luminos, E 8 2 (1.15)

Ecuatia Dirac (1.6) devine

. Y+0 -0 L = L7
(17+2+ —1—272 +i9, -V, —ey A +eq, - Al —m) W(x) =0 (1.16)
Am ales ca potenfialul A si se miste pe directia 2° cu viteza luminii si depinde doar de
variabila z_,

adica A, = A, (v_) si Ay = Aj(z_). Ca urmare, migcarea electronului dupa coordo-
natele x, si ©; poate fi descrisd printr-o unda plana ordinara.

Deci, solutia completd a ecuatiei Dirac pentru un electron in camp EM oscilant, este:

V(r) =Y, v, T1) = Nye P % p(x_) (1.17)

4-impulsul p satisface relatia p> = m?  Inlocuind expresia ¥ (z) (1.17) in

ecuatia Dirac de con-luminos pentru un electron in camp EM (1.16), conduce la o ecuatie
diferentiald ordinari pentru faza ¢(z_):

(Z7 7 + Yo Fypr — VL DL —ey-Ap+ey - Al —m) d(x_)=0 (1.18)

Structura matriciald a ecuatiei de mai sus poate fi simplificatd prin descompunerea functiei
¢ dupa componentele de con-luminos:

oy + o
2

o= unde ¢4 = YV+¢ (1.19)
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Conform (1.12) aceste componente satisfac: | ~v,.¢, =0 |, yidr = 2797+é (1.20)

Atunci, ecuatia pentru faza ¢ (1.18) contine separat cele doud contributii:

[%Lp— — 7L (ﬁL - 61&) - m} o4 +

+ [z 728 TV <p+ - eA+> . (;:1 _ efL) — m] 6 =0 (121

Aceastd ecuatie se poate simplifica prin proiectarea ei dupd matricile vy, si y_.
— Prin inmultirea ecuatiei (1.21) cu y_ termenul cu derivatd dispare si rdmane o ecuatie
algebricd ce exprima legdtura intre componentele ¢ si ¢_:

by = %% o (= edL) +mo (1.22)

— Prin inmultirea (1.21) cu 7, obtinem:

[i O +2(py —eAy) ] ¢ + [’ﬁ : <Z7¢ - 61‘1) Yo — m%} ¢y =0 (1.23)
Cu ajutorul relatiei (1.22) inlocuim componenta ¢. In plus, folosind 7,79 = —y 7L
precum si identitatea (7, - ¥ L)Q = —47 valabild pentru orice vector ¥ , obtinem:

[’ﬁ : (ﬁl - 61‘TL> - m} [’ﬁ : <]3l - 61‘1) + m}
= (g (7 ed)) —mr = (5 —eA) - a24)
Astfel (1.23) devine:

G- =0 (1.25)

1 SN\2
[iﬁ_ — §<—4p+p_ +4eAp_ + (ﬁl —eAL> —I—m2>

Folosind (1.9) pentru patratul ve- . .
torului impuls, precum si p*> = m? A*=4A, A — A? = A} (1.26)
si relatia

Obtinem 1n final ecuatia Dirac pen- 1
tru componenta ¢_, deosebit de i0_¢_ = 5 <2eA p— 62A2> o_|  (1.27)
simplificatd: —

De remarcat cd matricile Dirac au 4
dispdrut, iar ecuatia (1.27) poate fi O_(z_) = ¢o et ®@-) (1.28)
rezolvatd imediat prin integrare

) 2 42
cu faza CI)(x_):/dx’ (612 p_e%jl) (129)
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¢p este un spinor constant ce sat-

isface ecuatia v, ¢y = 0. Alegem b0 = Yo v— u(p) (1.30)
acest spinor ca:

unde u(p) este spinor unitar, solutie
a ecuatiei Dirac libere: (v-p—m)u(p) =0 (1.31)

In final, functia de undd ¢ se va exprima cu ajutorul componentelor ¢, si ¢_ de con-
luminos, conform (1.19). Folosind expresia ¢ (1.22) cu ¢_ (1.28) si ¢ (1.30) obtinem,

- - +os _ 1 {1 + %% (fﬁ. <ﬁl — e/ﬁ) —i—m)} Yov-u(p) e (1.32)

¢ 2

2 2
Prin comutarea ~v,7_ la
stainga si folosind ecuatia
Dirac pentru spinorul liber
(1.31) sub forma

obtinem expresia functiei de unda ¢ (1.32):

(YL -PL +m)u(p) = (y-p+ +74p-)u(p) (1.33)

1 1 L. y
¢ = 5 {’YO’Y + g”ﬂ <’y,p+ + V4+p- — ey - AJ.)} u(p) e ®
1 1 1L - e
= 5|7~ + 370+~ 2 ev-5.-Allu(p)e (1.34)

Folosind a 2-a relatie (1.12) v1v+ = 270ys primii doi termeni din (1.34) se reduc la
matricea unitate, iar al 3-lea termen poate fi transformat folosind v_v- A = —y_A,, va
conduce la solutia

¢ = (1 + 4%_7—7 : A) u(p) e (1.35)

Solutia gasitd poate fi imediat generalizatd pentru o directie arbitrara de propagare dupa
vecturul de unda k cu k* = w(1,0,0, 1) prin inlocuirea p_ si v_ in (1.35) si (1.29) prin
expresiile covariante corespunzitoare,

k-p
2wp_:w(p0—p3):k:p = p_:_2w
L -
wv_:w(yo—yi)’):k-vz}é = W—ZTV (1.36)

atunci, relatiaia care definitiveaza expresia de stdri Volkov (1.1) va fi:

6= (1 + le.p A %) u(p) e~ (1.37)
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Densitatea de curent

Acum putem evalua si densitatea de curent Dirac j# asociatd functiei de unda (1.1).

J* = Py = Nu(p) (1+—A%) <1+— %A) u(p)

— N2a(p) [7 S (A KA+ ( ) A %A] ulp)  (138)

Tinand cont de relatiile de anticomutare pentru matricile Dirac si relatiile: }? = k? = 0,
A =A* precumsi k-A=0 obtinem,

2
= N27(p) | — S fAr S prg— (=S 2 g pa? 1.39
J pU(p)lv k_p% o A % p KA" | u(p)  (1.39)
Spinorii Dirac functie de impuls satisfac _ i pH
. =— 1.40
relafia: u(p) v u(p) — (1.40)
atunci curentul (1.39) poate fi rescris sub forma:
1 A- 2A?
Jt =N oAt R cap_c (1.41)
k-p 2k - p

Prezenta campului EM modifica impulsul particulei. In cazul unor oscilatii periodice ale
campului EM, termenii lineari se anuleaz prin medierex, (A*) =0, doar termenul patratic
contribuie la valoarea medie.

2/ A2
Astfel se poate defini impulsul efectiv | " =pt — 622%‘113 kH (1.42)
De remarcat cd ¢ satisace relatia energie-impuls modificata:

2/ 42

e“(A
¢ =p* — (A = m? (1— <2 >) = m? (1.43)

m
Electronul in acest fel capatda o masa efectivda m, crescutd fata de masa electronului liber
m (deoarece pentru cAimpul EM mirimea A? = —A? este negativi.
Daca impunem conditia de normare in cutie vom cere ca -
densitatea medie a electronului (j°) si fie o particuld in N, = =y (1.44)
volumul V', obtinem: do

Cazul unei unde EM plane polarizate circular

Pentru o unda pland polarizata circular (1.4), pdtratul potentialului vector este con-
stant:

A? =a? (e% cos?(k - o) + €5 sin®(k - x)) = —a’ (1.45)
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Integrarea relatiei (1.2) este elementara si conduce la:

m e
U = ,/qo—v(u%pm)u(p)

X exp |iea “ 'psin(k ‘r)—iea © .pcos(k; ‘r)—iq-x (1.46)
k k-p
. _ 0202
cu impulsul efectiv ¢ =p"+ EH (1.47)

2k -p



