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Partea LXII

De la Mecanica Clasică la Mecanica Cuantica şi
Câmpuri cuantice



Ecuaţii Newton - Lagrange - Hamilton

I Descrierile Newton - Lagrange - Hamilton sunt echivalente.

- Descriu aceeaşi fizică şi conduc la acelaşi rezultat.
- Diferenţe ı̂n evidenţierea de simetrii şi invarianţe, precum şi
- Flexibilitate la transformările de coordonate.

I Cele trei descrieri echivalente:

- Ecuaţiile Newton depind explicit de coordonatele x , y , z
- Ecuaţiile Euler-Lagrange identice pentru orice coordonate generalizate
- Principiul Hamilton nu vizează coordonate.Toată fizica se află ı̂n integrala
acţiunii.

I Formalismul Hamilton permite dezvoltări:

- Teoria Hamilton-Jacobi
- Teoria perturbaţiilor
- Mecanica cuantică
- Mecanica statistică.
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- Flexibilitate la transformările de coordonate.
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- Flexibilitate la transformările de coordonate.
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- Flexibilitate la transformările de coordonate.
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Descrieri echivalente: Newton → Lagrange → Hamilton → Poisson
Mecanica Clasică: particule fizice

Mecanica Cuantică: particule fizice -
asociere amplitudini de undă cuantificate

Câmpuri Clasice: câmpuri fizice
Câmpuri Cuantice: câmpuri fizice -

asociere de particule
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Sp.Euclid: set ortonormat complet~uk

~v =
P3

k=1 vk~uk

Cuantificarea I:

x → x̂ ; p → p̂

(
H(x , p)→ Ĥ (x̂ , p̂)

{x , p}→ 1

i~
[x̂ , p̂]

Spaţiu Hilbert: ψ(x , t)=
P

k αk(t)uk(x)

x→ψ ; ẋ→ ψ̇ ; p→π L(x , ẋ)→L(ψ, ψ̇)

Orice câmp se dezv.cu set ortonorm. complet uk

ψ(x , t)=
R
α(k, t) u(k, x)dk

Cuantificarea II:

ψ→ ψ̂ ;π→ π̂

ψ∗→ ψ̂† ;π∗→ π̂†

(
H(ψ, π)→Ĥ(ψ̂, π̂)

{ψ, π}→ 1

i~
[ψ̂, π̂]

cuantificare câmpuri → operatori

E
cu

aţ
ii

d
e

m
iş

ca
re

Lagrangian:

L(x , ẋ)=T (ẋ)−V (x) cu p =
∂L

∂ẋ
Acţiunea: S =

Z
L(x , ẋ)dt

Princ. minimei actiunia) δS =0 =⇒
Ec. mişcare≡
Euler-Lagrange

∂L

∂x
− d

dt

„
∂L

∂ẋ

«
=0

=⇒ ∂L

∂x
= ṗ

Legătura undă - observabile corpuscul

p =
h

λ
=~2π

λ
=~k ; E =hν=h

ω

2π
=~ω

Stări cuantice
(func. de undă)

‚‚‚‚ ψ(x , t)=Ne−i(ωt−kx)

ψ(x , t)=Ne−i(Et−px)/~

Observabile → operatori
∂ψ

∂t
=− i

~
Eψ ;

∂ψ

∂x
=

i

~
pψ

x→ x̂ =x ; p→ p̂ =−i~ ∂
∂x

; E→ Ê = i~ ∂
∂t

L(ψ, ∂µψ,t)=

Z
d3x L(ψ, ∂µψ,t) ; π(x , t)=

δL
δψ̇

S=

Z
dt L(ψ, ∂µψ, t)=

Z
dx4L(ψ, ∂µψ, t)

δS =0 ⇒ Ec. Euler-Lagrange de câmp clasic

∂L
∂ψ
−∂µ

„
∂L

∂ (∂µψ)

«
=0 sau

∂L
∂ψ
− ∂

∂t

∂L
∂ψ̇
−∇ ∂L

∂ (∇ψ)
=0

se caută
soluţii reale

Ec. de evoluţie op. de câmp cuantic este data de ec. Heisenberg,

exprimată prin Hamiltonian: Ĥ(ψ̂i , π̂i ) = π̂i
ˆ̇ψi−L̂

Ec. Hamilton
pt. câmpuri
cuantice

ˆ̇ψi=
δĤ
δπ̂i

=
1

i~

h
ψ̂

i
, Ĥ
i

; ˆ̇πi =−
δĤ
δ̂ψi

=
1

i~

h
π̂

i
, Ĥ
i

A
p

lic
aţ

ii

a)Ec. Euler-Lagrange din δS =0

δS=

Z t2

t1

X
i

„
∂L

∂x i
δx i(t)+

∂L

∂ẋ i
δẋ i(t)

«
dt =0

Cu δ ↔ d
dt

şi integrarea prin părţiR
u dv =u v−

R
v du a termenului doiZ t2

t1

∂L

∂ẋ i
δẋ i dt =

Z t2

t1

∂L

∂ẋ i

dδx i (t)

dt
dt =

=
∂L

∂ẋ i
δx i

˛̨̨̨t2

t1| {z }
δx i (t1)=δx i (t2)=0

−
Z t2

t1

d

dt

„
∂L

∂ẋ i

«
δx idt

δS =

Z t2

t1

X
i

»
∂L

∂x i
− d

dt

„
∂L

∂ẋ i

«–
δx idt =0

=⇒ ∂L

∂x i
− d

dt

„
∂L

∂ẋ i

«
=0 (i=1,...,n)

Aplicaţie: Ecuaţie oscilator armonic

Pt. o forţă elastică F (x)=−kx ,

Lagrangian-ul de oscilator armonic:

L(x , ẋ)=T−V =
m

2
ẋ2− k

2
x2 atunci

∂L

∂x
=−kx ;

∂L

∂ẋ
=mẋ

Ec. Euler-Lagrange → Ec. Newton:

−k x =mẍ → F =mẍ

cu soluţia reală:

x(t)=x0[e i ω t +e−i ω t ] ; ω=
p

k/m

Aplicaţie - cuantificare energie.

Ecuaţia Schrödinger staţionară: Ĥψn =Enψn

Ĥψn≡
p̂2

2m
ψn =Enψn ; −

~2

2m

∂2ψn

∂x2
=Enψn

ψn(x) =Ae ikx +Be−ikx =C cos kx +D sin kx

pt. cutie
(V finit)


condiţii
margine

ψn(0) = 0 ⇒ C = 0
ψn(L) = 0 ⇒ kL=nπ

ff
ψn(x)=D sin

„
nπ

L
x

«
En =

p2
n

2m
=

~2k2
n

2m
=

~2

2m

„
nπ

L

«2
=n2~2π2

2mL2
=n2E1

Ecuaţia Schrödinger: ÊψS = ĤψS ; ÊψS =

„
p̂2

2m
+V

«
ψS

i~
∂ψS

∂t
=−

~2

2m

∂2ψS

∂x2
+VψS

sol. de undă plană, reale (̂ın NRQM): ψS (x, t) =Ae−i(ωt−kx)

Ecuaţia Klein-Gordon: Ê2ϕ= Ĥ2ϕ ; Ê2ϕ=
“
p̂2c2 +m2c4

”
ϕ„

i~
∂

∂t

«2
ϕ=

»„
−i~

∂

∂x

«2
c2 +m2c4

–
ϕ= 0

˛̨̨
: ~2c2

1

c2

∂2ϕ

∂t2
−
∂2ϕ

∂x2
+

m2c2

~2
ϕ= 0

soluţiile generale discrete (pe volum V finit) de undă plană sunt:8>>>><>>>>:
ϕ(t,~x) =

X
~k

1q
2Vω~k

„
a~k e−i(ωt−~k·~x) + b∗~k e i(ωt−~k·~x)

«
ϕ∗(t,~x) =

X
~k

1q
2Vω~k

„
a∗~k e i(ωt−~k·~x) + b~k e−i(ωt−~k·~x)

«
soluţiile gen. continui (fără constrângeri de V ) prin

X
~k

→
Z

d3~k8>>>>><>>>>>:
ϕ(t,~x) =

Z
d3~kq

2(2π)3ω~k

„
a~k e−i(ωt−~k·~x) + b∗~k e i(ωt−~k·~x)

«

ϕ∗(t,~x) =

Z
d3~kq

2(2π)3ω~k

„
a∗~k e i(ωt−~k·~x) + b~k e−i(ωt−~k·~x)

«
- termenii cu e−i(ωt−~k·~x) sunt soluţii de energie pozitivă (E>0)

ı̂ntr-adevăr: Êϕ+=Eϕ+ → i~∂
∂t

“
αe−i(ωt−~k·~x)

”
= ~ω|{z}
E>0

ϕ+

- termenii cu e i(ωt−~k·~x) sunt soluţii de energie negativă (E<0)

ı̂ntr-adevăr: Êϕ−=Eϕ− → i~∂
∂t

“
α∗e i(ωt−~k·~x)

”
=−~ω| {z }
E<0

ϕ−

Obs: matematic există şi sol.e±i(ωt+~k·~x), dar nu au sens fizic.

Ecuaţiile de câmp electromagnetic (de inclus)

Ecuaţiile de câmp Schrödinger clasic

Lagrangian Schrödinger:L= i~ψ∗ψ̇−
~2

2m
∇ψ∗ ·∇ψ−V ψ∗ψ

δψ∗→
∂L
∂ψ∗

= i~ψ̇−Vψ ;
∂L
∂ψ̇∗

= 0 ;
∂L

∂ (∇ψ∗)
=−

~2

2m
∇ψ

δψ →
∂L
∂ψ

=−Vψ∗ ;
∂L
∂ψ̇

= i~ψ∗ ;
∂L

∂ (∇ψ)
=−

~2

2m
∇ψ∗

ec. de câmp Schröd. realψ ec. de câmp Schröd. complexψ∗

i~
∂ψ

∂t
= −

~2

2m
∇2
ψ +Vψ����9

sol.reală:ψ(x,t)=αe−i(ωt−~k·~x)

−i~
∂ψ∗

∂t
=−

~2

2m
∇2
ψ
∗+Vψ∗

sol.imag.ψ∗(x,t) =α∗e i(ωt−~k·~x)

Ecuaţiile de câmp Klein-Gordon real (~ = c = 1)

L=
1

2

h
ϕ̇

2−(∇ϕ)2−m2
ϕ

2
i
≡

1

2

“
∂µϕ∂

µ
ϕ−m2

ϕ
2
”

∂L
∂ϕ

=−m2
ϕ ;

∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇ ;
∂L

∂(∇ϕ)
=−∇ϕ8>>>>><>>>>>:

δϕ→
“
∂2

t −∇
2+m2

”
ϕ= 0

“
∂µ∂

µ+m2
”
ϕ= 0

�

sol. generală (cu k ·x =ωt−~k ·~x), este

ϕ(x) =

Z
d3~kp

(2π)3 2ω

“
αk e−ik·x+α∗k e ik·x

”
Ecuaţiile de câmp Klein-Gordon complex (~ = c = 1)

L= ϕ̇∗ϕ̇−∇ϕ∗·∇ϕ−m2
ϕ
∗
ϕ≡∂µϕ∗∂µϕ−m2

ϕ
∗
ϕ

H=πr ϕ̇
r|{z}−L=

δL
δϕ̇|{z}
ϕ̇∗

ϕ̇+
δL
δϕ̇∗| {z }
ϕ̇

ϕ̇∗−
“
ϕ̇∗ϕ̇−∇ϕ∗·∇ϕ−m2ϕ∗ϕ

”
=

= ϕ̇ ϕ̇∗+∇ϕ∗·∇ϕ+m2ϕ∗ϕ
?

ϕ şi ϕ∗ (π=δL/δϕ̇ şi π∗=δL/δϕ̇∗) sunt câmpuri separate ı̂n
sumarea după r . Inlocuind ı̂n Ec. E-L pt. cele 2 câmpuri:

∂L
∂ϕr
−
∂

∂t

∂L
∂ϕ̇r
−∇

∂L
∂ (∇ϕr )

= 0

∂L
∂ϕ

=−m2
ϕ
∗ ;
∂L
∂ϕ̇

= ϕ̇∗ ;
∂L
∂(∇ϕ)

=−∇ϕ∗⇒
“
∂2

t −∇
2+m2

”
ϕ∗= 0

∂L
∂ϕ∗

=−m2
ϕ ;

∂L
∂ϕ̇∗

= ϕ̇ ;
∂L

∂(∇ϕ∗)
=−∇ϕ⇒

“
∂2

t −∇
2+m2

”
ϕ= 0

Ecuaţiile de câmp Schrödinger cuantic (exprim. prin ec. Hamilton)

Cu operator ĤSch pt.
câmp Schrödinger

ĤSch =

Z „~2

2m
∇̂ψ̂† ·∇̂ψ̂+V ψ̂†ψ̂

«
d3~x

şi rel. de comu-

tare pt. ψ̂ şi ψ̂†

la acelaşi timp t0

9=;
h
ψ̂(~x,t0), ψ̂(~x′,t0)

i
=
h
ψ̂†(~x,t0), ψ̂†(~x′,t0)

i
= 0h

ψ̂(~x, t0), ψ̂†(~x′, t0)
i
= i~δ3(~x−~x′)

⇒Ec. de mişcare
pt. op. de câmp

ψ̂(~x,t), ψ̂†(~x,t)

9=; i~ dψ̂(x)/dt =
h
ψ̂(x), ĤSch

i
−i~ dψ̂†(x)/dt =

h
ψ̂†(x), ĤSch

i
adică ec. pt. op. câmp Schröd. ψ̂ şi ec. pt. op. câmp Schröd. ψ̂†

i~
dψ̂

dt
=−

~2

2m
∇̂2
ψ̂ +V ψ̂ −i~

dψ̂†

dt
=−

~2

2m
∇̂2
ψ̂
†+V ψ̂†

op.real:ψ̂(~x,t) = â e−i(ωt−~k·~x) op.compl:ψ̂†(~x,t) = â†e i(ωt−~k·~x)

Ecuaţiile de câmp Klein-Gordon cuantic(exprim. prin ec. Hamilton)

Cu operator ĤKG pt.
câmp Klein-Gordon

ĤKG =

Z
1

2

„̂
π

2(x)+
“̂
∇ϕ̂(x)

”2
+m2

ϕ̂
2(x)

«
d3~x

şi rel. de comu-
tare pt. ϕ̂ şi π̂
la acelaşi timp t0

9=;
h
ϕ̂(~x,t0), ϕ̂′(~x′,t0)

i
=
h
π̂(~x,t0), π̂′(~x′,t0)

i
= 0h

ϕ̂(~x, t0), π̂′(~x′, t0)
i
= i~δ3(~x−~x′)

⇒Ec. de mişcare
pt. op. de câmp
ϕ̂(~x,t), π̂(~x,t)

)
i~ dϕ̂/dt =

h
ϕ̂, ĤKG

i
= i~π̂

i~ dπ̂/dt =
h
π̂, ĤKG

i
= i~

“
∇̂2−m2

”
ϕ̂

adică ec. pt. op. câmp KG ϕ̂ şi ec. pt. op. câmp KG π̂

dϕ̂(x)

dt
= π̂(x)

dπ̂(x)

dt
=
“
∇̂2−m2

”
ϕ̂(x)

Soluţiile de câmp
cuantic K-G:

(
ϕ̂k (~x, t) = âk e−i(ωt−~k·~x)

ϕ̂
†
k

(~x, t) = â
†
k
e i(ωt−~k·~x)

Soluţia generală este o superpoziţie de ϕ̂ şi ϕ̂†, iar π̂(~x) = ˆ̇ϕ(~x).8>>><>>>:
ϕ̂(~x) =

Z
d3~kp

(2π)3 2ωk

„
âk e i~k·~x +â

†
k

e−i~k·~x
«

π̂(~x) =

Z
d3~k (−iωk )p

(2π)3 2ωk

„̂
ak e i~k·~x−â

†
k

e−i~k·~x
«

Cuantificare energie câmp scalar K-G
Hamiltonian
de câmp K-G

ff
Ĥ=

1

2

Z
d3~x

h
π̂

2 +(∇ϕ̂)2 +m2
ϕ̂

2
i

Ĥ=
1

2

Z
d3~k ~ωk

“̂
ak â
†
k

+â
†
k
âk

”
=

Z
d3~k ~ωk

„̂
a
†
k
âk +

1

2

«
Asemănător cu cazul oscilatorului armonic.
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H
am

ilt
o

n
ia

n
E

c.
H

am
ilt

o
n Hamilton:H =T+V=T+(T−L)=pẋ−L

dH=pdẋ+ẋdp−∂L
∂x

dx−∂L
∂ẋ

dẋ = ẋdp−ṗdx
�
�

�
�

Ec. canonice
Hamilton

ẋ =
∂H

∂p
; ṗ =−∂H

∂x

Hamiltonianul cuantic se obţine prin tre-
cerea la operatori: Ĥ = p̂ˆ̇x−L̂. Atunci,

Ec. canonice
Hamilton

ˆ̇x =
∂Ĥ

∂p̂
; ˆ̇p =−∂Ĥ

∂x̂

Hamiltonian (densitate): H(ψi , πi )=πi ψ̇
i−L

δH=πδψ̇+ψ̇δπ− δL
δψ
δψ− δL

δψ̇
δψ̇= ψ̇δπ−π̇δψ

�
�

�
�

Ec. canonice Hamil-
tonb) (exprimate cu
derivata funcţională)

ψ̇i =
δH
δπi

; π̇i =− δH
δψi

Hamiltonian (densitate): Ĥ(ψ̂i , π̂i )= π̂i
ˆ̇ψi−L̂

Ec. canonice Hamil-
ton de câmp cuantic

ˆ̇ψi =
δĤ
δπ̂i

; ˆ̇πi =− δĤ
δ̂ψi

P
ar

an
te

ze
P

o
is

so
n

C
o

m
u

ta
to

ri

Parantezele Poisson pt. două funcţii
(mărimi fizice): u(x i, pi ,t) şi v(x i, pi ,t)

{u, v}=
X

i

„
∂u

∂x i

∂v

∂pi
− ∂u

∂pi

∂v

∂x i

«
pentru u =x i şi v =pj , avem:8<:
˘
x i , pj

¯
=
∂x i

∂x i

∂pj

∂pi
− ∂x i

∂pi

∂pj

∂x i
=δi

j˘
x i , x j

¯
={pi , pj}=0

Comutatorul pt. operatorii: û şi v̂

[û, v̂ ]= ûv̂−v̂ û pt. û = x̂ şi v̂ = p̂ avem

Relaţia de nedeterminare: [x̂ , p̂]= i~
[x̂ , p̂]ψ≡(x̂ p̂x−p̂x x̂)ψ=

“
−i~x

∂

∂x
+i~

∂

∂x
x
”
ψ

=−i~ x
∂ψ

∂x
+i~

∂x

∂x
ψ+i~ x

∂ψ

∂x
= i~ψ�

�
�
�

In general:̂ x̂ i, p̂j

˜
= i~δi

j ;
ˆ
x̂ i, x̂ j

˜
=[p̂i , p̂j ]=0

Parantezele Poisson pentru două funcţionale
de câmp clasic: u(ψi , πi , t) şi v(ψi , πi , t)

{u, v}=
X

i

„
δu

δψi

δv

δπi
− δu

δπi

δv

δψi

«
δ(~x−~y)

pentru u =ψi şi v =πj , avem:8<:
˘
ψi , πj

¯
=
δψi

δψi

δπj

δπi
− δψ

i

δπi

δπj

δψi
=δi

j δ(~x−~y)˘
ψi , ψj

¯
= {πi , πj}=0

Comutatorul pentru operatorii de câmp
cuantic: û(ψ̂i , π̂i, t) şi v̂(ψ̂i , π̂i, t)

[û, v̂ ]= ûv̂−v̂ û pt. û = ψ̂i şi v̂ = π̂j avem

Relaţia de nedeterminare pt. câmpuri cuantice8<:
ˆ
ψ̂i , π̂j

˜
= i~δi

j δ(~x−~y)ˆ
ψ̂i , ψ̂j

˜
=
ˆ
π̂i , π̂j

˜
= 0

E
cu

a
ţi

id
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iş

ca
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va
ri

a
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il
e

co
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(E
cu

a
ţi

iH
a

m
il
to

n
) Ecuaţiile Hamilton prin paranteze Poisson8>><>>:

{x i ,H}=
∂x i

∂x i

∂H

∂pi
− ∂x i

∂pi

∂H

∂x i
=
∂H

∂pi
= ẋ i

{pj ,H}=
∂pj

∂x i

∂H

∂pi
−∂pj

∂pi

∂H

∂x i
=−δi

j
∂H

∂x i
=ṗj

Ecuaţiile Hamilton prin comutatori:

Din ec. Heisenberga) cu: ÂH= x̂ i şi ÂH= p̂i8>><>>:
ˆ̇x i =

1

i~

h
x̂ i ,Ĥ

i
=
∂Ĥ

∂p̂i
deoarece x̂ i= i~ ∂

∂pi

ˆ̇pi =
1

i~

h
p̂i ,Ĥ

i
=−∂Ĥ

∂x̂ i
deoarece p̂i=−i~ ∂

∂x i

Ecuaţiile Hamilton prin paranteze Poisson

pentru u =ψi ; v =H apoi pt.u =πi ; v =H8>><>>:
˘
ψi ,H

¯
=
δψi

δψi

δH
δπi
− δψ

i

δπi

δH
δψi

=
δH
δπi

= ψ̇i

{πi ,H} =
δπi

δψi

δH
δπi
− δπi

δπi

δH
δψi

=− δH
δψi

= π̇i

Ecuaţiile Hamilton prin comutatori
(Similar Ec.Hamilton din Mecanica Cuantică)8>><>>:
ˆ̇ψi =

1

i~

h
ψ̂i , Ĥ

i
=
δĤ
δπ̂i

deoarece ψ̂i= i~ δ

δπi

ˆ̇πi =
1

i~

ĥ
πi , Ĥ

i
=− δĤ

δψ̂i
deoarece π̂i=−i~ δ

δψi
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Ec. de mişcare pt. o funcţie u(x i , pi , t)

du

dt
=
∂u

∂t
+
X

i

∂u

∂x i
ẋ i +

∂u

∂pi
ṗi =

=
∂u

∂t
+
X

i

„
∂u

∂x i

∂H

∂pi
− ∂u

∂pi

∂H

∂x i

«
| {z }

={u,H}

=

=
∂u

∂t
+{u,H}

=⇒ Cuantificarea I

{x , p} −→ 1

i~
[x̂ , p̂]

Ec. de mişcare pt. un operator û(x̂ i , p̂i , t)

dû

dt
=
∂û

∂t
+

1

i~

h
û, Ĥ

i

Ecuaţia de mişcare pt.o funcţională u(ψi , πi , t)

du

dt
=
∂u

∂t
+
X

i

„
δu

δψi
ψ̇i +

δu

δπi
π̇i

«
δ(~x−~y)=

=
∂u

∂t
+
X

i

„
δu

δψi

δH
δπi
− δu

δπi

δH
δψi

«
δ(~x−~y)| {z }

={u,H}=
∂u

∂t
+{u,H}

=⇒ Cuantificarea II

{ψ, π} −→ 1

i~

h
ψ̂, π̂

i
Ec. de mişcare pt. un operator û(ψ̂i , π̂i , t)

dû

dt
=
∂û

∂t
+

1

i~

h
û, Ĥ

i

E
xe

m
p
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şi

d
ed

u
ce

ri

Hamiltonian-ul de oscilator armonic:

H(x , p) =T +V =
p2

2m
+

k

2
x2

Ecuaţiile
Hamilton:

o
ẋ =

∂H

∂p
=

p

m
; ṗ =−

∂H

∂x
=−kx

Ec. Hamilton → Ec. Newton:

ẋ =
p

m
; ṗ =−kx → −k x = ṗ =mẍ

In Mec. Cuantică
(cu operatori)

o
Ĥ =

p̂2

2m
+

k

2
x̂2 cu (x̂,p̂)→

“̂
a,â†

”
Operatori
anihilare â
şi creare â†

8>><>>:
â =

1
√

2~ω

“√
k x̂ +i

p̂
√

m

”
â†=

1
√

2~ω

“√
k x̂−i

p̂
√

m

”
Relaţia de co-
mutare:

[x̂, p̂] = i~→
h
â, â†

i
= 1

Ĥ = ~ω
“̂
aâ†−

1

2

”
; Ĥ = ~ω

“̂
a† â+

1

2

”
sau Ĥ =

~ω
2

“
ââ†+â† â

”

a)Transfer evoluţie:stare Schröd.→ op.Heisenberg

Ec. Sch. exprimă
evoluţia ψS ı̂n t

o
i~
∂ψS (x , t)

∂t
= ĤψS (x , t)

A
A
A
A
A
AAU

ψS (x , t)=e−i Ĥ(t−t0)/~ψS (x , t0)

Stări Heisenberg: ψH(x)=ψS (x , t0)

Observabile Â→ valori medii→ variaţie ı̂n t

〈Â(t)〉=
Z
ψ∗S (x , t) ÂψS (x , t) dx

d〈Â〉
dt

=

Z“∂ψ∗S
∂t

ÂψS+ψ∗S
∂Â

∂t
ψS+ψ∗S Â

∂ψS

∂t

”
dx =

=〈
∂Â

∂t
〉+

1

i~

Z
ψ∗S

“
ÂĤ−ĤÂ

”
ψSdx=〈

∂Â

∂t
〉+

1

i~
〈[Â, Ĥ]〉

Pt. obs. Heisenberg ÂH =〈Â〉 şi
∂ÂH

∂t
=0

⇒Ecuaţia Heisenberg:

(evoluţia ÂH ı̂n t)
i~

dÂH

dt
=
h
ÂH , Ĥ

i

b)Verif. Ec. Hamilton pt. Câmpuri Clasice

Cu L pt. câmp
Schrödinger

π=
δL
δψ̇

= i~ψ∗⇒ ψ
∗=

π

i~
atunci H=πψ̇−L=

= i~ψ∗ψ̇−i~ψ∗ψ̇+�� ��
~2

2m
∇ψ∗·∇ψ+Vψ∗ψ=−

i~
2m
∇π·∇ψ+

V

i~
πψ

Folosind derivata funcţională8>>>><>>>>:
ψ̇=

δH
δπ

=
∂H
∂π
−∇

 
∂H
∂(∇π)

!
=

V

i~
ψ +

i~
2m
∇2
ψ

π̇=−
δH
δψ

=−
∂H
∂ψ

+∇
 
∂H

∂(∇ψ)

!
=−

V

i~
π−

i~
2m
∇2
π

In a II-a ec. folosim: π= i~ψ∗ şi π̇= i~ ∂ψ∗/∂t, atunci regăsim

ecuaţia Schrödinger reală ecuaţia Schrödinger complexă

i~
∂ψ

∂t
=Vψ−

~2

2m
∇2
ψ −i~

∂ψ∗

∂t
=Vψ∗−

~2

2m
∇2
ψ
∗

Cu L pt. câmp
Klein-Gordon

π= δL
δϕ̇

= ϕ̇ atunci H=πϕ̇−L=

= ϕ̇2−
1

2

“
ϕ̇

2−(∇ϕ)2−m2
ϕ

2
”

=
1

2

“
π

2+(∇ϕ)2+m2
ϕ

2
”

ϕ̇=
δH
δπ

=
∂H
∂π

=π π̇=−
δH
δϕ

=−
∂H
∂ϕ

+∇
 
∂H
∂(∇ϕ)

!
=−m2

ϕ+∇2
ϕ

Cu π= ϕ̇ şi π̇= ϕ̈ =⇒ ec. Klein-Gordon: ϕ̈−∇2ϕ + m2ϕ= 0
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