Capitolul 1

Ecuatia Planck - spectrul EM al
corpului negru

1.1 Emisia si absorbtia radiatiei EM de un corp negru

La inceputul secolului XX Rayleigh si Jeans au incercat o explicatie teoretica a distri-
butiei spectrale a radiatiei unui corp negru, pe baza principiului clasic al echipartitiei
statistice a energiei pe gradele de libertate. Conform acestuia, “gazul fotonic”, in echi-
libru termic la temperatura 7', are o distributie de energie k7" (k constanta Boltzmann)
pe fiecare grad de libertate, indiferent de forma si compozitia corpului negru.

Sa vedem rationamentul ce a condus la distributia Rayleigh-Jeans.

Consideram intai un corp negru, care absoarbe toate radiatiile incidente. Ca model
de corp negru se poate alege o cavitate inchisa (vezi Fig.1.1a), cu pereti ce absorb
radiatia incidenta aproape 100%. Practic dupa cateva reflexii radiatia ajunge sa fie
total absorbita in interiorul cavitatii.

a. b.

Figura 1.1: Model de corp negru - cavitate cu orificiu de intrare si iesire radiatie EM.
a. Absorbtia integrala a radiatiei incidente, cu cresterea temperaturii corpului negru.
b. La echilibru termic, la o temperatura T data, corpul negru emite un spectru de
radiatii EM caracteristic, determinat exclusiv de valoarea acestei temperaturi.

In urma absorbtiei, corpul negru se incalzeste si incepe sa emita radiatii cu un
spectru caracteristic (vezi Fig. 1.1b), care poate fi masurat in exterior.
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1.2 Undele electromagnetice in cutie

Undele electromagnetice, cu fiecare din cele doua compo-
nente, electrica si magnetica, vezi Figura alaturata, satisfac
ecuatia de propagare a undelor.

Pentru compo-
nenta electrica,
aceasta este:

’E  0°FE O*E 1 0%E _ e
o2 tog T o2 — @ g Cvolutian E=Epsin(k-r-wt) (11)

Orice radiatie (unda) EM dintr-o cutie se poate descompune in unde spatiale stationare
pe cele trei directii independente (grade de libertate).

In interiorul cutiei se vor afla doar undele sub /\
forma stationara, ca moduri de oscilatie dis- A=2L/4 \/ Eop sin(47t x/L)
crete, avand \; ce se anuleaza la margini. Ce-

lelalte, nestationare, dispar prin interferenta.
Deci, aflate intr-o cutie 1-dim, undele electro- A=2L/3 \/ Eo sin(3rt x/L)
magnetice nu pot lua orice valori de lungime
de unda A sau frecventd v = c¢/A. Adica,

pentru a nu interfera distructiv si a se obtine A=2Li2 Eo sin2rr /L)
unde stationare, se impune conditia de anu-
lare la margine, unde vor prezenta noduri de A=2L/1 E, sin(rT x/L)
oscilatie (vezi Fig. alaturata). x=0 x=L
In cazul 1-dim 0’E 1 0°E
— === lutia: E = Epsin(kx — wt 1.2
ecuatia (1.1) devine | 922  ¢2 Ot2 e sotutia osin(ke — wt) (1.2)
c
unde k =27/ - vector de unda, w = 27v = 27TX - pulsatia
Conditia de anulare la margine (z=1L)| .
’ sink,L =0 sau knL =nm 1.3
a componentelor spatiale este: " (13)

Solutiile spatiale permise au k, = nr/Lunde k,=27/An| sau | An =2L/n (1.4)

An An c nc
adica pe lungimea L=n— avem un numar intreg de —, iarv,=—=— (n=1,2,...)
2 2 A, 2L
In concluzie: frecventele v, sunt cuantificate, fiind un numar intreg n de frecvente
fundamentale vy = ¢/2L, caracteristica dimensiunii L a cutiei. Atunci, avem

modurile de oscilatie permise: E = Ejsink,x = Ejsin = (vezi Figura de mai sus)

Inlocuind solutia in ecuatia undelor (1.2), obtinem L2 — 1 w? (1.5)
relatia de dispersie: c? ’
Inlocuind in (1.5) k, = nn/L si w, = 27r)\£, W2 g (1.6)
numarul de ordine al modurilor de oscilatie va fir A
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1.2.1 Modurile posibile de oscilatie in cutie

Sa evalam numarul modurilor de oscilatie EM posibile in interiorul cutiei, ca numarul
de grade de libertate de oscilatie a undelor EM.

In final, cautam energia EM din cutie, prin sumarea energiilor modurilor de oscilatie.

Consideram intai cazul 1-dim al unei “cutii” de-a lungul directiei X, discutat ante-
rior. Pentru a avea unde stationare, va trebui sa avem moduri de oscilatie ce prezinta
noduri la margine, adica sa aibe un numar intreg de A\;/2 pe lungimea L (vezi (1.4)):

2L
Ae == (ng=1,2,3,...) (1.7)

Ny v
Cazul 2-dim al compunerii undelor stationare inde- A
pendente care vor conduce la unde (oscilatii) per-
mise in cutie, este prezentata in Fig.1.2.1. Aici se
compun doua moduri 1-dim, unul cu n, = 3 pe %
directia X si celalalt cu n, = 2 pe directia Y. Lini- 8 &,
ile ce unesc nodurile celor doua moduri de oscilatie,| A %
indica fronturile undei rezultante si dau proiectia “ &
lungimilor de unda A; si A, pe directia de propa- 2
gare, unde se compun coerent si formeaza unda re-
zultanta A. N\ J
Pe de o parte A= A cosa si A= A, cosf ’ AX\_/ ’ o
cu fB=7m/2—-—a = A=)\gsina. Atundi,
”?ﬂ' nz _ (%L)z_{_ (%L)QZ (2Lc)\osa>2+ (2L6)\08ﬁ>2: Figura 1.2: Compunerea a doua
2N o ) Y 1 \2 unde stationare cu n, =3 pe X

(%) (cos?a +sin )= (%) siny=2pe Y.
=1

™
/1’/

/
b

In cazul 3-dim al cutiei noastre, aceasta are dimensiunea L suficient de mare fata
de lungimile de unda A ale radiatiilor EM emise si absorbite. In acest fel, radiatia se
va afla integral in interiorul cutiei: L > A. Aici insd, avem un nou grad de libertate,
cel de oscilatie pe directia Z, cu proiectia corespunzatoare pe directia de propagare.
Astfel, similar (1.7), avem n,, n, si n, moduri de oscilatie posibile, cu lungimile de
unda corespunzatoare:

2L 2L . 2L
Ay = Pl Ay = n7y sioA\ = e (ng,ny,m, =1,2,3,...) (1.8)
Deci, lungimea de unda A rezultanta se A = Mgcosa A<\
compune din proiectiile lungimilor de unda A\ A A<\
K = 1-9
ale celor trei moduri 1-dim independente de y ©0s 3 - (1.9)
oscilatie, pe directia de propagare: A = Azcosy AS A
Din (1.8) avem, L L __L
n

T2 T2 0 T
unde inlocuim Ag, Ay si A, din (1.9), obtinem,

_ 2Lcosa _ 2Lcosp ~ 2L cosy

Ng = 3 , Ny 3 , My 3 (1.10)
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Daca le ridicam la patrat si le adunam
(deoarece cos? a+cos? f+cos?y=1, vezi Figura)

2L\? 214 .
obtinem n?c—i-nz—f—ng: ()\) (1.11) ] L "
Ny
sau pentru frecventa ny ny
2L v\
na+mny+nl = (C> (1.12)

de unde lungimea de unda (sau frecventa) oscilatiei rezultante este:

2L
- . sau frecventa v = i@ /n2 +n2 +n? (1.13)
,/n% —l—nz —|—n§ 2L

1.3 Ecuatia Rayleigh-Jeans pentru densitatea spectrala

Consideram acum un sistem de coordonate alcatuit din numerele intregi (ng,n,,n.)
de semilungimi de unda de pe fiecare latura a cutiei. Ca urmare, oscilatiile permise
vor fi combinatii din cele trei moduri independente de oscilatie (n,,ny,n;). Ele vor da
tabloul combinatiilor posibile de oscilatii independente din cutia de latura L. In Fig.
1.3a este reprezentat acest tablou in cazul 2-dim.

In cazul 3-dim, cu solutia de unde stationare a ecuatiei undelor (1.1) obtinem relatia
de dispersie 3-dim, similar (1.5) - (1.6) din cazul 1-dim,

1
2 1.2 1.2 2
ki +k, +k; = 2w (1.14)
T . c . . . . . A . .
cu k;= - § w:27rx, combinatia numarului de moduri de oscilatie in cutia 3-dim:
417

care este ecuatia unei sfere de raza p = 2L/X din spatiul ng, ny,n, (vezi Fig. 1.3a).

In cazul 1-dim, lungimea L specifica (1.6) numarul n=2L/\,, al modului de oscilatie
An, proportional cu lungimea L a domeniului si invers proportional cu A,,.

In cazul 3-dim, latura L specifica (1.15) raza p = 2L/ a sferei din spatiul numarului
de moduri (n4,ny,n,) de oscilatii ce produc unda rezultanta cu lungime de unda A:

2L
p:\/n%—l—ng—}—ngzj (1.16)

Deci A este direct legata de p. Cautam acum numarul de oscilatori (ng,ny,n.) cu
aceeasi lungime de unda A, in intervalul d\. Adica determinam numarul de puncte
aflate la distanta p=2L/\, in intervalul dp= (—~2L/\?) d), in stratul dintre sferele de
raza p si p+dp (vezi Fig.1.3a)
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Figura 1.3: a. Tabloul 2-dim de oscilatori cu numere intregi (ns,ny) de (Az/2, Ay/2).
b. Octantul 3-dim de oscilatori cu numere intregi pozitive (ng, ny,n,) posibile.

Volumul acestei benzi sferice este dat de aria sferei 47p? inmultiti cu grosimea dp,
adica V =4mp?dp. Dar, trebuie si avem in vedere ca doar 1/8 din sfera de razi p are
valorile ng, ny, n, pozitive (vezi Fig. 1.3b).

De asemenea, trebuie sa tinem cont si de cele doua grade de libertate pentru cele doua
directii de polarizare ale radiatiei EM in plan perpendicular pe directia de propagare.

Atunci, numarul total de oscilatori (grade de A7 p? 5
libertate) din banda sferica dp este: Npdp =2 dp=mp~dp (1.17)
. . . . 3
inlocuind din (1.16) p = & si dp = ‘%‘d)\, Ny dh = 87Ff d\ (1.18)
numarul de oscilatori pt. un mod A dat este: A
inlocuind in (1.18) A=c/v si dA\=—c/v? dv,
8w L31?
deoarece ‘ Nyd\ = N, dv ‘ Nydv=———dv (1.19)
c
numarul de oscilatori pt. un mod v dat este:

Ipoteza Rayleigh-Jeans foloseste principiul echipartitiei energiei, care spune ca pe fie-
care oscilator (grad de libertate), la temperatura 7', se repartizeaza o energie medie
E = kT, unde k - constanta Boltzmann. Deci, energia totali pentru cei Ny d\ sau
N, dv oscilatori este:

L3 L3 2
Wy dA=Ny dAKT = 87;4 KT dA W, dv = N, dv kT = 8”03 kTdv (1.20)
Densitatea spectrald de energie din cutie se afla impéartind la volumul L3 al cutie,
Wyd\ 8w W,dv  8mv?

Aceasta este ecuatia Rayleigh-Jeans pentru densitatea spectrala, si arata ca:

e densitatea de energie pe unitatea de lungime de und& u, este invers proportionala cu \*

e densitatea de energie pe unitatea de frecventa u, este direct proportionald cu v/
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Ecuatia Rayleigh-Jeans a fost o incercare utila, dar nu complet reusita in explicarea
distributiei spectrale masurate a corpului negru. Conform legii Rayleigh-Jeans (1.21)
densitatea spectrala de energie devine foarte mare pentru A mici (v mari), neconfirmata
experimental, vezi Fig. 1.4. Aceastd comportare a fost numita catastrofa ultravioleta
si a declansat cautarea unei noi abordari, a unei noi interpretari, care in final a condus
la fundamentarea mecanicii cuantice.

1.3.1 Ecuatia Rayleigh-Jeans a intensitatii spectrale a corpului negru

Din punct de vedere istoric, ecuatia Rayleigh-Jeans a fost initial exprimata sub forma
intensitatii spectrale a radiatiei corpului negru B(A/v,T), nu sub forma densitatii de
energie uy/,. Intensitatea spectrala a radiatiei (sau radianta) B(\/v,T) este definita
ca energia emisa in unitatea de timp, de unitatea de suprafata, in unitatea de unghi
solid si pe unitatea de A (v). Intre cele doua forme insa exista o legatura directa. Sa
vedem care este aceasta legatura.

Sa evaluam B(A/v,T) - intensitatea spectrald a
radiatiei (radianta) corpului negru. Pentru aceasta,
luam o suprafata radianta (vezi Figura alaturata)
si evaluam energia emisa prin radiatie.
Consideram elementul de arie dA din aceasta
suprafata, care emite in intervalul de timp dt radia-
tia EM cu densitatea de energie spectrala uy,,.

Atunci, energia dW,,, a radiatiei emisd de corpul negru cu intensitatea spectrald
B(A/v,T), in domeniul dX (dv), de elementul de arie dA, in timpul dt, se afla in cilin-
drul cu baza dA si inaltimea cdt. Integrand pe intreaga cavitate de emisie a corpului
negru (vezi Fig.1.1), dupa intregul unghi solid 47, aceasta energie este:

dAdl dv
dWx=B(\,T) d\ dAdt dQ) = B(\,T) d\ 4 = B(A\,T) d\ —4n (1.22)
dl/c 4m ¢
dW.
separand densitatea spectrala de energie uy = A c
o . . AV AN BN T) = — uy, (1.23)
obtinem in final, din (1.22), expresia intensitatii spec- 47
trale B(\,T') prin densitatea spectrala uy:
si, tinand cont ca ’B()\, T)d\=B(v,T)dv|, B(v,T) = 4£u,, (1.24)
T
obtinem in mod similar, B(v,T") exprimat prin u,:

Acum putem exprima ecuatia Rayleigh-Jeans (1.21) si pentru intensitatea spectrala
B(\,T) si B(v,T) sub forma:

c 8w 2ckT c 8tv2kT 202 kT
B()\’T)d)\_EFdeA_Td)\ B(V,T)dl/— ETCZV— 02 dV

(1.25)

Aceasta este ecuatia Rayleigh-Jeans pentru intensitatea spectrala, vezi Fig. 1.4.
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1.4 Ecuatia Planck pentru spectrul EM al corpului negru

In descrierea clasica, lumina este o unda electromagnetica, a carei energie se regaseste
in componentele oscilatorii electrica si magnetica. In cutie, apar in plus conditii
(restrictii) suplimentare pentru lungimile de unda (sau frecvente). Ca urmare are loc
o separare a modurilor de oscilatie permise. Dupa cum am vazut (1.18), numarul de

. . . . o 3 9 . .
oscilatori cu aceeasi lungime de unda A este Ny = 8’;4L sau numarul de oscilatori

_ 8w L3u?
c

(1.19) cu aceeasi frecventa v este N,

Modurile de oscilatie posibile ajung in echilibru termic, la o temperatura 7' data.
Realizarea acestui echilibru impune existenta unui transfer de energie intre modurile
de oscilatie.

Se aplica in continuare distributia
Boltzmann dupa energie, care ex- P=——
prima probabilitatea unui mod de S e En/kT
oscilatie n de energie E,. n=0

—En/kT
c (1.26)

Ipoteza Planck: Energia FE, a unui| g
oscilator este cuantificata hr, cu h Ey = 4hv
. v hv
- constanta Planck. In consecinta, By = 3hy
. . . . .« . hv ohy | 3hv ETL =N hl/ (127)
modurile de oscilatie ale radiatiei y = 2hw
unui cop negru la o temperatura h Fo— o Ipoteza Planck
data, pot avea doar frecvente mul- o

tipli intregi nv (vezi Fig. aldturata).

Ey=0

Intr-o cutie, la o temperatura T
data, radiatiile pot avea frecvente . § n hy e—nhv/KT
nv sau energii n hv diferite, distribu- T - Z E p — n=0

ite Boltzmann (1.26). Atunci, dupd = " § o—nhu/kT
Planck (1.27), energia medic E a n=0

acestor radiatii va fi:

(1.28)

Pentru a simplifica relatia facem schimbarea de variabild: z=e~"/kT" iar energia (1.28)
va fi:
= n
— ngonx x4+ 222 + 323 4 ... 1+22+322+...
E=h"—F——=hv 5 =hva 5 (1.29)
3 gn l+z4+z2+... l+z+4+z+...
n=0
i 01 1
Ff)lf’Slfn dezvol-\ % _ L 424484 si ——5 =1+20+3%+...
tarile in serie: | 1 —x (1-=x)
Deci, energia medie F a radiatiei cuantiﬁ—‘ E = I (1.30)
cate din cutie, la temperatura T, este: ehv/kT — 1
Pentru a gasi limita clasica, punem hv — 0, iar din dezvoltarea e’ /KT _ 1, pentru
h
% —0, avem:

hv 1 /hv\? hv
hv/kT — e I _ _
e 1 1+k:T+2!(kT>+”' 1HkT
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Atunci, energia medie (1.30) este: E

hv

hv

T M 1 hu/kT

kT

(1.31)

Am regasit limita clasica a energiei unui oscilator armonic in echilibru termic £ = kT

Pentru a exprima densitatea de energie, folosim legatura clasica (1.21) (Rayleigh-
Jeans), ce ne da energia medie a radiatiei pe unitate de volum: w, in unitate de v, sau
u) In unitate de A, unde inlocuim energia medie k7" (1.31) clasica (Rayleigh-Jeans) cu
cea (1.30) cuantica (Planck):

&7 2 &7 12 hv
uy dv = 3 &;d’/ T T3 ow/kT _q
E

™

A
E

dv uAdA:8—4 kT d\=
i

8 h

A4 ghe/(MKT) _ q

c/A I

Ecuatia Planck pentru densitatea de energie a radiatiei corpului negru:

87 he 1

dA sau

(75N d\=

N5 ehe/OWT) _ 1

u, dv =

8 h?

1
dv

3 /KT _q

(1.32)

u,, masoara energia radiatiei in unitatea de volum, pe unitatea de frecventa v.

u) masoara energia radiatiei in unitatea de volum, pe unitatea de lungime de unda .

B(A,T) [J/(s m?sr m)]

Trecerea de la densitatea de energie u la intensitatea spectrala B a corpului negru
se face prin Inmultirea cu ¢/(47), vezi relatiile (1.23) si (1.24):

sau

adica,

B(v,T)dv = i uy dv =
BOLT)d\ = < uy d\ =
47

¢ 87 hu3 1

— dv
4 B3 /KT ]

¢ 8mhe 1
An Nb ehe/(NKT) _q dA

Ecuatia Planck pentru intensitatea spectrala a radiatiei corpului negru:

2 he? 1

B\, T)d = d\| sau

N5 ehe/(OWT) _ |

B(v,T)dv =

2w

c2

T 1 W

(1.33)

B(A,T) masoara energia radiatiei emisa in unitatea de timp (puterea), de unitatea de
suprafatd, in unitatea de unghi solid, pe unitatea de A (vezi Fig. 1.4a sau Fig. 1.5).

B(v,T) masoara energia radiatiei emisa in unitatea de timp (putere), de unitatea de
suprafatd, in unitatea de unghi solid, pe unitatea de frecventa v (vezi Fig. 1.4b).
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Figura 1.4: Energie EM emisé in unitatea de timp, de unitatea de suprafatd a corpului negru,
in unitatea de unghi solid si pe unitatea de lungime de unda B(A,T) (a) sau pe unitatea de
frecventa B(v,T) (b) dupad Planck (1.33), comparativ cu relatiile corespunzatoare Rayleigh-
Jeans (1.25) (B(A\, T)=2ckT/A\* sau B(v,T)=2v%kT/c* pentru T=5000 K).
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Figura 1.5: Distributii Planck log/log de intensitate B(A,T), ca energia radiatiei emisd in
unitatea de timp (puterea), de unitatea de suprafata, in unitatea de unghi solid, pe unitatea

de lungime de unda A pentru diferite temperaturi.

1.5 Rezumat

Numarul de moduri de )
oscilatie (grade de libertate) N, = 877;/ ¥ (1.19) Ny = 8771 13 (1.18)
permise, functie de v sau A, c A
din cutia de latura L.
Ipoteza Rayleigh-Jeans - Energia medie pe grad de libertate este: E = kT
Densitatea spectrala R-J N, 87 12 N, 8
de energie EM: uz:%* uy_FkT_CTkT ’U/)\—ﬁk’T—Fk‘T (121)
Distributia Boltzmann dupa energia E, a P e~ En/kT
modurilor de oscilatie (gradele de libertate), no § o En /KT (1.26)
aflate in echilibru termic la temperatura 7' =0
Ipoteza Planck - Energia modurilor de 00 hy
oscilatie este cuantificatd: E,=nhv, iar| E= Z E, P, = IRT 1 (1.30)
energia medie pe grad de libertate este: n=0 € B
Densitatea spectrala Planck 87 12 hv 8T he/A

. o — Uy = ur=— —~— (1.32)
de energie EM: u; =7+ £ 3 ehv/kT _q A ghe/(AKT) _1




